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Hermann Minkowski. 


Gedachtnisrede, gehalten in der 6ffentlichen Sitzung der K. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Géttingen am 1. Mai 1909 
yon 


David Hilbert. 
(Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 1909.) 


Kinen schweren unermeBlichen Verlust haben zu Beginn des Jahres 1909 
unsere Gesellschaft, unsere Universitat, die Wissenschaft und wir alle per- 
sénlich erlitten: durch ein hartes Geschick wurde uns jah entrissen unser 
Kollege und Freund Hermann Minkowski im Vollbesitz seiner Lebenskraft, 
aus der Mitte freudigsten Wirkens, von der Héhe seines wissenschaftlichen 
Schaffens. 

Seinem Andenken widmen wir diese Stunde. 

Hermann Minkowski wurde am 22. Juni 1864 zu Alexoten in RuBland 
geboren, kam als Knabe nach Deutschland und trat Oktober 1872 im 
Alter von 81/, Jahren in die Septima des Altstidtischen Gymnasiums zu 
K6nigsberg i. Pr. ein.. Da er von sehr rascher Auffassung war und ein 
vortreffliches Gedachtnis hatte, wurde er auf mehreren Klassen in kiirzerer 
als der vorgeschriebenen Zeit versetzt und verlieB das Gymnasium schon 
Marz 1880 — noch als Fiinfzebnjihriger — mit dem Zeugnis der Reife. 

Ostern 1880 begann Minkowski seine Universitatsstudien. Insgesamt 
hat er 5 Semester in Kénigsberg, vornehmlich bei Weber und Voigt, und 
3 Semester in Berlin studiert, wo er die Vorlesungen yon Kummer, 
Kronecker, Weierstra8, Helmholtz und Kirchhoff hérte. 

Seine Befahigung zur Mathematik zeigte sich friih; fiel ihm doch im 
ersten Semester bereits fiir die Lésung einer mathematischen Aufgabe eine 
Geldpramie zu, auf die er freilich zugunsten eines armen Mitschiilers 
verzichtete, so daB sein friihzeitiger Erfolg zu Hause gar nicht bekannt 
wurde — eine kleine Begebenheit, die zugleich die Bescheidenheit und 
Herzensgiite kennzeichnet, wie er sie sein ganzes Leben hindurch allen 
Menschen gegeniiber, die ihm naher kamen, betitigt hat. 

Sehr bald begann Minkowski tiefgehende und griindliche mathematische 
Studien. Ostern 1881 hatte die Pariser Akademie das Problem der Zer- 
legung der ganzen Zahlen in eine Summe von fiinf Quadraten als Preis- 
thema gestellt. Dieses Thema griff der siebzehnjahrige Student mit aller 
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Energie an und ldste die gestellte Aufgabe aufs glanzendste, indem er 
weit tiber das Preisthema hinaus die allgemeine Theorie der quadratischen 
Formen, insbesondere ihre Einteilung in Ordnungen und Geschlechter — 
zunachst sogar fiir beliebigen Tragheitsindex — entwickelte*). Hs ist 
erstaunlich, welch sichere Herrschaft Minkowski schon damals tiber die 
algebraischen Methoden, insbesondere die Hlementarteilertheorie, sowie tiber 
die transzendenten Hilfsmittel wie die Dirichletschen Reihen und die 
GauBschen Summen besaB, — Kenntnisse, die noch heute lange nicht all- 
gemeines Higentum der Mathematiker geworden sind, die aber freilich zur 
erfolgreichen Inangriffmahme des Pariser Preisthemas eine notwendige 
Voraussetzung bildeten. Hoéren wir, wie Minkowski selbst in dem Begleit- 
schreiben zu seiner der Pariser Akademie eingereichten Arbeit sich aus- 
spricht**): ,.Durch die von der Académie des Sciences gestellte Aufgabe an- 
gereot so schreibt der jugendliche Student, ,unternahm ich eine genauere 
Untersuchung der allgemeinen quadratischen Formen mit ganzzahligen 
Koeffizienten. Ich ging dabei von dem natiirlichen Gedanken aus, daB die 
Zerlegung einer Zahl in eine Summe von fiinf Quadraten in ahnlicher Weise 
von den quadratischen Formen mit vier Variablen abhangen wiirde, wie be- 
kanntlich die Zerlegung einer Zahl in eine Summe von drei Quadraten von 
den quadratischen Formen mit zwei Variablen abhingt. Diese Untersuchung 
hat mir in der Tat die gewiinschten Resultate iiber die Zerlegung einer Zahl 
in eine Summe von fiinf Quadraten geliefert. Indessen erscheinen diese 
Resultate bei der groBen Allgemeinheit der von mir gefundenen Sitze 
nicht tiberall als das eigentliche Hauptziel der vorliegenden Arbeit; sie 
stellen vielmehr nur ein Beispiel fiir die gewonnenen umfangreichen 
Theorien dar. Wenn daher viele der nachfolgenden Betrachtungen nicht 
immer unmittelbar auf das Thema der Preisfrage hinweisen, so wage ich 
dennoch zu hoffen, daB die Akademie nicht der Ansicht sein werde, ich 
wiirde mehr gegeben haben, wenn ich weniger gegeben hatte.“ Mit dem 
Motto: ,,Rien n’est beau que le vrai, le vrai seul est aimable“ reichte der 
noch nicht Achtzehnjihrige am 30. Mai 1882 die Arbeit der Pariser Akademie 
ein. Obwohl dieselbe, entgegen den Bestimmungen der Akademie, in deut- 
scher Sprache abgefaBt war, so erkannte die Akademie dennoch unter 
ausdrticklicher Betonung des exzeptionellen Falles auf Zuerteilung des 
vollen Preises, da — wie es im Kommissionsbericht heiBt — eine Arbeit 
von solcher Bedeutung nicht wegen einer Irregularitiit der Form von der 


*) ,,Mémoire sur la théorie des formes quadratiques A coefficients entiers.“‘ 
Mémoires présentés par divers savants 4 l’Académie des Sciences de l’Institut national 
de France, T. XXIX. No. 2 (1884). Unter dem Titel Grundlagen fiir eine Theorie der 
quadratischen Formen mit ganzzahbligen Koeffizienten“, diese Ges. Abhandlungen, 
Bd. I, 8. 3—144. **) Vgl. diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, 8. 4. 
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Bewerbung auszuschlieBen sei, und erteilte ihm im April 1883 den Grand 
Prix des Sciences Mathématiques. 

Als die Zuerkennung des Akademiepreises an Minkowski in Paris 
bekannt wurde, richtete die dortige chauvinistische Presse gegen ihn die 
unbegriindetsten Angriffe und Verdichtigungen. Die franzdsischen Aka- 
demiker C. Jordan und J. Bertrand stellten sich sofort riickhaltlos auf die 
Seite Minkowskis. ,,Travaillez, je vous prie, 4 devenir un géométre émi- 
nent.“ In dieser Mahnung des grofen franzésischen Mathematikers C. Jordan 
an den jungen deutschen Studenten gipfelte die bei diesem Anla8 zwischen 
C. Jordan und Minkowski gefiihrte Korrespondenz, — eine Mahnung, die 
Minkowski treulich beherzigt hat; begann doch nun fiir ihn eine arbeits- 
frohe und publikationsreiche Zeit. 

GauB hat in seinen Disquisitiones arithmeticae die Theorie der biniren 
quadratischen Formen mit ganzzahligen Koeffizienten und damit zugleich 
den wesentlichen Inhalt der heutigen Theorie der quadratischen Zahl- 
kérper geschaffen. Nach zwei verschiedenen Richtungen hin war die Ver- 
allgemeinerung der GauBschen Theorie moéglich: einmal als Theorie der 
quadratischen Formen mit beliebig vielen Variablen und dann als Theorie 
der zerlezbaren Formen héherer Ordnung, d.h. als Theorie der Zahlkérper 
von beliebigem Grade. Durch das Pariser Preisthema war Minkowski 
zunachst auf die erstere Verallgemeinerung der GauBschen Theorie hin- 
gewiesen: in der Tat sehen wir Minkowski in den folgenden Jahren aus- 
schlieBlich seine ganze Arbeitskraft dem Studium der Theorie der qua- 
dratischen Formen und der aufs engste damit zusammenhiingenden Fragen 
widmen. Die GauBsche Theorie der quadratischen Formen hatte eine 
wesentliche Erginzung durch Dirichlet erfahren, indem es diesem gelungen 
war, auf Grund einer ihm eigentiimlichen transzendenten Methode fiir die 
Anzahl der Klassen binairer quadratischer Formen mit gegebener Deter- 
minante geschlossene Ausdriicke aufzustellen. Hs lag nahe, diese Methode 
nach jenen beiden oben gekennzeichneten Richtungen hin zu _verall- 
gemeinern. Nach letzterer Richtung hin, namlich fiir die Theorie der 
algebraischen Zahlkérper, war jene Verallgemeinerung der Dirichletschen 
Methode bereits von Kummer und in allgemeinster Weise von Dedekind 
vorgenommen worden; in ersterer Richtung aber, nimlich ftir das Problem 
der quadratischen Formen von beliebig vielen Variablen, lagen nur einige 
Vorarbeiten von St. Smith, jenem schon bejahrten englischen Zahlen- 
theoretiker, vor, welcher auch bei der Bewerbung um den Pariser Preis 
Minkowskis Konkurrent gewesen war. Minkowski fiihrte nun die Be 
stimmung der Anzahl der in einem Geschlecht enthaltenen Klassen qua- 
dratischer Formen von beliebig vielen Variablen — denn darauf spitzt sich 
das in Frage kommende Problem zu — nach der von Dirichlet ftir binire 
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quadratische Formen angewandten transzendenten Methode durch. Die 
hierbei gefundenen Resultate bilden den wesentlichen Inhalt der Inaugural- 
Dissertation*), auf Grund deren Minkowski am 30. Juli 1885 von der phi- 
losophischen Fakultét in Kénigsberg zum Doktor promoviert wurde. 
Wie gliicklich die Ideen des jugendlichen Minkowski auch auf anderem 
als rein zahlentheoretischem Gebiete waren, ersehen wir aus der bei dieser 
Gelegenheit von ihm aufgestellten These, die so lautete: ,,Ks ist nicht 
wahrscheinlich, daB eine jede positive Form sich als eine Summe von 
Formenquadraten darstellen laBt.“ Hs fiel mir als Opponent die Aufgabe 
zu, bei der 6ffentlichen Promotion diese These anzugreifen. Die Dispu- 
tation schloB mit meiner Erklirung, ich sei durch seine Ausfiihrungen 
tiberzeugt, daB8 es wohl schon im terniiren Gebiete solch merkwiirdige 
Formen geben méchte, die so eigensinnig seien, positiv zu bleiben, ohne 
sich doch eine Darstellung als Summe von Formenquadraten gefallen zu 
lassen. Die Minkowskische These war fiir mich spater die Veranlassung, 
die Untersuchung der Frage aufzunehmen und fiir die in der These aus- 
gesprochene Vermutung den strengen Nachweis zu erbringen. Ls stellte 
sich auBerdem spaterhin heraus, dai das Problem der Darstellung definiter 
Formen durch Formenquadrate auch bei der Frage nach der Méglichkeit 
geometrischer Konstruktionen mittels gewisser elementarer Hilfsmittel eine 
interessante Rolle spielt und andererseits mit gewissen tieferen Problemen 
tiber die Darstellbarkeit algebraischer Zahlen als Summen von Quadraten 
zusammenhingt. Auch von anderer Seite ist seitdem das Problem auf- 
genommen worden und hat zu interessanten speziellen Ergebnissen gefiihrt. 
Angeregt durch eine von Kronecker gestellte Forderung, die eine 
schirfere Fassung des arithmetischen Begriffs der Aquivalenz von Formen 
betraf, gelangte Minkowski zu der interessanten Frage nach dem Verhalten 
linearer ganzzahliger Substitutionen von beliebiger Variablenzahl im Sinne 
der Kongruenz nach einem beliebigen Modul**). Minkowski gewann dabei 
den anwendungsreichen Satz, daB eine homogene lineare ganzzahlige Sub- 
stitution mit  Variablen von einer endlichen Ordnung, die nach einem 
ganzzahligen Modul >3 der identischen Substitution kongruent ausfallt, 
selbst notwendig die identische Substitution ist. Mit Hilfe dieses Satzes 


*) Untersuchungen tiber quadratische Formen. I. Bestimmung der Anzahl ver- 
schiedener Formen, welche ein gegebenes Genus enthalt. Acta Mathematica, Bd. 7 
(1885), S. 201—258. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 157—202. 

“') Ueber den arithmetischen Begriff der Aequivalenz und iiber die endlichen 
Gruppen linearer ganzzahliger Substitutionen. Crelles Journal, Bd. 100 (1887), S. 449 
—458. Diese Ges. Abhandlungen, Bd.I, 8. 203—211. Zur Theorie der positiven quadra- 
tischen Formen. Crelles Journal, Bd. 101 (1887), S. 196—202. Diese Ges. Abhandlungen, 
Bd. I, S. 212—218. 
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gelingt es Minkowski unter anderem zu zeigen, daB die Ordnung jeder 
endlichen Gruppe von homogenen linearen ganzzahligen Substitutionen 
mit » Variablen stets ein Divisor der Zahl 
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ist, und desgleichen stellt er eine nur von ” abhiangige Zahl auf, in welcher 
notwendig allemal die Anzahl der ganzzahligen Substitutionen aufgehen 
mu, die eine definite quadratische Form mit m Variablen in sich selbst 
tiberftihren. Die beiden Abhandlungen, welche diese Resultate entwickeln, 
reichte er der philosophischen Fakultét in Bonn als Habilitationsschrift 
ein; April 1887 erteilte ihm diese die venia legendi fiir Mathematik. 

Noch eine Arbeit Minkowskis sei hier genannt, die ich der Jugend- 
epoche seines mathematischen Schaffens zuzihle, da sie ebenfalls aus- 
schheBlich das Gebiet der quadratischen Formen betrifft; es ist diejenige*), 
in welcher Minkowski die Bedingungen dafiir aufstellt, daB eine qua- 
dratische Form mit rationalen Zahlenkoeffizienten sich vermége einer 
linearen Substitution mit rationalen Zahlenkoeffizienten in eine andere 
ebensolche quadratische Form oder in ein rationales Vielfaches einer 
solechen Form transformieren laft. Als auBerer AnlaB dazu diente ihm 
eine von Hurwitz und mir gemeinsam verfafte Arbeit iiber ternare dio- 
phantische Gleichungen vom Geschlechte Null. Die Untersuchung yon 
Hurwitz und mir hatte ergeben, daB jede ternaire diophantische Gleichung 
vom Geschlechte Null durch eine rationale eindeutig umkehrbare Trans- 
formation in eine quadratische Gleichung tibergeftihrt werden kann; die 
weiter entstehenden Fragen, insbesondere die Frage nach den Kriterien 
dafiir, daB eine quadratische diophantische Gleichung bei beliebiger Vari- 
ablenzahl durch rationale Zahlen lésbar ist, finden durch Minkowski ihre 
vollstindige Erledigung; doch gestaltet sich noch dariiber hinaus die Be- 
arbeitung des Problems durch Minkowski zu einer vollstiindigen Invarianten- 
theorie der quadratischen Formen im zahlentheoretischen Sinne. 

Nunmehr beginnt fiir Minkowskis mathematische Produktion die 
reichste und bedeutendste Epoche; seine bisher auf das spezielle Gebiet 
der quadratischen Formen gerichteten Untersuchungen erhalten mehr und 
mehr den groBen Zug ins Allgemeine und gipfeln schlieBlich in der 
Schaffung und dem Ausbau der Lehre, fiir die er selbst den treffenden 
Namen ,,Geometrie der Zahlen“ gepragt hat und die er in dem groBartig an- 
gelegten Werke gleichen Titels dargestellt hat. 

Das Problem, aus den unendlich vielen Formen einer Klasse durch 


*) Ueber die Bedingungen, unter welchen zwei quadratische Formen mit rationalen 
Coefficienten in einander rational transformiert werden kénnen. Crelles Journal, 
Bd. 106 (1890), S. 5—26. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, 8. 219—239. 
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bestimmte Ungleichheitsbedingungen eine einzige auszusondern, d.h. das 
Problem der Reduktion der quadratischen Formen, hatte Minkowski schon 
wiederholt beschaftigt. Vor allem ergriffen ihn die beriihmten Briefe, die 
1850 Ch. Hermite tiber diesen Gegenstand an Jacobi gerichtet hatte, und 
insbesondere der dort von Hermite aufgestellte Satz, daB die kleinste von 
Null verschiedene GréBe, die durch eine positive quadratische Form von 
m Variablen mit der Determinante 1 mittels ganzer Zahlen darstellbar ist, 
niemals einen gewissen, nur von der Zahl n abhingigen Betrag tibersteigt. 
Durch die Beschaftigung mit diesem Satze wurde Minkowski zu Betrach- 
tungen veranlafi, auf die wir ein wenig niher eingehen miissen. 

Wir denken uns nach Minkowski dasjenige wiirfelformig angeordnete, 
den ganzen Raum erfiillende Punktsystem, welches entsteht, wenn man 
den rechtwinkligen Koordinaten wz, y, z alle ganzzahligen Werte erteilt. 
Minkowski nannte ein solches Punktsystem ein Zahlengitter. Bedeutet 
nun F(x, y,2) eine homogene positive quadratische Form von z, y, 2 mit 
der Determinante 1, so stellt die Gleichung F'(xz, y, z) = fiir irgendeinen 
positiven Wert der Konstanten c ein bestimmtes Ellipsoid mit dem Null- 
punkt als Mittelpunkt dar. Wir denken uns nun um jeden Punkt des 
Zahlengitters als Mittelpunkt ein diesem Ellipsoid kongruentes und ahnlich 
gelegenes Ellipsoid konstruiert: ist dann der Wert der Konstanten ¢ ge- 
niigend klein, so werden diese Hllipsoide offenbar simtlich véllig von- 
einander getrennt legen. Der gréBte Wert von c, bei welchem dies noch 
der Hall ist und die Ellipsoide demnach einander nur in einzelnen Punkten 
beriihren, sei ¢ M. Da bei dieser Raumerfiillung auf je einen Wiirfel mit 
der Kantenlange 1 je eines der Ellipsoide kommt, so folgt leicht, daB der 
Inhalt des Ellipsoides F(a, y, 2) = +M notwendig kleiner als der Inhalt 
jenes Wiirfels ausfallt, d.h. es ist gewif 

4 My\3 

en (=) ap" 
Andererseits ist leicht zu erkennen, da das Ellipsoid F(a, y, 2) = M gewiB 
auBer dem Nullpunkt keinen Punkt des Zahlengitters in seinem Innern 
enthalt; legen doch auf seiner Oberfliiche gerade noch diejenigen Gitter- 
punkte, die die Mittelpunkte der das Ellipsoid F(a, y, 2) =1_M beriihrenden 
Elhipsoide sind, d. h. M ist der kleinste von Null verschiedene, durch ganze 
Zahlen darstellbare Wert der quadratischen Form, und jene Ungleichung 
liefert fiir dieses Minimum die obere Schranke 


| /6? 

M<Va 
Dieser Beweis eines tiefliegendén zahlentheoretischen Satzes ohne 
rechnerische Hilfsmittel wesentlich auf Grund einer geometrisch anschau- 
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lichen Betrachtung ist eine Perle Minkowskischer Erfindungskunst. Bei 
der Verallgemeinerung auf Formen mit  Variablen fiihrt der Minkowski- 
sche Beweis auf eine natiirlichere und weit kleinere obere Schranke fiir 
jenes Minimum WM, als sie bis dahin Hermite gefunden hatte. Noch wichtiger 
aber als dies war es, daB der wesentliche Gedanke des Minkowskischen 
SchluBverfahrens nur die Higenschaft des Ellipsoides, daB dasselbe eine 
konvexe Figur ist und einen Mittelpunkt besitzt, benutzte und daher auf 
beliebige konvexe Figuren mit Mittelpunkt itibertragen werden konnte. 
Dieser Umstand fiihrte Minkowski zum ersten Male zu der Erkenntnis, 
daB tiberhaupt der Begriff des konvexen Korpers ein fundamentaler Begriff 
in unserer Wissenschaft ist und zu deren fruchtbarsten Forschungsmitteln 
gehort. 

Ein konvexer (nirgends konkaver) Kérper ist nach Minkowski als 
ein solcher K6rper definiert, der die Higenschaft hat, dab, wenn man zwei 
seiner Punkte ins Auge faft, auch die ganze geradlinige Strecke zwischen 
denselben zu dem Korper gehért. 

Die Bedeutung des Begriffs des konvexen Kérpers fiir die Grund- 
lagen der Geometrie beruht in dem engen Zusammenhange, der, wie Min- 
kowski erkannte, zwischen diesem Begriff und dem fundamentalen Satze 
Kuklids besteht, wonach im Dreiecke die Summe zweier Seiten stets gréBer 
als die dritte Seite ist. Dieser Satz HEuklids, welcher ja lediglich von 
elementaren, aus den Axiomen unmittelbar entnommenen Begriffen handelt, 
folgt bei Euklid aus. dem Axiom von der Kongruenz zweier Dreiecke. 
Lassen wir nun alle Axiome der gewohnlichen Huklidischen Geometrie 
bestehen mit Ausnahme des Axioms von der Dreieckskongruenz, indem 
wir vielmehr dieses durch das andere, weniger aussagende Axiom, daf in 
jedem Dreieck die Summe zweier Seiten gréBer als die dritte sein soll, 
ersetzen, so gelangen wir zu einer Geometrie, welche keine andere ist als 
diejenige, die Minkowski aufgestellt und zur Grundlage seiner geometrischen 
Untersuchungen gemacht hat. Diese Minkowskische Geometrie ist dann 
im wesentlichen durch folgende Festsetzungen charakterisiert: 

1. Zwei Strecken heiBen dann einander gleich, wenn man sie durch 
Parallelverschiebung des Raumes ineinander tiberfiihren kann. 

2. Die Punkte, die von einem festen Punkte O gleichen Abstand 
haben, werden durch eine gewisse konvexe geschlossene H'liche des ge- 
wohnlichen Euklidischen Raumes mit O als Mittelpunkt reprisentiert, so 
daB an Stelle der konzentrischen Kugeln der gewohnlichen EKuklidischen 
Geometrie ein System ineinander geschachtelter, durch Ahbnlichkeits- 
transformation erzeugter konvexer Flachen tritt. 

Insofern in der Minkowskischen Geometrie das Parallelenaxiom gilt, 
dagegen an Stelle des Axioms von der Dreieckskongruenz der gew6hn- 
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lichen Euklidischen Geometrie jenes weniger aussagende Axiom tritt, daB 
im Dreieck die Summe zweier Seiten die dritte iibertrifft, ist die Min- 
kowskische Geometrie eine der gewdhnlichen Huklidischen Geometrie 
nichststehende Geometrie, ebenso wie die Bolyai-Lobatschefskysche Geo- 
metrie, zu der sie ein Gegenstiick bildet. Wie die Bolyai-Lobatschefs- 
kysche Geometrie in verschiedenen mathematischen Disziplinen, besonders 
in der Theorie der analytischen Funktionen mit linearen Transformationen 
in sich, die fruchtbarste Anwendung findet, so zeigt sich die Minkowskische 
Geometrie besonders fiir die Zahlentheorie von hervorragender Bedeutung. 
Ubertragen wir die eben angestellten geometrischen Uberlegungen 
ins Analytische. In gewéhnlichen rechtwinkligen Koordinaten z,,...,2z, 
des n-dimensionalen Raumes kann die Oberfliche eines konvexen Kérpers 
in der Gestalt 
f (#4, +++) %,) = 1 
dargestellt werden, so da f eine positive homogene (nicht notwendig 
rationale) Funktion ersten Grades bedeutet, deren wesentlichste Higenschaft 
die ist, die durch die Funktionalungleichung 


Feit thy 5 en 9) SPC. Ee) FIG 2G) 
zum Ausdruck gebracht wird. Die Minkowskische Entfernung zwischen zwei 
Punkten v,,...,”, und y,,...,y, wird dann allgemein durch den Ausdruck 
Ca Ye ee a 
definiert. Die urspriinglich zugrunde gelegte Flache f 
f (84) ++ +) Bq) =1 

heiBt Hichflache; sie ist das Minkowskische Analogon der Kugel im ge- 
wohnlichen Huklidischen Raume. 

Das Ausgangsbeispiel des Ellipsoides erhalt man, wenn man hier fiir f 
die Funktion YZ’ nimmt, wo F' die oben (S. X) erwihnte quadratische 
Form. bedeutet. 

Nun werde als Hichkérper ein konvexer Kérper mit Mittelpunkt, 
d. h. ein soleher konvexer Kérper genommen, der einen Punkt im Innern 
aufweist, in welchem alle hindurchgehenden Sehnen des Kérpers halbiert 
werden. Dann gilt fiir die so definierte Minkowskische Entfernung der 
Satz, daB ftir die kleinste Kntfernung zwischen zwei Gitterpunkten, d. h. 
fiir M, eine obere Schranke existiert, die allem vom Volumen des Eich- 
kérpers abhingt; und zwar schlieBt man leicht, daB ein konvexer Kérper 
mit einem Mittelpunkte in einem Punkte des Zahlengitters und vom 
Volumen 2” immer noch mindestens zwei weitere Punkte des Zahlengitters, 
sei es im Innern, sei es auf der Begrenzung, enthalten muB. 

Dieser Satz ist einer der anwendungsreichsten der Arithmetik; aus 
ihm leitet Minkowski seinen bekannten Determinantensatz ab, demzufolge 
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man in irgend n ganzen homogenen linearen Formen von m Variablen mit 
beliebigen reellen Koeffizienten und der Determinante 1 immer den Variablen 
solche ganzzahligen Werte, die nicht simtlich Null sind, erteilen kann, 
da dabei alle Formen absolute Betrige <1 erlangen; ferner die das 
Wesen der algebraischen Zahl tief bertihrende Tatsache, daB die Diskri- 
minante eines algebraischen Zahlkérpers stets von + 1 verschieden ist, 
d. h. daB es fiir einen algebraischen Zahlkérper stets wenigstens eine durch 
das Quadrat eines Primideals teilbare Primzahl, eine sogenannte Ver- 
zweigungszahl, gibt, analog wie in der Theorie der algebraischen Funktionen 
bekauntlich gezeigt wird, daf eine algebraische Funktion stets Verzweigungs- 
punkte besitzen muf. 

Aber der obige Satz vom Volumen des Hichkérpers, den ich einen 
der anwendungsreichsten der Arithmetik nannte, bildet doch nur das An- 
fangsglied einer Reihe weiterer auf geometrischer Anschauung fuBender 
SchluBweisen von weittragender Bedeutung. So gelangt Minkowski durch 
eine sehr sinnreiche geometrische Uberlegung, bei der der zugrunde ge- 
legte konvexe Koérper sukzessive nach bestimmten Vorschriften dilatiert 
wird, zu eimer Erweiterung des urspriinglichen Satzes, die so lautet: Ist 
das Volumen des Hichkérpers gleich 2”, so ist nicht nur, wie oben be- 
hauptet, die kleinste Minkowskische Entfernung <1, sondern sogar das 
Produkt der » kleinsten Entfernungen, in » unabhangigen Richtungen 
genommen, fallt stets < 1 aus. Die Endlichkeit der Klassenanzahl der 
positiven quadratischen Iormen von » Variablen mit gegebener Deter- 
minante ist unter anderm eine leichte Folge dieses allgemeinen Satzes. 

Wie oben ausgefiihrt wurde, hat Minkowski fiir das Minimum einer 
quadratischen Form / von n Variablen mit der Determinante 1 mittels 
seiner geometrischen Methode eine obere, nur von m abhingige Schranke 
aufgestellt. Das genaue Minimum, d.h. der kleimste von Null verschiedene 
Wert, den J’ fiir ganzzahlige Variablen erlangt, ist notwendig noch eine 
Funktion der Koeffizienten der Form F’; lassen wir diese beliebig varieren, 
so jedoch, da die Determinante bestindig 1 bleibt, so kénnen wir nach 
dem Maximum k, der Minima aller dieser Formen fragen; dasselbe wird 
eine nur von ” abhingige Zahl sein, welche jene obere Schranke ebenfalls 
nicht tibersteigen kann. Durch vollig andere Hilfsmittel, aber ebenfalls 
ausgehend von einer geometrischen Betrachtung, bei der nunmehr der 
Begriff des Strahlenkérpers an Stelle des konvexen Kérpers die wesent- 
lichste Rolle spielt — Strahlenkérper ist ein Kérper mit einem gewissen 
Punkte im Innern, der alle Strecken zwischen diesem Punkte und einem 
beliebigen Punkte des Kérpers ganz enthilt, so daS ein Strahlenkérper 
von einem gewissen Punkte aus diejenige Higenschaft aufweist, welche bei 
einem konvexen Kérper fiir jeden seiner Punkte erfiillt ist — gelangt 
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Minkowski fiir jenes Maximum k, des Minimums der quadratischen Form 
auch zu einer unteren Schranke. Ein tiberraschendes und fiir die Ge- 
nauigkeit der Minkowskischen Methode zeugendes Resultat ist es, dab 
diese untere Schranke und die friiher gefundene obere Schranke asympto- 
tisch fiir n = co ineinander flieBen, so da8 Minkowski die Limesgleichung 


] 
Fog 
aussprechen konnte. 

Ch. Hermite, damals der Senior der franzésischen Mathematiker, hatte 
von Anbeginn die zahlentheoretischen Arbeiten Minkowskis mit héchstem 
Interesse und lebhaftester Freude verfolgt. Es ist riihrend, wie riickhaltlos 
er die Vorztige der Minkowskischen Methode gegentiber seinen eigenen 
Entwicklungen anerkennt, als Minkowski ihm die eben besprochenen 
Resultate mitteilt. ,,Au premier coup d’cil j’ai reconnu“, so schreibt 
Ch. Hermite in einem der an Minkowski gerichteten Briefe, ,que vous 
avez été bien au dela de mes recherches en nous ouvrant dans le domaine 
arithmétique des voies toutes nouvelles.“ Und in einem zwei Jahre 
spiiteren Briefe vom November 1892 heift es: ,Je me sens rempli d’étonne- 
ment et de plaisir devant vos principes et vos résultats, ils m’ouvrent comme 
un monde arithmétique entiérement nouveau, ot les questions fondamentales 
de notre science sont traitées avec un éclatant succés auquel tous les géo- 
métres rendront hommage. Vous voulez bien, Monsieur, — et je vous en 
suis sincerement reconnaissant — rapporter 4 mes anciennes recherches 
le point de départ de vos beaux travaux, mais vous les avez tant dépassées 
qu’elles ne gardent plus d’autre mérite que d’avoir ouvert la voie dans 
laquelle vous étes entré.“ 

Hiernach nimmt es nicht Wunder, daf Hermites Begeisterung fiir die 
zahlentheoretischen Methoden Minkowskis keine Grenzen kannte, als die 
erste Lieferung seiner Geometrie der Zahlen 1896 erschien. ,,Je crois 
voir la terre promise“, so schreibt Hermite an Laugel, von dem er sich 
eine Ubersetzung des Minkowskischen Buches zu seinem personlichen 
Gebrauch anfertigen lie8. Und in der Tat, welche Fiille der verschieden- 
artigsten und tiefliegendsten arithmetischen Wahrheiten werden in diesem 
Hauptwerke Minkowskis durch das geometrische Band gehalten und ver- 
kniipft! Die Theorie der Hinheiten in den algebraischen Zahlkérpern, 
Satze tiber die Ordnung einer endlichen Gruppe von homogenen linearen 
ganzzahligen Substitutionen und tiber die Zahl der Transformationen einer 
positiven quadratischen Form in sich, der Beweis fiir die Endlichkeit der 
Klassenanzahl von positiven quadratischen Formen mit gegebener Deter- 
minante, die Annaherung an beliebig viele reelle Gréfen durch rationale 
Zahlen mit den gleichen Nennern, die Theorie der Linearformen mit 


Gedachtnisrede auf H. Minkowski, KV 


ganzen komplexen Koeffizienten, Sitze tiber Minima von Potenzsummen 
linearer Formen, die Theorie der Kettenbriiche usw. bilden, von den schon 
vorhin aufgefiihrten Gegenstiinden abgesehen, die Themata des Minkowski- 
schen Buches iiber die Geometrie der Zahlen. 

Minkowski legte besonderen Wert auf die Darstellung, die er in seinem 
Buche der Theorie der gewébnlichen Kettenbriiche hat zuteil werden 
lassen; er war der Meinung, daB durch seine geometrische Veranschau- 
lichung erst das wahre Wesen des Kettenbruches enthiillt werde. In einer 
spateren Arbeit*) gelangt er, ebenfalls geleitet durch ein geometrisches 
Verfahren, welches in der sukzessiven Konstruktion von Parallelogrammen 
besteht, zu einer neuen Art von Kettenbruchentwicklung fiir eine beliebige 
reelle Zahl w. Diese Minkowskische Kettenbruchentwicklung ist so be- 


schaffen, daB die dabei auftretenden Niherungsbriiche ~ auch ohne Ver- 


mittlung des Kettenbruches direkt durch die Ungleichung 
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charakterisiert werden kénnen; sie stellt demnach das bis dahin vermiBte 
Analogon in der GréSentheorie dar zu der in der Funktionentheorie tiblichen 
Kettenbruchentwicklung, bei der ja ebenfalls die simtlichen N&herungs- 
briiche, die der Kettenbruch einer Potenzreihe liefert, auch ohne den 
Kettenbruch unmittelbar definierbar sind. 

Die SchluBlieferung von Minkowskis Geometrie der Zahlen ist nicht 
mehr erschienen, doch hat Minkowski den Stoff, den er fiir diese Lieferung 
plante, im wesentlichen in seinen spateren Abhandlungen zur Darstellung 
gebracht**), 

Wenn wir uns diesen zuwenden, so haben wir vor allem eines Pro- 
blems zu gedenken, dem Minkowski schon friih sein lebhaftes Interesse 
schenkte und auf welches er dann die in der ersten Lieferung seines 
Buches entwickelten Methoden mit sehr bemerkenswertem Erfolge an- 
wandte***), Nach Lagrange fallt bekanntlich die Entwicklung einer reellen 
Zahl in einen Kettenbruch immer dann und nur dann periodisch aus; 
wenn die Zahl Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten ist. Insofern dieser Satz ein notwendiges und hinreichendes 


*) Ueber die Anniaherung an eine reelle Gré8e durch rationale Zahlen. Mathema- 
tische Annalen, Bd. 54 (1901), S. 91—124. Diese Ges. Abhandlungen, B. I, 8. 320—352. 
**) Die posthum verdffentlichte ,,zweite Lieferung der Geometrie der Zahlen* 
(Leipzig 1910) entspricht nicht der urspriinglich von Minkowski geplanten SchluBlieferung, 
sondern bringt vielmehr nur das fiinfte Kapitel der ersten Lieferung zum AbschluB. 
###) Hin Kriterium fiir die algebraischen Zahlen. Nachrichten der K. Gesellschaft 

der Wissenschaften zu Géttingen, mathematisch-physikalische Klasse, 1899, 8S. 64—88. 


Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 293—315. 
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Kriterium fiir die quadratische Irrationalitét enthalt, lag es nahe, einen 
entsprechenden Satz fiir die algebraische Irrationalitat beliebigen Grades n 
aufzustellen; doch waren alle bis dahin in dieser Richtung liegenden Ver- 
suche — ich erinnere an den Jacobischen Kettenbruchalgorithmus zur 
Entwicklung der kubischen Irrationalitat, dessen Periodizitaét noch bis 
heute nicht festgestellt ist — vergeblich geblieben. Es gelang Minkowski 
zum ersten Male auf Grund sehr tiefliegender arithmetischer Sitze, zu 
deren Beweis seine geometrischen Methoden herangezogen werden, das ge- 
wiinschte Kriterium fiir die algebraischen Zahlen beliebigen Grades ” zu 
gewinnen. Der Minkowskische Algorithmus ist nicht ganz einfach; er 
besteht zuniichst in einer Vorschrift, wie man aus der beliebig vorgelegten 
Zahl « in eindeutig bestimmter Weise eine Kette von gewissen linearen 
Substitutionen von » Variablen bestimmt und alsdann aus diesen gewisse 
lineare Formen ableitet: die Zahl « ist dann algebraisch vom Grade n, 
wenn die Kette niemals abbricht und zugleich alle jene unendlich vielen 
Formen aus einer endlichen Anzahl unter ihnen durch Multiplikation mit 
Faktoren entstehen. 

In einer weiteren Untersuchung itiber die periodische Approximation 
algebraischer Zahlen*) beantwortet dann Minkowski insbesondere die Frage 
nach denjenigen algebraischen Zahlen a, fiir welche jene Substitutionen 
periodischen Charakter aufweisen, denen also in diesem Sinne genau die 
von Lagrange fiir die quadratische Irrationalitiit entdeckte Higenschaft 
zukommt. Minkowski fand, da die verlangte Periodizitiit auBer fiir die 
quadratische Irrationalitiit nur noch in fiinf ganz bestimmten Fallen statt- 
findet: nimlich im Falle n = 3, w komplex; ferner n = 3, a@ reell, wahrend 
die zu « konjugierten Zahlen komplex sind; im Falle » = 4, wenn « nebst 
allen konjugierten Zahlen komplex ist, und endlich in je einem speziellen 
Fall bei n = 4 und n = 6. 

Hatte Minkowski das ganze von ihm erschlossene Gebiet Geometrie der 
Zahlen genannt, weil er zu den Methoden, aus denen seine arithmetischen 
Satze flieBen, durch réaumliche Anschauung geftihrt worden war, so blieb er 
auch bei der weiteren Erforschung dieses Gebietes stets dem Bestreben 
treu, durch engen Anschlu8 an die geometrischen Vorstellungen und Bilder 
die Fruchtbarkeit seiner Methoden zu zeigen; er wird nicht mtide, durch 
originelle Modifikationen seine urspriinglichen Uberlegungen zu vertiefen, die 
gefundenen arithmetischen Siitze zu vervollkommnen und neue zu ersinnen. 

So gelangt Minkowski**) zu einer gitterformigen Bedeckung der Ebene 


*) Ueber periodische Approximationen algebraischer Zahlen. Acta Mathematica, 
Bd. 26 (1902), 8S. 333—351. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 357—371. 

**) Ueber die Anniherung an eine reelle Gréfe durch rationale Zahlen. Mathe- 
matische Annalen, Bd. 54 (1901), 8. 108 ff. Diese Ges. Abhandlungen, Bad. I, 8. 336 ff. 
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mit Parallelogrammen, bei der die ganze Ebene volistandig und andererseits 
keine Partie der Ebene mehr als zweifach tiberdeckt wird; diese Tatsache 
fiihrt ihn unmittelbar zu einem Satze von T'schebyscheff tiber nichthomogene 
lineare diophantische Ungleichungen und zwar in einer allgemeineren und 
vollkommeneren Form, als derselbe von Tschebyscheff aufgestellt worden war. 

Ferner wirft Minkowski die Frage auf*), unendlich viele untereinander 
kongruente und parallel orientierte Kérper derart anzuordnen, daB sie, 
ohne einander zu durchdringen, sich so dicht als tiberhaupt méglich zu- 
sammenschlieBen, wiahrend ihre Schwerpunkte ein parallelepipedisches 
Punktsystem bilden. Wé&ahlt man fiir die Kérper Kugeln, so zeigt sich 
dann, daB im Raume von drei Dimensionen zwar die bekannte tetraédrale 
Anordnung von Kugein die dichteste ist, daB aber in Raumen von héheren 
Dimensionen die dieser entsprechende tetraédrale Anordnung keineswegs 
die dichteste Kugellagerung liefert. Das Problem der dichtesten Lagerung 
von Kugeln im n-dimensionalen Raum lauft auf die Bestimmung des 
Maximums k, hinaus und hangt zusammen mit der Frage nach der Re- 
duktion der positiven quadratischen Formen; diesem Problem wendet sich 
Minkowski in seiner zahlentheoretischen Abhandlung iiber den Diskon- 
tinuitatsbereich fiir arithmetische Aquivalenz**) noch einmal zu, es in voll- 
endeter Form lésend, gleichsam als offensichtliches Wahrzeichen fiir die 
Leichtigkeit und Uberlegenheit seiner gegenwirtigen mehr geometrischen 
Methoden im Vergleich zu dem Standpunkt seiner Jugendarbeiten. 

Die Beweise der. allgemeinen Sitze: der reduzierte Raum fiir die 
positiven quadratischen Formen yon x Variablen ist eine konvexe Pyramide 
mit der Spitze im Nullpunkt, die von einer endlichen Anzahl durch diesen 
Punkt laufender Ebenen begrenzt wird; und: im Gebiet der positiv-defi- 
niten Formen grenzt der reduzierte Raum nur an eine endliche Anzahl 
von Aquivalenten Raumen an; ferner die Berechnung des Volumens des 
reduzierten Raumes fiir alle Formen, deren Determinante eine gegebene 
Grenze nicht tibersteigt, sowie die Anwendung hiervon auf die Bestimmung 
des asymptotischen Wertes der Klassenanzahl positiver quadratischer 
Formen sind die Glanzpunkte dieser letzten und inhaltreichsten zahlen- 
theoretischen Abhandlung Minkowskis. 

Von der Bedeutung der Zahlentheorie, wie sie in den Werken ihrer 
Heroen Fermat, Euler, Lagrange, Legendre, GauB, Hermite, Dirichlet, 
Kummer, Jacobi und in deren begeisterten Ausspriichen sich wider- 


*) Dichteste gitterformige Lagerung kongruenter Kérper. Nachrichten der K. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch - physikalische Klasse, 1904, 
S. 311—355. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. Il, 8S. 3—42. 

**) Diskontinuititsbereich fiir arithmetische Aquivalenz. Crelles Journal, Bd. 129 
(1905), S. 220—274. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, 8, 53—100. 
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spiegelt, war Minkowski aufs tiefste durchdrungen; ihre Reize empfand 
er jederzeit aufs lebhafteste: war doch, was man an der Zahlentheorie 
rihmt, die Einfachheit ihrer Grundlagen, die Genauigkeit ihrer Begriffe 
und die Reinheit ihrer Wahrheiten ganz und gar zu seinem Wesen passend 
und seiner innersten Neigung am meisten zusagend. Wenn es zutrifft, 
da8B nur ein enger Kreis von Mathematikern der Pflege der Zahlentheorie 
sich hingibt und so viele ,,von den eigenartigen, durch die Zahlentheorie 
ausgelésten Stimmungen kaum einen Hauch verspiiren“: den Grund hierfiir 
erblickt er darin, daB die Schépfungen eines Gauf8 und der andern GroBen 
za erhaben sind. Und um in dieser gewaltigen Musik, wie er die Zahlen- 
theorie nennt, fiir diejenigen, die nicht nur erbaut, sondern auch ergoétzt 
sein wollen, die einschmeichelnden Melodien herauszuheben und so zu 
ihrem Genusse mehr anzulocken, dazu verdffentlichte er die Vorlesung, 
die er Winter 1903/04 in Gottingen gehalten hat, und in welcher er in 
leicht faBlicher Weise ohne die Voraussetzung besonderer Vorkenntnisse 
die wichtigsten Grundsiatze der Geometrie der Zahlen und die einfachsten 
Anwendungen auf die Theorie der quadratischen Formen, auf die Zahl- 
kérper und vor allem auf die Anniherung reeller und komplexer GréBen 
durch rationale Zahlen auseinandersetzt. Das so entstandene Buch ,,Dio- 
phantische Approximationen“*) kann vorztiglich zur Einfiihrung in die von 
Minkowski geschaffenen Methoden dienen. 

Minkowski ist es zu danken, da8 nach Hermites Tode die Fiihrerrolle in 
der Zahlentheorie wieder in deutsche Hande zuriickfiel und, wenn man iiber- 
haupt bei einer solchen Wissenschaft, wie es die Arithmetik ist, die Beteiligung 
der Nationen an den Fortschritten und Errungenschaften abwiigen will: 
wesentlich durch Minkowskis Wirken ist es gekommen, da heute im Reiche der 
Zahlen die bedingungslose und unbestrittene deutsche Vorherrschaft statthat. 

Die Uberzeugung von der tiefen Bedeutung des Begriffes eines kon- 
vexen K6rpers, dessen Verwendung in der Zahlentheorie so erfolgreich 
gewesen war, hatte sich bei Minkowski immer mehr befestigt, und dieser 
Begriff bildet denn auch das Bindeglied zwischen denjenigen Arbeiten 
Minkowskis, die wesentlich zahlentheoretische Ziele im Auge haben, und 
seinen rein geometrischen Untersuchungen. 

Das urspriingliche Ziel, das Minkowski bei seinen rein geometrischen 
Untersuchungen im Auge hatte, war, die Begriffe Linge und Oberfliche 
mittels des Begriffes Volumen, ,,dieses elementarsten Begriffes der Analysis 
des Unendlichen“, zu erfassen**). In der Tat gelingt ihm diese Reduktion 


*) Diophantische Approximationen. Line Einfitihrung in die Zahlentheorie. 
Leipzig 1907. 

**) Volumen und Oberfliche. Mathematische Annalen, Bd. 57 (1903), 8S. 447—495. 
Diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, 8S. 230—276. 
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durch ein einfaches Grenzverfahren. Ist etwa eine Kurve im Raume ge- 
geben, so denkt sich Minkowski um jeden ihrer Punkte eine Kugel mit 
dem Radius r abgegrenzt. Das Volumen des so insgesamt in der Um- 
gebung der Kurve abgegrenzten Bereiches nach Division durch den Inhalt 
des Kreises vom Radius r strebt in der Grenze fiir verschwindende Werte 
von r im allgemeinen einer GréBe zu, die nunmehr als die Linge der 
Kurve eingefiihrt wird. Abhnlich kann der Begriff des Inhaltes einer 
Flache eingefiihrt werden, und insbesondere die so entstehende Definition 
der Oberfliche ist es, durch die Minkowski zu einer wichtigen Verall- 
gemeinerung des Begriffes der Oberfliche gelangt, indem er nimlich an 
Stelle von Kugeln beliebige einander ahnliche und 4hnlich gelegene konvexe 
Korper verwendet — genau im Sinne der vorhin bei Besprechung der 
zahlentheoretischen Abhandlungen geschilderten Minkowskischen Geometrie. 

Durch den Ausbau des Gedankens, die Kugel durch einen beliebigen 
Hichkérper zu ersetzen, gelangt Minkowski zu demjenigen Begriffe, der 
das Fundament seiner ganzen Theorie bildet, zu dem Begriffe des ge- 
mischten Volumens von irgend drei konvexen Kérpern. Das gemischte 
Volumen von drei konvexen Korpern K,, K,, K, ist eine ganz bestimmte 
eindeutig aus denselben durch ein dreifaches Integral darzustellende Zahl V;,., 
die in das gewohnliche Volumen eines Kérpers iibergeht, wenn man jene 
drei K6rper miteiander identifiziert, die in die gewdhnliche Oberflaiche 
eines Korpers tibergeht, wenn man zwei von jenen drei K6rpern mitein- 
ander identifiziert und den dritten gleich der Kugel mit dem Radius 1 
nimmt und die endlich mit der totalen mittleren Kriimmung der Ober- 
fliche eines K6rpers tibereinstimmt, wenn man fiir zwei von jenen drei 
K6érpern die Kugel mit dem Radius 1 wahlt. So erscheint der Begriff 
des gemischten Volumens als der einfachste tibergeordnete Begriff, der die 
Begriffe Volumen, Oberfliche, totale mittlere Kriimmung als Spezialfalle 
enthilt, und diese letzteren Begriffe sind damit in viel engeren Zusammen- 
hang miteinander gebracht; steht doch deshalb auch von vornherein zu 
erwarten, daB wir auf diesem Standpunkte iiber das Verhaltnis zwischen 
jenen Begriffen einen weit tieferen und allgemeineren AufschluS erhalten, 
als bisher méglich war. Das Hauptergebnis, welches in dieser Hinsicht 
die Minkowskische Theorie liefert, gipfelt in der Ungleichung 
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einer Ungleichung, die lediglich quadratischen Charakter trigt, wahrend 
beispielsweise der bekannte Satz, daB die Kugel unter allen Korpern 
gleicher Oberfliche das grote Volumen besitzt, fiir Volumen V und Ober- 
fliche O eines beliebigen Kérpers durch die kubische Ungleichung 
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ausgedriickt wird. Diese kubische Ungleichung aber und somit ins- 
besondere jener Satz tiber das Maximum des Kugelvolumens erscheint bei 
Minkowski als spezieller Ausflu8 der genannten inhaltreicheren und ein- 
facheren quadratischen Ungleichung; zugleich treten neben jenen Satz vom 
Maximum des Kugelvolumens eine ganze Reihe gleich wichtiger Satze 
tiber die Kugel. Uber das gemischte Volumen stellt Minkowski den all- 
gemeinen Satz auf, daB, wenn man aus drei Kérpern vom Volumen 1 das 
gemischte Volumen bildet, dieses stets >1 ist und nur dann gleich 1 
wird, wenn die drei Kérper miteinander identisch sind oder durch Trans- 
lation miteinander zur Deckung gebracht werden kénnen — ein Satz, der 
ebenfalls die in Rede stehende Maximaleigenschaft der Kugel als spezielle 
Folge mit enthalt. 

Zur analytischen Durchfiihrung dieser Gedanken bedient sich Min- 
kowski im wesentlichen der Methode der Ebenenkoordinaten. Die letzteren 
erscheinen in der Tat als das naturgemaBe Hilfsmittel zur Darstellung der 
Minkowskischen Theorie; ist doch das Mischvolumen nichts Anderes als 
eine zweimalige Bildung der ersten Variation des gewohnlichen Volumens, 
falls man dieses durch Ebenenkoordinaten ausdriickt. 

Des weiteren beschaftigt sich Minkowski mit dem einfachen und 
elementaren Begriffe des konvexen Polyeders und wei diesem vielbehan- 
delten Gegenstande neue und fruchtbare Seiten abzugewinnen. Sein grund- 
legender Satz sagt aus, da ein konvexes Polyeder stets durch die Rich- 
tungen der Normalen und die Inhalte seiner Seitenfliichen bis auf eine 
Translation eindeutig bestimmt wird. Aus diesem Satze leitet Minkowski 
durch Grenziibergang das merkwiirdige Theorem ab, wonach es immer 
eine und nur eine geschlossene konvexe Fliche gibt, fiir die die GauBsche 
Kriimmung als stetige Funktion der Richtungskosinusse ihrer Normalen 
vorgeschrieben ist. Indem hierbei Minkowski die Kriimmung — unmittelbar 
an die urspriingliche Betrachtungsweise von Gauf anschlieBend — durch 
eine Integralforderung definiert, vermeidet er es, die Existenz der zweiten 
Ableitungen der die Fliche definierenden Funktion vorauszusetzen, und . 
erreicht eben dadurch jene gréBtmégliche Einfachheit und Allgemeinheit 
in der Fassung und Entwicklung des Theorems. 

Das Minkowskische Problem der Bestimmung der geschlossenen kon- 
vexen F'lichen mit vorgeschriebener GauSscher Kriimmung ist wesentlich 
identisch mit dem Problem der Integration einer gewissen partiellen Diffe- 
rentialglecchung vom Monge-Ampéreschen Typus; so kommt es, daB die 
urspriinglich rem geometrische, auf dem Begriff des konvexen Kérpers 
beruhende Methode Minkowskis zugleich fiir die Theorie der Integration 
gewisser nichtlinearer partieller Differentialgleichungen bis dahin unbe- 
kannte Fragestellungen und aussichtsreiche Angriffspunkte liefert. 


Gedachtnisrede auf H. Minkowski. XXI 


Endlich werde noch eines kleinen Vortrages*) von Minkowski Er- 
wahnung getan, den er vor seiner Ubersiedelung nach Géttingen in der 
hiesigen mathematischen Gesellschaft gehalten hat und der bisher nur in 
einer russischen Ubersetzung publiziert worden ist; derselbe enthalt einen 
Satz von elementarem Charakter, wonach die Kérper, deren Breite kon- 
stant d.h. in jeder Richtung genommen die namliche ist, und andererseits 
die Kérper konstanten Umfanges miteinander identisch sind; dabei ist 
unter Umfang der Umfang des Querschnittes des in irgendeiner Richtung 
dem K6rper umschriebenen Zylinders zu verstehen. 

Sein Interesse fiir die physikalische Wissenschaft hat Minkowski 
friihzeitig bekundet. Schon in den ersten Jahren seiner Privatdozenten- 
zeit in Bonn beschiftigte er sich mit theoretischen Untersuchungen itiber 
Hydrodynamik. Helmholtz legte 1888 in der Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin eine Arbeit**) von Minkowski tiber das Problem der kriftefreien 
Bewegung eines beliebigen starren Kérpers in einer reibungslosen inkom- 
pressiblen Fliissigkeit vor. Um die Bewegung des Kérpers villig zu kenn- 
zeichnen, ist die Bestimmung von sechs unbekannten Funktionen der Zeit 
erforderlich. Das wichtigste Resultat von Minkowski besteht nun in der 
Reduktion des urspriinglich durch das Hamiltonsche Prinzip gelieferten 
Variationsproblems auf ein Variationsproblem, welches nur zwei unbekannte 
Funktionen der Zeit enthiilt. 

Die Ferienzeiten wahrend der Bonner Jahre verlebte Minkowski in 
der Regel in Kénigsberg, dem Wohnorte seiner Familie, wo er dann mit 
Hurwitz und mir fast taglich zusammenkam, meist auf Spaziergangen in 
der Kénigsberger Umgebung. Hinmal, Weihnachten 1890, blieb Minkowski 
in Bonn; auf mein Zureden nach Koénigsberg zu kommen, stellte er sich 
in einem launigen Briefe als einen physikalisch véllig Durchseuchten hin, 
der erst eine zehntaigige Quarantiine durchmachen miiBte, ehe Hurwitz 
und ich ihn in Kénigsberg als mathematisch rein zu unseren Spaziergangen 
zulassen wiirden. ,.ch habe mich“, so fahrt Minkowski in seinem Briefe 
fort, ,ganz der Magie, wollte sagen der Physik ergeben. Ich habe meine 
praktischen Ubungen im physikalischen Institut, zu Hause studiere ich 
_ Thomson, Helmholtz und Konsorten; ja von Ende niichster Woche an 
arbeite ich sogar an einigen Tagen der Woche in blauem Kittel in einem 
Institut zur Herstellung physikalischer Instrumente, also ein Praktikus 
schindlichster Sorte.“ Von Heinrich Hertz in Bonn fihlte sich Minkowski 


*) Ueber die Kérper konstanter Breite. Moskau, Mathematische Sammlung 
(Matematiteskij Sbornik), Bd. 25 (1906), S. 505—508. Diese Ges, Abhandlungen, Bd. II, 
S. 277—279. 

**) Ueber die Bewegung eines festen Kérpers in einer Flissigkeit. Sitzungsberichte 
der Berliner Akademie, 1888, 8.1095—1110. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, S.283—297. 
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stark angezogen; er fuBerte, daB er, wenn Hertz am Leben geblieben 
wire, sich schon damals mehr der Physik zugewandt hatte. 

August 1892 war Minkowski zum auferordentlichen Professor in der 
philosophischen Fakultét zu Bonn ernannt worden. April 1894 ermég- 
lichte auf Minkowskis und meinen dringenden Wunsch der damalige 
Ministerialrat Althoff, der Scharfblickende, in dem Minkowski sehr frih- 
zeitig einen Génner und Bewunderer gefunden hatte, die Versetzung Min- 
kowskis nach Kénigsberg, und ein Jahr spater wurde Minkowski dann 
in Kénigsberg mein Nachfolger im dortigen Ordinariat fiir Mathematik. 
Aus diesem Amte schied er Oktober 1896, um einem Rufe als Professor 
fiir Mathematik an das Hidgendssische Polytechnikum in Ziirich zu 
folgen. Dort verheiratete er sich im Jahre 1897 mit Auguste Adler aus 
StraBburg i. E. In Ziirich blieb er bis zum Herbst 1902. Da war es 
wiederum Althoff, der Minkowski auf den fiir seine Wirksamkeit ange- 
messensten Boden verpflanzte; mit eimer Kiihnheit, wie sie vielleicht 
in der Geschichte der Verwaltung der PreuSischen Universitiaten beispiellos 
dasteht, schuf Althoff aus nichts hier in Gottingen eine neue ordentliche 
Professur, und dieser Tat Althoffs danken wir es, da seit Herbst 1902 
Minkowski der unsrige gewesen ist. Bereits Oktober 1901 hatte ihn unsere 
Gesellschaft zu ihrem korrespondierenden Mitgliede in der mathematisch- 
physikalischen Klasse gewihlt. 

Als Frucht der vielseitigen theoretisch-physikalischen Studien, die 
Minkowski auch in Ziirich betrieben hatte und in Gottingen fortsetzte, ist 
der Enzyklopadieartikel tiber Kapillaritdt*) anzusehen, in welchem er in 
wahrhaft musterhafter Weise in aller Kiirze, dem beschrankten Raum ent- 
sprechend, die simtlichen theoretischen Gesichtspunkte dieses Kapitels der 
Physik auseinandersetzt und die schwierigen mathematischen Grundlagen, 
insbesondere soweit sie die Variationsrechnung betreffen, in origineller, 
zum Teil ganz neuer Form entwickelt. 

Aber am nachhaltigsten fesselten Minkowski die modernen elektro- 
dynamischen Theorien, die er mehrere Semester hindurch mit mir ge- 
meinsam betrieb, insbesondere in Vortrégen, zu denen das von ihm und 
mir geleitete Seminar AnlaB bot. Die letzten Schépfungen Minkowskis 
entsprangen diesen Studien, denen er mit grofem Hifer oblag; hatte er 
doch fiir die nachsten Semester Vorlesungen und Seminar itiber Elektronen- 
theorie geplant. 

H. A. Lorentz hat zuerst erkannt, da® die Grundgleichungen der Elektro- 
dynamik fiir den reinen Ather die Higenschaft der Invarianz gegeniiber 
denjenigen gleichzeitigen Transformationen der Raumkoordinaten x, y,¢ und 


*) Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, Bd. V1, Heft 4, 8. 558—613. 
Diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, 8. 298—351. 
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des Zeitparameters ¢ besitzen, die — falls man die Lichtgeschwindigkeit 
gleich 1 nimmt — den Ausdruck x? + y?+ ¢*— @ in sich iiberftihren. Im 
Zusammenhang mit dieser rein mathematischen Tatsache und in der Absicht, 
davon Rechenschaft zu geben, daf eine relative Bewegung der Erde gegen 
den Lichtather nicht wahrgenommen wird, war jener scharfsinnige Forscher 
in ktihnem Gedankenfluge zu der Hinsicht gelangt, daB der Begriff des starren 
Korpers in dem bisherigen Sinne nicht aufrecht zu erhalten sei, sondern in 
der Weise modifiziert werden miisse, daf Elektrizitét und Materie, sofern 
sie eine Bewegung von der Geschwindigkeit v besitzen, in Richtung dieser 
Bewegung eine Verkiirzung ihrer Ausdehnung erfahren und zwar im Ver- 
haltnis 1:/1—v*. Da eine weitere Konsequenz dieser Idee eine neu- 
artige Auffassung des Zeitbegriffes ist, und insbesondere alle den Lorentz- 
Transformationen entsprechenden Bezugsysteme zur Hinftihrung eines Zeit- 
parameters gleichberechtigt sind, dies erkannt zu haben, ist das Verdienst 
des Physikers Hinstein. 

Die Ideenbildungen von Lorentz und Einstein, die man unter dem 
Namen des Relativititsprinzipes zusammenfaBt, waren es, die Minkowski 
die Anregung zu seinen wichtigen und auch in weiteren Kreisen bekannt 
gewordenen elektrodynamischen Untersuchungen gaben. Minkowski*) legte 
sofort jener mathematischen Tatsache der Invarianz der elektrodynamischen 
Grundgleichungen gegeniiber den Lorentz-Transformationen die allgemeinste 
und weitgehendste Bedeutung bei, indem er diese Invarianz als eine Higen- 
schaft auffaRte, die iiberhaupt allen Naturgesetzen zukomme, ja dab sie 
nichts Anderes als eine schon in den Begriffen Raum und Zeit selbst ent- 
haltene und diese beiden Begriffe gegenseitig verkettende und miteimander 
verschmelzende Higenschaft sei. Auch dem Nicht-Naturforscher ist die 
Tatsache gelaufig, da die Naturgesetze von der Orientierung im Raume 
sowie von der Zeit unabhangig sind, und ferner lehrt die gewdhnliche 
Mechanik, daB, wenn ein System sich bewegt, stets auch diejenige Be- 
wegung statthaben kann, bei welcher die Geschwindigkeitsvektoren samt- 
licher materieller Punkte je um einen konstanten Vektor vermehrt sind: 
dariiber hinaus behauptet nun nach Minkowski das Relativitatsprinzip — 
oder, wie es Minkowski spiter nennt, das Weltpostulat —, daB die Natur- 
~ gesetze in einem noch viel héheren Sinne von Raum und Zeit unabhingig, 
namlich invariant gegentiber allen Lorentz-T'ransformationen sind. Indem 
nun durch die Lorentz-Transformationen gewisse Abinderungen des Zeit- 
parameters zugelassen werden, die nicht blo® auf eine verinderte Wahl 
des Zeitanfanges hinauslaufen, fallt konsequenterweise tiberhaupt der Be- 

*) Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischenVorginge in bewegten Kérpern. 


Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, mathematisch-physi- 
kalische Klasse, 1908, S. 583—111. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. Il, S. 352—404. 
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griff der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse als an sich existierend. Nur 
weil wir gewohnt sind, ein bestimmtes Bezugsystem fiir Raum und Zeit 
stark approximativ eindeutig zu wahlen, halten wir den Begriff der Gleich- 
zeitigkeit fiir einen absoluten — ungefihr wie Wesen, gebannt an eine 
enge Umgebung eines Punktes auf einer Kugeloberfliche, darauf verfallen 
kénnten, die Kugel sei ein geometrisches Gebilde, an welchem ein Durch- 
messer an sich ausgezeichnet ist. Tatsiichlich ist die Sachlage die, dab 
stets zwei Ereignisse, die an zwei Orten zu zwei verschiedenen Zeiten 
stattfinden, als gleichzeitig aufgefaBt werden kénnen, sobald die Zeit- 
differenz kleiner als die Entfernung beider Orte, d. h. diejenige Zeit 
ausfallt, die das Licht braucht, um von dem einen Orte zu dem andern 
m gelangen. Ahnlich verhalt es sich mit drei Ereignissen zu drei ver- 
schiedenen Zeiten, die ebenfalls als gleichzeitig stattfindend aufgefaBt 
werden kénnen, sobald gewisse Ungleichheiten zwischen den Raum- und 
Zeitparametern erfiillt sind. Erst durch vier Ereignisse ist im allgemeinen 
das Bezugsystem von Raum und Zeit eindeutig festgelegt. — ,,Von Stund 
an sollen Raum fiir sich und Zeit fiir sich véllig zu Schatten herabsinken, 
und nur noch eine Art Union der beiden soll Selbstandigkeit bewahren.“ 
So bekannte sich Minkowski eingangs des eindrucksvollen Vortrages*), den 
er auf der vorjaihrigen Naturforscherversammlung zu Kéln vor einer zahl- 
reichen, ihm mit gré8ter Aufmerksamkeit folgenden Zuhérerschaft, be- 
stehend aus Mathematikern, Physikern und Philosophen, gehalten hat. 
Um die in Rede stehende Invarianz der Naturgesetze richtig zu ver- 
stehen, ersetze man sowohl die Raum- und Zeitparameter z, y, z,¢, wie 
auch diejenigen GréBen, die in den die Naturgesetze ausdriickenden Glei- 
chungen als Funktionen von 2, y, 2, ¢ auftreten, durch die entsprechend 
linear transformierten GréBen: dann miissen die erhaltenen Gleichungen 
die namliche Form fiir die neuen Gréfen in den neuen Veranderlichen 
aufweisen. Beispielsweise sind im Falle der elektrodynamischen Grund- 
gleichungen die mit der Dichte multiplizierten Geschwindigkeitskompo- 
nenten u,v, w zusammen mit der Dichte g@ als vier GréBen anzusehen, die 
in gleicher Weise mit den Variablen «, y, 2, ¢ transformiert werden; die 
Vektorenpaare dagegen, der elektrische und der magnetische Vektor einer- 
seits und die elektrische und magnetische Erregung andererseits, sind als 
je sechs GréBen anzusehen, die wie die sechs zweireihigen Determinanten 
einer Matrix zweier Raumzeitpunkte, d. h. etwa wie die Pltickerschen 
Linienkoordinaten sich transformieren. Da demnach bei diesen Trans- 
formationen eine Vermischung von Geschwindigkeiten und Dichte und 
*) Raum und Zeit. Physikalische Zeitschrift, 10. Jahrgang, Nr.3 (1909), 8.104—111; 


Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd.18 (1909), S.75—88. Diese 
Ges. Abhandlungen, Bd. II, 8. 4831—444. 
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ebenso von elektrischen und magnetischen Vektoren stattfindet, so ist 
absolut genommen eine Festlegung von Geschwindigkeit und Dichte der 
Substanz, sowie der elektrischen und magnetischen Vektoren nicht moglich; 
diese Begriffe hiingen vielmehr ebenfalls wesentlich von der Wahl des Be- 
gugsystems fiir x, y, z,t ab. 

Minkowski wendet nun das eben gekennzeichnete und von ihm mathe- 
matisch prazisierte Weltpostulat — und darin erblicke ich seine bedeut- 
samste positive Leistung auf diesem Gebiete — dazu an, um die elektro- 
dynamischen Grundgleichungen fiir bewegte Materie, deren definitive Form 
unter den Physikern auferordentlich strittig war, herzuleiten. Dazu sind 
nur drei sehr einfache Grundannahmen nétig: namlich 

1) die Annahme, daB die Geschwindigkeit der Materie stets und an 
allen Orten kleiner als 1 d.h. als die Lichtgeschwindigkeit ist; 

2) das Axiom, da, wenn an einer einzelnen Stelle die Materie in 
einem Momente ruht — die Umgebung mag in irgendwelcher Bewegung 
begriffen sein — dann fiir jenen ,Raumzeitpunkt“ zwischen den magne- 
tischen und elektrischen Vektoren und deren Ableitungen nach 4, y, z,¢ 
genau die naémlichen Beziehungen statthaben, die zu gelten hiatten, falls 
alle Materie ruhte; 

3) die Annahme der von niemand bestrittenen elektrodynamischen 
Grundgleichungen fiir ruhende Materie. 

Die elektrodynamischen Grundgleichungen, die Minkowski auf diesem 
Wege erhialt*), lassen, was Durchsichtigkeit und Hinheitlichkeit betrifft, 
nichts zu wiinschen iibrig; sie stimmen mit den bisherigen Beobachtungen 
iiberein, weichen indes in mannigfaltiger Weise von den bis dahin ge- 
brauchten, von Lorentz und Cohn aufgestellten Gleichungen ab, indem 
diese keineswegs das Weltpostulat genau erfiillen. Die Minkowskischen 
elektrodynamischen Grundgleichungen sind eine notwendige Folgerung des 
Weltpostulates — sie sind von derselben GewiBheit wie dieses. 

Immer mehr und mehr befestigte sich Minkowski in der Uberzeugung 
von der allgemeinen Giiltigkeit und der eminenten Fruchtbarkeit und Trag- 
weite seines Weltpostulats und — die wunderbaren, vielverheiBenden Ideen 
von M. Planck iiber die Dynamik bewegter Systeme bestarkten ihn darin — 
yon der Notwendigkeit einer Reform der gesamten Physik nach MaBgabe 
dieses Postulats. 

Was die Mechanik betrifft, so gelangte Minkowski durch Hinftihrung 


*) Mit der Ausarbeitung einer Ableitung dieser Gleichungen auf Grund der Vor- 
stellungen der Elektronentheorie war Minkowski in den letzten Wochen seines Lebens 
beschaftigt. Unter Benutzung der nachgelassenen Papiere ist eine solche Herleitung 
in Minkowskis Sinne von Herrn M. Born (Mathematische Annalen, Bd. 68 (1910), 
S. 526—561; diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, S. 405—430) durchgefiihrt worden. 
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des Begriffs der Higenzeit eines materiellen Punktes zu einem gewissen 
System modifizierter Newtonscher Bewegungsgleichungen, bestehend aus 
vier Gleichungen, von denen die drei ersten in die gewdhnlichen Newton- 
schen Gleichungen tibergehen, wenn man die Lichtgeschwindigkeit ¢ un- 
endlich werden laBt, wahrend die vierte eine Folge der drei ersten ist 
und den Satz von der Erhaltung der Energie ausspricht. In dieser 
dem Weltpostulat gemif reformierten Mechanik fallen die Disharmonien 
zwischen der Newtonschen Mechanik und der modernen Elektrodynamik 
von selbst weg. Aber die Minkowskische Untersuchung fiihrt dariiber 
hinaus zu der prinzipiell interessanten Tatsache, daB auf Grund des Welt- 
postulates die vollstindigen Bewegungsgesetze allein aus dem Satz von 
der Erhaltung der Energie ableitbar sind. 

Ferner zeigte Minkowski, wie das Newtonsche Gravitationsgesetz zu 
modifizieren sei, damit es dem Weltpostulat geniigt. Das Minkowskische 
Grawitationsgesetz verkntipft mit der Minkowskischen Mechanik ist nicht 
weniger geeignet, die astronomischen Beobachtungen zu erkliren als das 
Newtonsche Gravitationsgesetz verkniipft mit der Newtonschen Mechanik. 
Dabei bedeutet die Minkowskische Formulierung eine Fortpflanzung der 
Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit — was unserer heutigen Anschau- 
ungsweise tiber Fernwirkung weit besser entspricht als die alte Newtonsche 
Momentanwirkung. 

Als Beleg dafiir, wie die Minkowskische Betrachtungsweise, die sich 
stets in der vierdimensionalen Raum-Zeitmannigfaltigkeit x, y, 2, t — 
Welt genannt — bewegt, erst imstande ist, die innere Kinfachheit und 
den wahren Kern der Naturgesetze zu enthiillen, sei nur noch auf den 
wunderbar durchsichtigen, von Minkowski angegebenen Ausdruck fiir die 
so auferst komplizierte ponderomotorische Wirkung zweier bewegter 
elektrischer Teilchen hingewiesen. 

Damit ist die Wiirdigung der hauptsiichlichsten Ergebnisse der Publi- 
kationen Minkowskis beendigt; aber die wissenschaftliche Wirksamkeit 
seiner Person ist durch die zur Verdffentlichung gelangten Schriften 
keineswegs erschépft. Nach welchen Richtungen weiterhin und in wel- 
chem Sinne sich diese Wirksamkeit Minkowskis vornehmlich erstreckte, 
bedarf noch einer kurzen Darlegung, da erst dann die volle Bedeutung 
Minkowskis fiir die Entwicklung der Mathematik der Gegenwart sich er- 
kennen 1aBt. 

Zunichst gedenke ich der Stellungnahme Minkowskis gegeniiber der- 
jenigen mathematischen Disziplin, welche heute eine hervorragende Rolle 
in unserer Wissenschaft einnimmt und ihren gewaltigen Einflu8 auf alle 
Gebiete der Mathematik ausstrémt, niimlich der Mengentheorie. Diese 
von Georg Cantor zuerst in fruchtbarer Weise in Angriff genommene und 
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durch ktihne Ideen zu gewaltiger Hohe gefiihrte Lehre wurde damals yon 
dem im Gebiet der Zahlentheorie maBgebenden Mathematiker Kronecker 
aufs entschiedenste bekimpft. Obwohl Minkowski in Berlin bei Kronecker 
studiert hatte und sich dem michtigen HinfluB, den dieser in der Zahlen- 
theorie ausiibte, willig hingab: die Vorurteile, von denen Kronecker be- 
fangen war, durchschaute er frtihzeitig; er war der erste Mathematiker 
unserer Generation — und ich habe ihn darin nach Kriften unterstiitzt —, 
der die hohe Bedeutung der Cantorschen Theorie erkannte und zur Gel- 
tung zu bringen suchte. ,,Die spatere Geschichte“, so ftihrt Minkowski 
In einem in Kénigsberg gehaltenen Vortrag tiber das Aktual-Unendliche 
in der Natur aus, ,,wird Cantor als einen der tiefsinnigsten Mathematiker 
dieser Zeit bezeichnen; es ist sehr zu bedauern, daB eine nicht auf sach- 
lichen Griinden allein beruhende Opposition, die von einem sehr ange- 
sehenen Mathematiker“ — gemeint ist eben Kronecker —_,,ausging, 
Cantor die Freude an seinen wissenschaftlichen Forschungen triiben 
konnte.“ Minkowski verehrte in Cantor den originellsten zeitgendssischen 
Mathematiker zu einer Zeit, als in damals mafgebenden mathematischen 
Kreisen der Name Cantor geradezu verpént war und man in Cantors 
transfiniten Zahlen lediglich schiidliche Hirngespinste erblickte. Min- 
kowski auferte wohl, daB Cantors Name noch genannt werden wiirde, 
wenn man die heute — weil sie modisch sind — im Vordergrunde stehen- 
den Mathematiker lingst vergessen hat. Der Umstand, daB ein Mann 
wie Minkowski, der das exakte SchlieBen in der Mathematik gewisser- 
mafen verkérperte und dessen Sinn fiir echte Zahlentheorie tiber allem 
Zweitel war, so urteilte, ist der Verbreitung der Cantorschen Theorie, 
»dieser urspriinglichen Schdpfung genialer Intuition und spezifischen ma- 
thematischen Denkens“, wie sie mit Recht kiirzlich ein jiingerer Mathe- 
matiker genannt hat, sehr zustatten gekommen. 

Minkowski hat stets danach gestrebt, nicht nur iiber die Methoden 
der reinen Mathematik die Herrschaft zu erlangen, sondern auch den 
wesentlichen Inhalt aller derjenigen Wissensgebiete sich anzueignen, in 
denen die Mathematik als Hilfswissenschaft eine entscheidende Rolle zu 
_ spielen berufen ist. Wie tief er dann in solche Wissensgebiete, die 
seinem eigentlichen Arbeitsfelde fern lagen, eindrang und wie kritisch 
auch hier sein Blick war, zeigen die mannigfachen Vortrige, die er bei 
verschiedenen Anlassen, namentlich in unserer mathematischen Gesellschaft, 
gehalten hat, sowie seine Universitiitsvorlesungen. Zumal in Gottingen 
hat Minkowski auBer den tiblichen Vorlesungen eine grofe Anzahl von 
Spezialvorlesungen tiber die verschiedensten Gegenstiinde gehalten, z. B. 
iiber Linien- und Kugelgeometrie, Analysis situs, automorphe Funktionen, 
Invariantentheorie, Warmestrahlung und Wabhrscheinlichkeitsrechnung. Diese 
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Vorlesungen waren stets klar durchdacht und fein geformt; ihr Ziel war, 
die Ergebnisse neuester Forschung kritisch zu sichten, auf die einfachste 
Form zu bringen und alsdann in Verbindung mit den alten Satzen der 
Theorie einheitlich zur Darstellung zu bringen. Wie sehr es ihm dabei 
gelang, auch den schwerfilligeren Zuhérern die Wege zu ebnen und die 
reiferen ganz fiir sich zu gewinnen, beweist der steigende Zuspruch, 
dessen sich diese Vorlesungen in Gottingen erfreuten. Besonders verstand 
er es, in hdheren Vorlesungen junge Mathematiker zu eigenen Forschungen 
anzuregen. Unter den Dissertationen, die seiner Anregung zu verdanken 
sind, seien nur die von L. Kollros, Un algorithme pour l’approximation 
simultanée de deux grandeurs (1905), und E. Swift, Uber die Form und 
Stabilitét gewisser Fliissigkeitstropfen (1907), genannt, deren wertvolle 
Resultate in weiteren Fachkreisen bekannt geworden sind. 

Da8B Minkowski auch Nichtfachleuten durch die Heranziehung treffen- 
der Gleichnisse und anschaulicher Bilder iiber schwierige mathematische 
Gegenstinde vorzutragen und in ihnen eine Vorstellung von der Gréfe 
und Erhabenheit unserer Wissenschaft zu erwecken wufte, zeigt am 
besten die Rede, die er in der Festsitzung der Gottinger mathematischen 
Gesellschaft zur hundertjihrigen Wiederkehr des Geburtstages von Di- 
richlet gehalten hat*). Die begeisterten und klaren Ausfiihrungen, die 
dort Minkowski iiber den Charakter der Zahlentheorie, ihre Bedeutung 
und ihre Stellung zu anderen Disziplinen machte, beruhen auf einer tiefen 
Erfassung des Wesens der Zahlentheorie und sind das Beste, was je iiber 
diese wunderbarste Schépfung menschlichen Geistes gesagt worden ist. 
Uierfiir sei das Zeugnis desjenigen Mathematikers angerufen, der als 
Schiiler von Dirichlet ein kompetentes Urteil hat, und den wir heute im 
In- und Auslande als den Senior der Mathematiker, als den einzigen 
lebenden Heros aus der gréBten Epoche der Zahlentheorie verehren diirfen. 
ylch habe Ihren Vortrag“, so schrieb Richard Dedekind an Minkowski, 
ymit groéBtem Genuf fiinfmal und noch viel dfter durchgelesen und bin 
besonders von der grofen historischen Auffassung ergriffen, mit der Ihr 
Vortrag die tiefsten Gedanken unserer Wissenschaft deutlich erfaBt und 
in ihrer Entwicklung verfolgt*. 

Trotz seiner milden Denkart war Minkowski im Grunde kritisch, er 
erkannte leicht die Schwachen einer Beweisfiihrung oder einer Ideen- 
bildung und legte im allgemeinen auch an die Arbeiten anderer einen 
strengen MaSstab an. Er unterschied scharf zwischen oberflichlichen und 
soliden Mathematikern. Von einer guten mathematischen Arbeit ver- 


*) P. G. Lejeune Dirichlet und seine Bedeutung fiir die heutige Mathematik. 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 14 (1905), S. 149—163. 
Diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, 8. 447—461. 
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langte er, daB in ihr eine klar gestellte und des Interesses werte Frage 
gelést werde. 

So sehr er von echter Bescheidenheit war und mit seiner Person 
gern im Hintergrunde blieb, war er doch von der innersten Uberzeugung 
getragen, daB vieles von dem, was er schuf, die Arbeiten anderer zeit- 
gendssischer Autoren tiberleben und einst zur allgemeinen Anerkennung 
gelangen wiirde. Den von ihm gefundenen Satz von der Lésbarkeit 
linearer Ungleichungen mit der Determinante 1, seinen Beweis fir die 
Existenz von Verzweigungszahlen im Zahlkérper oder die Reduktion der 
kubischen Ungleichung, die die vorhin genannte Maximaleigenschaft der 
Kugel ausdriickt, auf eine quadratische Ungleichung stellte er wohl inner- 
lich selbst den besten Leistungen der mathematischen Klassiker auf dem 
Gebiet der Zahlentheorie und Geometrie gleichwertig an die Seite. 

Man miisse fleiBig sein, das Leben sei ja so kurz, auBerte er wohl. 
Und in der Tat, die Wissenschaft begleitete ihn tiberall, sie war ihm zu 
jeder Zeit interessant und ermiidete ihn an keinem Ort, sei es auf einem 
Ausflug, in der Sommerfrische oder in der Bildergalerie, in dem Eisen- 
bahncoupé oder auf dem Grofstadtpflaster. 

Noch in den letzten Nichten, die er zu Hause zubrachte, beschaftigte 
ihn die Formung der Worte in seinem Kélner Vortrage, und er iiber- 
legte, welche Wendung dem naiven Sprachgefiihl besser entspriche. Das 
war charakteristisch fiir ihn: er strebte zuerst nach Hinfachheit und 
Klarheit des Gedankens — Dirichlet und Hermite waren darin seine Vor- 
bilder —, dann bemiihte er sich, dem Gedanken auch eine vollkommene 
Darstellung zu geben. Er war von grofer Genauigkeit und einer ins 
kleinste Detail gehenden Higenheit, was die Wahl der Bezeichnungen und 
der Buchstaben betraf, eine Genauigkeit, die — freilich wie bei Min- 
kowski gepaart mit einem aufs GroBe gerichteten Blick — dem rechten 
Forscher stets eigen ist, und die wir heute bedauerlicherweise seltener 
werden sehen. Auch sonst, wenn er im kleineren Kreise iiber einen 
wissenschaftlichen Gegenstand sprach, legte er auf die Form und den 
Ausdruck Wert, und besonders in unserer mathematischen Gesellschaft 
_verfehlte er selten, seinem Vortrage einige wohl iiberlegte, die Zuhérer 
anregende Bemerkungen vorauszuschicken. 

Frei von aller vorgefaften Meinung und von aller Hinseitigkeit zeigte 
er auch fiir die entferntesten Anwendungen der Mathematik Interesse — 
immer der Meinung, da8 diese auch der reinen Wissenschaft schlieBlich 
zum Vorteil dienen witirden. So nahm er auch an den Sitzungen der 
Géttinger Vereinigung fiir angewandte Mathematik und Physik aufs 
regste teil. 

Er besaB eine scharfe Beobachtungsgabe auch fiir Dinge, die nicht 
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seine Wissenschaft betrafen. Wie er denn iiberhaupt fiir alles, was 
Menschen bewegt — von der Politik bis zum Theater — Verstindnis, 
nicht selten Hifer und Lebhaftigkeit bekundete. Dem Fernerstehenden 
schien es mitunter bei dem im allgemeinen ruhigen Temperament Min- 
kowskis, als schenke er einer Sache wenig Interesse: oft fiel gerade dann 
von Minkowskis Seite eine Bemerkung, die den Kern der Sache traf, oder 
er hatte gar ein Zitat aus Faust bereit, den er vollstindig auswendig 
konnte. Noch in der letzten arbeitsreichsten Zeit seines Lebens liebte 
er es, seinen Kindern Gedichte von Goethe und Schiller auswendig vor- 
zutragen — mit der Begeisterung, die ihm aus seiner Jugendzeit frisch 
geblieben war. 

Fiir seine Person war er duSerst einfach und anspruchslos, mehr 
bedacht auf das Wohlergehen seiner Angehérigen als auf sein eigenes. 

Er war von unentwegtem Optimismus, stets iiberzeugt, daB das Gute 
und Richtige zum schlieBlichen Siege gelangen wiirde. Fiir junge heran- 
wachsende Mathematiker hatte er viel persénliches Interesse und sah sie 
haufig bei sich im Hause; er sprach sich bisweilen tiberschwenglich tiber 
die Kenntnisse und den Flei8 einzelner unter ihnen aus und setzte grofe 
Hoffnungen auf ihre Zukunft. 

Seit meiner ersten Studienzeit war mir Minkowski der beste und 
zuverlissigste Freund, der an mir hing mit der ganzen ihm eigenen Tiefe 
und Treue. Unsere Wissenschaft, die uns das liebste war, hatte uns 
zusammengefiihrt; sie erschien uns wie ein bliihender Garten; in diesem 
Garten gibt es geebnete Wege, auf denen man miihelos genieSt, indem 
man sich umschaut, zumal an der Seite eines Gleichempfindenden. Gern 
suchten wir aber auch verborgene Pfade auf und entdeckten manche neue, 
uns schén diinkende Aussicht, und wenn der eine dem andern sie zeigte 
und wir sie gemeinsam bewunderten, war unsere Freude vollkommen. 

Sein stiller Sinn stand nicht nach auSeren Zeichen der Anerkennung; 
doch empfand er eine lebhafte Genugtuung, wenn mir eine solche zuteil 
wurde. Allem, was mich betraf, brachte er sein stets gleichbleibendes 
Interesse und seine herzlichste Teilnahme entgegen. Zumal die kleine 
Stadt hier erleichterte unsern Verkehr: ein Telephonruf zur Vermittlung 
einer Verabredung oder ein paar Schritte iiber die StraBe und ein Stein- 
chen an die klirrende Scheibe des kleinen Eckfensters seiner Arbeitsstube 
— und er war da, zu jeder mathematischen oder nichtmathematischen 
Unternehmung bereit. 

Noch auf der Krankenbahre legend — todeswund — galten seine 
Gedanken dem Bedauern, daf er in der nachsten Stunde des Seminars, in 
der ich meine Lisung des Waringschen Problems vortragen wollte, nicht 
zugegen sein kénne. Seinem Andenken darum habe ich meine die Lésung 
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enthaltende Abhandlung gewidmet, die erste, von deren Inhalt er keine 
Kenntnis mehr genommen hat und iiber deren Korrekturbogen sein 
sicheres Auge nicht geglitten ist. 

Er war mir ein Geschenk des Himmels, wie es nur selten jemand 
zuteil wird, und ich mu dankbar sein, daB ich es so lange besa. 

Jeder, der ihm niaher stand, empfand die Harmonie seiner Persén- 
lichkeit und den Zauber seiner Genialitit; sein Wesen war wie der Klang 
einer Glocke, so hell in dem Glick bei der Arbeit und der Heiterkeit 
seines Gemiites, so voll in der Bestindigkeit und Zuverlissigkeit, so rein 
in seinem idealen Streben und seiner Lebensauffassung. 

Wie er gelebt hat, so starb er — als Philosoph. Wenige Stunden 
noch vor seinem Tode traf er die Anordnungen iiber die Korrektur seiner 
im Druck befindlichen Arbeit und tiberlegte, ob es sich empfehlen wiirde, 
seine unfertigen Manuskripte zu verwerten. Er sprach sein Bedauern 
tiber sein Schicksal aus, da er doch noch vieles hitte machen k6énnen; 
seiner letzten elektrodynamischen Arbeit aber wiirde es vielleicht zugute 
kommen, daB er zur Seite trete — man werde sie mehr lesen und mehr 
anerkennen. Zum Abschiednehmen verlangte er nach den Seinigen und 
nach mir. 

Mehr als sechs Jahre hindurch haben wir, seine nichsten mathema- 
tischen Kollegen, jeden Donnerstag ptinktlich drei Uhr mit ihm zusammen 
den mathematischen Spaziergang auf den Hainberg gemacht — auch den 
letzten Donnerstag vor seinem Tode, wo er uns mit besonderer Leb- 
haftigkeit von den neuen Fortschritten seiner elektrodynamischen Unter- 
suchungen erziihlte: den Donnerstag darauf — wiederum um drei Uhr — 
gaben wir ihm das letzte Geleit. Dienstag, den 12. Januar, mittags, war 
er einer Blinddarmentziindung erlegen; bei dem bésartigen Charakter, mit 
dem die Krankheit auftrat, hatte auch die Sonntag Nacht ausgefiihrte 
Operation nicht mehr helfen kénnen. 

Jih hat ihn der Tod von unserer Seite gerissen. Was uns aber der 
Tod nicht nehmen kann, das ist sein edles Bild in unserem Herzen und 
das Bewuftsein, daB sein Geist in uns fortwirkt. 
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Grundlagen fiir eine Theorie der quadratischen 
Formen mit ganzzahligen Koeffizienten. 


(Mémoires présentés par divers savants 4 l’Académie des Sciences de l'Institut 
national de France, Tome XXIX, No. 2. 1884.) 


(Vorbemerkung des Herausgebers. Diese Abhandlung ist von Minkowski 
im Mai 1882 der Pariser Académie des Sciences als Preisschrift, und zwar in Gestalt 
eines in deutscher Sprache verfaften Manuskriptes, eingereicht worden (vgl. Comptes 
Rendus, Bd. 96 (1883), pp. 879—883). In den Mémoires des Savants étrangers ist sie, 
von Minkowski selbst ins Franzisische tibertragen, unter dem Titel ,,Mémoire sur la 
théorie des formes quadratiques 4 coefficients entiers‘‘ erschienen. Die vorliegende 
deutsche Ausgabe folgt tiberall dort, wo der gedruckte franzésische Text als unmittel- 
bare Ubersetzung des urspriinglichen deutschen Manuskriptes gelten kann, dem letzteren; 
an den zahlreichen Stellen, an denen beide voneinander abweichen, ist der franzésische 
Text als maBgebend angesehen und ins Deutsche riicktibersetzt worden. Jin Ver- 
zeichnis der hauptsichlichsten dieser Stellen befindet sich am Schlusse der Abhand- 
lung. Von dem Herausgeber herriihrende Zusitze und Anmerkungen sind durch 
doppelte eckige Klammern [[ ]] kenntlich gemacht.) 


[[Begleitschreiben an die Académie des Sciences.]] 

J’ai Vhonneur de soumettre au jugement de |’Académie mon Mémoire 
ci-joint, intitulé: «Hondements pour une théorie des formes quadratiques a 
coefficients numériques» comme ouvrage de concours au Grand Prix des 
sciences mathématiques, proposé pour la solution de la question: «Théorie 
de la décomposition des nombres entiers en une somme de cinq carrés.> 

Tout en espérant avoir réussi a résoudre la question proposée, et a 
la généraliser en méme temps, je dois demander l’indulgence de l’Académie 
en plus d’un rapport. 

Arrivé il y a peu de jours seulement 4 ce’ point d’ample développe- 
ment de Ges attrayantes théories, j’ai dii y interrompre mon ouvrage, 
voyant qu'il ne me restait pour le faire arriver au terme du 1” juin, 
que juste le temps de le mettre au net. C’est pourquoi avant tout il 
m’a été impossible d’en faire une traduction en frangais, ce qui, du reste 
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a Vétat actuel de mes connaissances dans cette langue, je n’aurais su faire 
que d’une facgon assez imparfaite. 

Cette insuffisance de temps m’a empéché d’épuiser tout le matériel 
que j’ai trouvé pour cette question intéressante, ainsi que de donner a la 
rédaction tous ces soins que j’aurais voulu y porter, pour rendre mon 
ouvrage aussi en fait de forme, plus digne du noble forum, au jugement 
duquel j’ose le soumettre. 

Je prie l’Académie de bien vouloir excuser ces faiblesses et de daigner 
examiner mon ouvrage tel que je suis forcé a le présenter. 


L’auteur 
du mémoire portant l’épigraphe: «Rien 
n’est beau que le vrai, le vrai seul est 
aimable.» 


(Koenigsberg), le 29 mai 1882. 


Durch die von der Académie des Sciences gestellte Aufgabe ,,Théorie 
de la décomposition des nombres entiers en une somme de cing carrés“ 
angeregt, unternahm ich eine genauere Untersuchung der allgemeinen 
quadratischen Formen mit ganzzahligen Koeffizienten. Ich ging dabei von 
dem natiirlichen Gedanken aus, daB die Zerlegung einer Zahl in eine 
Summe von fiimf Quadraten in ahnlicher Weise von den quadratischen 
Formen mit vier Variablen abhiingen wiirde, wie bekanntlich die Zer- 
legung einer Zahl in eine Summe von drei Quadraten von den quadra- 
tischen Formen mit zwei Variablen abhingt. Diese Untersuchung hat 
mir in der Tat die gewiinschten Resultate tiber die Zerlegung einer Zahl 
in eine Summe von fiinf Quadraten geliefert. Indessen erscheinen diese 
Resultate bei der groBen Allgemeinheit der von mir gefundenen Siatze 
nicht tiberall als das eigentliche Hauptziel der vorliegenden Arbeit; sie 
stellen vielmehr nur ein Beispiel fiir die gewonnenen umfangreichen 
Theorien dar. Wenn daher viele der nachfolgenden Betrachtungen nicht 
immer unmittelbar auf das Thema der Preisfrage hinweisen, so wage ich 
dennoch zu hoffen, daB die Akademie nicht der Ansicht sein werde, ich 
wiirde mehr gegeben haben, wenn ich weniger gegeben hiitte. 

Ich teile kurz die bemerkenswertesten Sitze dieser Arbeit mit. — Es sei 


n 
hs >. Aj, U; Ly 


tk=1 
eine quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten a,, und von einer 
nicht-verschwindenden Determinante A, welche sich durch eine reelle 
Transformation in eine Summe von n — J positiven und J negativen Qua- 
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draten transformieren lasse. Die Zahl I heiBt der Index der Form f. Das 
System 

M11 F19,-- +, Ny 

A= | M217 %29++ +) Fon 

Gn1» Ang9+++) Inn 
nennen wir das quadratische System der Form f. Der gréBte Teiler aller 
h-reihigen Unterdeterminanten des Systemes A sei d,_,, der groBte Teiler 
aller doppelt genommenen unsymmetrischen und einfach genommenen 
symmetrischen h-reihigen Determinanten von A sei gleich 6,d,_,. 6, ist 
gleich 1 oder gleich 2 (6,=1, d,_,=(—1)'-A). Ist 


g — >i, YY; 


i,k=1 
eine zweite quadratische Form, welche durch eine ganzzahlige Substitution 
von der Determinante 1 aus f hervorgeht, so heift g der Form f aqui- 
valent, und es gelten, wenn der Form g die Zahlen ¢,_, und g, [[in der- 
selben Weise wie d,_, und 6, der Form f|] angehdren, die Beziehungen 


O,= Ory Wha = Opa: 
Wir betrachten hauptsachlich Formen f, fiir welche der gréBte Teiler der 
Koeffizienten a,,, namlich d), gleich 1 ist, sogenannte primitive Formen. 
Fiir eine primitive Form setzen wir 
d, = 0,, 
rae 
dy = 04°03, 
: e 
=e a1 p22. 
dy _1 =z 0,” 0.” On—1° 


Die Zahlen 0, und 6, nennen wir die Invarianten der (primitiven) Form /,. 
Alle Formen f, fiir welche die 2(n —1) +1 Zahlen 


O1, 93) Sa 2 | 


O47 999 + 0509, Onnt 
gleiche Werte haben, fassen wir in eine Ordnung zusammen. Zwei aqui- 
valente Formen gehéren derselben Ordnung an. 

Die Existenz einer Ordnung ist (wenn wir 6, =1, 0, = 0; 6, =1, 0, =90 
setzen) an die folgenden Hauptbedingungen gebunden: 

I. Die GréBen 0, sind ganze Zahlen. 

Il. Die Zahlen 6, und 6, _,-0,-6,,, sind nicht gleichzeitig durch 2 
teilbar (6, ist relativ prim zu 6,_,+0,° 6,41). 


IIL Die GréBen 


sind ganze Zahlen. 


O,—1 7, 41% 
und =e 


On 44 eal 
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Aufer diesen Hauptbedingungen besteht im Falle, da nicht simtliche 
n —1 Zahlen 6,_,0,6,4, Quadratzahlen sind, die einzige Nebenbedingung: 
Wenn 7 =0 (mod 2) und 
Or) Gy ae Live tO. lg ei 
wird, so ist, wenn wir die in den Zahlen 0, aufgehenden Potenzen von 
2 gleich 2°” setzen, 


ree Te 
L222) *F (mod 4). 
j=l 

Im Falle, daB die samtlichen »—1 Zahlen 6,_,0,6,,, Quadrate sind, 
treten noch mehrere einfache Nebenbedingungen hinzu. Alle Ordnungen, 
welche mit den von uns aufgestellten Bedingungen vertraglich sind, ent- 
halten wirklich Formenklassen. 

Zum Beweise dieser Satze in betreff der Formenordnungen fitihren 
wir den folgenden, sehr fruchtbaren und leicht auf Formen yon beliebig 
hohem Grade auszudehnenden Begriff ein: Eine quadratische Form 


n 
1 ore > Ry, %; 2, 
i,k=1 


hei®t ein Rest einer Formenklasse f in bezug auf einen Modul NV, wenn 
sich in dieser Formenklasse eine Form 


d = viiee 


ik=1 

vorfindet, fiir welche die simtlichen Kongruenzen 

A,,=R,, (mod NV) 

statthaben. — Wir kénnen den Rest R der Formenklasse f so wihlen, 
daB er nach dem Modul NV in eine Summe yon mehreren Einzelformen 
mit eimer oder zwei Variablen zerfillt, und wir nennen einen Rest R, 
fiir welchen die Anzahl dieser Hinzelformen den gré8tméglichen Wert 
erhalt und in welchem die » Variablen in bestimmter Weise geordnet 
sind, einen Hauptrest der Klasse f. Hin Hauptrest R einer Klasse f hingt, 
wie wir zeigen, nur von den Resten seiner » mittleren*) Koeffizienten ab. 
Wir bezeichnen die aus den ersten h Reihen einer Form f gebildeten 
symmetrischen Unterdeterminanten durch o,d,_,/,. Wir kénnen in jeder 
Formenklasse f eine Form @ bestimmen, fiir welche die Zahlen m, zu den 
Zahlen 20,05... 0,_1°Pr-1 Px41 Yelativ prim ausfallen. Eine derartige 
Form heift eine charakteristische Form der Klasse f. Die aus den ersten 


*) ([Die R,, werden als mittlere, die R,,(¢=-%) als seitliche Koeffizienten einer 
quadratischen Form R=2)R,,@,2, bezeichnet.]] 
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h {{Horizontal- und Vertikal-|| Reihen des quadratischen Systems von 
gebildete Form {g,} von h Variablen médge den Index J, besitzen. Die 
aus den nm +1 Zahlen 


toe Lie tae, pegs LL 
entstehenden Einheiten <,=(— 1)” stellen die Vorzeichen der Zahlen q, 
vor, und es sind mithin die GréBen ¢,, positiv. 

Zwei Formenklassen f und g, welche irgendeinen gleichen Formen- 
rest ftir einen Modul N besitzen, enthalten lauter gleiche Formenreste fiir 
den Modul N. Wir nennen zwei derartige Formenklassen kongruent fiir 
den Modul N. Alle Formenklassen, welche fiir einen jeden Modul N kon- 
gruent sind und welche einen gleichen Index I besitzen, fassen wir in ein 
Formengenus zusammen. Aquivalente Formen gehéren demselben Genus an. 

Zwei Formenklassen, welche in einem und demselben Genus enthalten 
sind, besitzen dieselbe Ordnung. 

Fiir alle charakteristischen Formen g der verschiedenen, in einem 
Genus G enthaltenen Formenklassen f besitzen, 

I. wenn 6,_;0,6,,;=0 (mod p) ist und p eine ungerade Prim- 
zahl bedeutet, die Hinheiten 
Pr 
F): 


II. wenn 6,_;0,6,,, = 0 (mod 4) ist, die drei Kinheiten 
©) = pve) ie = Ty, (Ip, +1) 


GU Glo 2 


III. wenn 6,_,0,6,,,= 0 (mod 8) ist, die Hinheiten 


2 
(5,) 
die nimlichen Werte. 

Umgekehrt gehéren zwei Formen f wirklich stets einem und dem- 
selben Genus an, sobald fiir die charakteristischen Formen dieser Formen- 
klassen die vorstehenden Einheiten die namlichen Werte besitzen. 

Zwischen den Hinheiten ©), die wir die Charaktere des Genus G nennen, 
bestehen alle diejenigen Bedingungen, welche sich aus den Kongruenzen 


k) — 6,3 94,9444 ° Pra Pry = X,’ (mod 6," P,) 
erschlieBen lassen, also insbesondere die Bedingungen 
Ty Tr—2) ¥ 2 yet) 
Ass —— +1 =a 
We nr aaa 
{ (2834). ) Ore ee 
as p;,—1 ¢, 41 
as =a 1) a a) 
Pr a 


[o, = 2°-e,, e,=1 (mod 2)] 
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und 
ne 
Pe Oh ei joan 
I (® 17 fst) (yim ay. | [(@) 
é 
jaa Ph (il “ 
;| Go—SGet Gra Gad SM Pama e atte 

& 1b? 1)? 2 2 2 2 2 
ae i ee 


Wenn die Charaktere eines Genus G allen Bedingungen geniigen, 
welche sich aus den Kongruenzen k) ergeben, so besitzt das Genus G 
wirklich Formen. (Insbesondere folgt aus diesem Umstand die bis jetzt 
noch nicht bewiesene Tatsache, da8® die definiten positiven Formen von 
der Determinante 1 und einer Variablenzahl gréBer oder gleich 8 mehr 
als eine Formenklasse enthalten.) 

Es sei f eine primitive Form. Wir bezeichnen die (m —1)-reihigen 
Minoren der Determinante A in bekannter Weise durch 


oA 
0a; , ik? 


und wir setzen 
Te 


n—t+1,n—k+1° 


n 
f tf , , 
if =e Og, Li Ly 


i,k=1 
nennen wir dann die der Form f adjungierte Form. 

Ist eine Form /’ einer Form f adjungiert, so ist auch der Form /’ die 
Form f adjungiert. 

Besitzt die Form f eine Ordnung 


O71, Oo, elie Gory 

? I, 
O17 999-97 On 

so besitzt ihre adjungierte Form 7” eine Ordnung 


ig tf y 
ie 9 Og, 64) ea J 
’ ’ 


, ’ a 
O19 955+ +) On-1 


Die Form 


fiir welche 
6, = 6,4, % = 0,33 L=L 
wird. — Der charakteristischen Form g’ der Klasse f’ ist eine charakte- 
ristische Form y der Klasse f adjungiert, fiir welche die Beziehungen 
Pp, = Pn—r° — 1)’ und 7 + de = i 

bestehen. Infolge dieser Beziehungen kénnen die Charaktere und dem- 
gemaB die Genera adjungierter Formen sofort auseinander hergeleitet werden. 

Die Beweise der soeben entwickelten Satze bilden den Inhalt des 
ersten Teiles der vorliegenden Arbeit, in welchem alle quadratischen 
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Formen f von nicht-verschwindender Determinante ohne Beschrankung 
behandelt sind. 

In dem zweiten Teile dieser Arbeit betrachte ich die Darstellung 
von Formen mit niedrigerer Variablenzahl durch Formen mit héherer 
Variablenzahl und insbesondere die Darstellung von ganzen Zahlen durch 
Formen. Ich verallgemeinere und erweitere die von Gau8 tiber Dar- 
stellungen von Zahlen und binaéren Formen durch ternire Formen ge- 
gebenen Satze und betrachte im weiteren Verlaufe der Untersuchung 
besonders definite positive Formen. Zuletzt wende ich mich zu einer 
Bestimmung des Maes einiger besonders ausgezeichneter definiter Genera 
und gewinne dadurch die verlangten Satze tiber die Darstellung einer 
Zahl durch eine Summe von fiinf Quadraten. SchlieBlich fiige ich noch 
ohne Beweis ein sehr allgemeines Theorem in betreff des Mafes eines 
definiten positiven Genus von » Variablen hinzu, aus welchem sich simt- 
liche von Hisenstein in diesem Gebiete aufgestellten Siitze als spezielle 
Falle ergeben. — Infolge der Nahe des von der Akademie gegebenen 
Termines muBte ich mich in dem zweiten Teile an manchen Stellen mit 
kurzen Andeutungen begniigen, und es sind dadurch einige Mangel in der 
Redaktion desselben veranlaBt, welche ich zu entschuldigen bitte. 


Erster Teil. 
Uber die Reste quadratischer Formen. 


Kap. l. Klassen quadratischer Formen. — Index, Invarianten und 
Ordnung einer Form. 


Wir betrachten quadratische Formen f = >/4,.2,2, = {a,,}, welche 
i,k=1 
ganzzahlige Koeffizienten und eine nicht-verschwindende Determinante 


besitzen. 
Die Anwendung einer beliebigen ganzzahligen Substitution 


S: | x, = > 3}, (ly ton, 0) 
1 


auf die quadratische Form f fiihrt zu einer neuen Form 


Oia SfS = batho: ‘s 


lm=1 
Die Form g heiBt in der Form f enthalten. 


*) Wir bezeichnen mit S dasjenige System, das sich aus S durch Vertauschung 
der Horizontal- und Vertikalreihen ableitet. 
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Wir beschdftigen uns insbesondere mit Substitutionen S, deren Deter- 
minante =1 ist. In diesem Falle kann die Form g durch eine zweite 
ganzzahlige Substitution von der Determinante 1 in f zuriickgefiihrt werden. 
Fiir |S| = 1 ist daher sowohl g in f als f in g enthalten. Mit Riick- 
sicht auf diese ihre gegenseitige Beziehung nennen wir alsdann f und g 
dquivalent. Um die Aquivalenz zweier Formen auszudriicken, bedienen 
wir uns mitunter des Zeichens ~ (f~g). Es besteht der Fundamentalsatz: 

A. Wenn zwei Formen einer dritten dquivalent sind, so sind sie unter- 
einander dquivalent. 

Denn ist 


n= S,f8,, Up SA goo 


91 = (8.7781) + Jo (S37 *81) ~ 
Die Gesamtheit aller einer bestimmten Form f aquivalenten Formen 


nennen wir eine Formenklasse. Infolge des Satzes A. sind zwei Formen, 
welche derselben Klasse angehdren, untereinander fquivalent, wahrend 


so haben wir 


zwei Formen aus verschiedenen Klassen nicht diquivalent sind. Wir werden 
; : n(n + 1) 
eine gegebene Form selten als besonderes, durch seine ——— Koefti- 


zienten bestimmtes Individuum betrachten; meistens wird sie uns nur als 
ein Reprdsentant der ihr entsprechenden Formenklasse gelten. 

Hine jede Form f von nicht-verschwindender Determinante kann, wie 
man wei, durch eine lineare Transformation mit reellen (keineswegs 
immer ganzzahligen) Koeffizienten in eine Summe von » zum Teil posi- 
tiven, zum Teil negativen Quadraten tibergefiihrt werden. Es mégen bei 
irgendeiner solchen Transformation J= J(f) Quadrate das negative und 
nm — I Quadrate das positive Vorzeichen erhalten; alsdann ist nach einem 
bekannten Satze die Zahl J fiir die Form f charakteristisch, und es wird 
eine jede Darstellung von f durch eine Summe von » positiven oder ne- 
gativen Quadraten die Gestalt 


i n—I 
f= — >; eos 
A=1 i= 


erhalten. Wir gewinnen hieraus leicht fiir die algebraische Aquivalenz 
zweier Hormen f und g die Bedingung 


I(f) = Ig). 
Die Zahl I(f) hei®t der Index der Form /. 


Die Form g = {b,,,} sei in der Form f ={a,,} vermittels einer Sub- 
stitution S = {s/} enthalten. Wir bezeichnen die Subdeterminanten 
h” Grades 
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7) Di, ky ? Os, kp On OFF OO O% ee be ; 5,7) ; Sih | 
. ato a , U ly 1 
Vegi? Vig ky? J Aa ) by, my? Di my) ag ny a ae) a ee 
a a b b | 1 1 " 1 | 
tphi? “tp ka) "30 egky 1,1? “ly m2? °°) OT | ee ie a) oe | 
durch 


A(w lo.) ae le, ees gba lan > Up) 
hy hy, hy 2” My, Ma,..., ,/” (i, toy - + G)’ 
oder, wofern die besondere Wahl der h Horizontal- und Vertikalreihen 
unter den gegebenen » Horizontal- und Vertikalreihen gleichgiiltig ist, 
durch 
ee DF a 0dr “9, 
Wir gebrauchen fiir die symmetrischen A, und B, die Buchstaben F, 
und G, und fiir die unsymmetrischen A, und B, die Buchstaben P, und Q,. 
Nach einem bekannten Determinantensatze ist 
Mize : 3 3 
PMS mr elas Soe. U (LO Wl Bs 
ie ee agin inna ia ae: iM 
a 2? Ph \= tk ae = 
My; Ms; .>-, M, (1-2 sh) (1 -2-s<h) 
In der Entwicklung eines G, sehen wir die /, mit einem Faktor S,?, 
die P, mit einem Faktor 25S,8S,° behaftet; in der Entwicklung eines Q, 
weisen sowohl die Ff, als die P, einen Faktor S8,S,° auf: 


G, => FS; er, 28,8), 


Q) ->', S82 er, 5,8, 
Wir schlieBen aus dieser Bemerkung, daB der gréBte Divisor der F’,, P, 
in dem gréBten Divisor der G,, Y, und der gréfte Divisor der F,, 2P, 
in dem gréBten Divisor der G,, 2Q, aufgeht. 
Den gréBten positiven Divisor der F,, P, setzen wir gleich d,_, und 
den gréBten positiven Divisor der I’,, 2P, gleich 6,d,_,. Die Zahl o, stellt 
ams 


F 
os se os h 
uns dann den grdften Divisor der GréBen 5 =, 2g-— vor... .Da. der 
h=1 h—-1 


in ‘B 
gréBte Teiler der =~, =—- die Hinheit ist, so nimmt o, den Wert 1 
h-1 h—-1 


FE. 
h . . . . 
an, wenn von den Zahlen 7—— wenigstens eine ungerade ist, und 6, wird 
h—-1 


gleich 2, wenn alle ee gerade ausfallen. Die Zahl d,_, ist dem abso- 
h—-1 


luten Wert der Determinante |a,,' gleich, und es wird daher 


| a;,| = (— Be Oats 
ferner ist 6, = 1. 
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Enthilt nicht nur die Form f die Form g, sondern auch die Form 
g die Form f, sind also f und g dquivalent, so geht einerseits der grdBte 
positive Divisor d,_,(f) der F,, P, in dem gré8ten positiven Divisor 
d,_,(g) der G,, Q, und der gréBte positive Divisor 6,(f)d,_,(f) der 
F,, 2P, in dem gréBten positiven Divisor 6,(g)d,_,(g) der G,, 2Q, aut; 
andererseits geht auch d,_,(g) in d,_,(f) und 6,(9)d,_1(g) im 6,(f)d,_1(P) 
auf. Fiir iquivalente Formen f und g bestehen demnach die Beziehungen 


(1) 6,(f) =6,9)3 _1(f) = 4-19): 

Wir nennen eine Form f= {a,,} primitiv in bezug auf einen Modul 
N, sobald die Koeffizienten a,, einen gréBten gemeinsamen Teiler besitzen, 
welcher zu N relativ prim ist. Hine beliebige Form ist nach dieser De- 
finition primitiv in bezug auf einen Modul N, sobald sie primitiv in 
bezug auf alle in N enthaltenen Primfaktoren ist. 

In dem Folgenden werden wir fast ausschlieBlich Formen f/f be- 
trachten, fiir welche der gréfte Teiler der a,,, namlich d,, gleich 1 wird 
und die wir kurz primitive Formen heifen. Hine nicht-primitive Form 
f ={a,,} ist dem Produkt aus der Zahl d, und der primitiven Form 
t = {<I gleich. 

Jeder primitiven Form / entsprechen 2(m —1) Zahlen 

61, 62, Peake O,_2) On 19 
dy, dg,» -, G,_9, Aqy_y 


Wir fiihren ferner m — 1 GrdBen 0, durch die Gleichungen 


d, = 04, 

dy = 0;'0, yee d, dy,» 
5. old a see eae a2, 
Oe eee O88. ALO aie 


ein. 
Gemif den Formeln (1) sind alle 0, und 6, Invarianten der Klasse f. 
Wir unterscheiden die 0, und 6, als Invarianten 0(f) und Invarianten o(f). 
Alle Formenklassen, welche die GréBen o6,, 0, gemein haben und fiir 
welche der Index J(f) denselben Wert IJ annimmt, fassen wir in eine 


Ordnung 
Gin Osos On ayy Onan 
( ja 


Diy 009 5ccisaciy Onraioy Of sag 
zusammen. 


Unsere niichste Aufgabe wird in der Aufsuchung der fiir die Exi- 
stenz einer Ordnung erforderlichen Bedingungen bestehen. 
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Kap. Il. Formenreste. 


Die Invarianten o(f) sind ganze Zahlen. 


Bei allen Fragen, in welchen es sich weniger um die numerischen 
Werte der Unterdeterminanten einer Form f = {a;,} als um die Teilbar- 
keit dieser Unterdeterminanten durch gegebene Zahlen N handelt, kommen 


fiir uns offenbar nur die Reste der ooo Koeffizienten a,, nach den 


Moduln N in Betracht, und wir koénnen daher diese Koeffizienten durch 
beliebige, ihnen nach den Moduln N kongruente Zahlen ersetzen. 

Hine Form R= ({R,,} heiBt ein Rest der Formenklasse f in bezug auf 
den Modul N, sobald in dieser Klasse eine Form © ={ A,,} anzutreffen 
ist, fiir welche simtliche Kongruenzen 

A;,, = f,, (mod N) 
erfillt sind. Wir gebrauchen alsdann die Bezeichnung 
® ={R,,} (mod N). 

Wir werden fiir eine jede Formenklasse eine Reihe besonders aus- 
gezeichneter Formenreste bestimmen, zu denen man gelangt, wenn man 
auf eine beliebige Form der betreftenden Klasse Substitutionen von der 
folgenden Art ausiibt: 


Geul A 7 é ; ae 
Seay = 0, %,=Laj+ ay, t= 2% (h+i,k) 
und 
, ¢ a 
Pum: L, = Any Lm = — %, L, = Dy, (h “F l, m) 
und 
, . , A . 
L,= 2; + > 5,04) L, = 2, (h = 1). 
(k>2) 


Zunichst verschafft uns die Betrachtung der so gewonnenen Klassen- 
reste den Satz: 

B. Fiir eine jede Ordnung, welche wirklich Formen enthalt, werden die 
Invarianten 0, ganze Zahlen. 

Wir kénnen diesen Satz auch in der folgenden verinderten Weise 
aussprechen: 

©. Ist die quadratische Form f = {a,,} in bezug auf eine Primzahl ¢ 
primitiv und sind die héchsten, in den Zahlen d,, d,,...,d@,_, der Form f 
aufgehenden Potenzen von q resp. g%, q%, ..-, q°~1, so fallen die GréBen 
©, = (0, — 0,_1) — (Q,-1 — %-~») nicht negativ aus. 

Die w, sind mit den @, durch die Gleichungen 

0, =ho, + (h—1)o, +---+ , 
verbunden. Die Potenzen qs sind offenbar diejenigen Potenzen von q, 
d, d, 1 


welche in den Gréfen 0, = ie aay aufgehen; sobald also keine der 
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Zahlen «, negativ ist, miissen die 0, saimtlich ganze Zahlen sein. Die 
erste von 0 verschiedene der Zahlen , ist gewiB positiv, da sie gleich 
der ersten von 0 verschiedenen Zahl 2, ist. — Wir werden die Giiltigkeit 
des Satzes C. fiir Formen von m Variablen aus der Annahme der Giiltig- 
keit desselben fiir Formen von weniger als » Variablen herleiten. Hier- 
durch ist dann zugleich seine Allgemeingiiltigkeit dargetan; denn da dieser 
Satz fiir n=1 gewiB richtig ist — in diesem Fall existiert tiberhaupt 
kein 0, —, wird er sofort auch fiir n = 2,3, ..., m erwiesen sein. 

Fiir den Beweis des Satzes C. geniigt die Hinfiihrung besonderer 
Formenreste fiir Moduln, welche Potenzen der Primzahl gq sind. Nur 
miissen wir den Fall einer ungeraden Primzahlpotenz g’ =p’ von dem 
Falle einer Potenz qg’ = 2’ sondern.*) 

I. Wir beginnen mit dem Falle einer ungeraden Primzahl g = p. 


1. Jede in bezug auf p primitive Form f = Dan, von » Variablen 


Seal 
ist einer Form 
a, 0, aa 0 
Org nme res to 
(pes ae dedi: (mod p’), 
Oped a, Ty A ie 
n-1 
fay = a8? + p™ a, 2) 20) (mod p’) 
$k=1 


aquivalent, deren erster Koeffizient @ zu p relativ prim ist, wahrend 
n—1 
f -> a oa, eine in bezug auf p primitive Form von »—1 Vari- 
ik=1 
ablen darstellt. 
Beweis: Wenn f in bezug auf p primitiv ist, so sind die Zahlen 
a,;, 2a,, gewiB nicht alle durch p teilbar. Ebenso kénnen auch die 
Zahlen a,;, 4;;-+ 2a;, + a, nicht alle durch p teilbar sein; denn sie haben 
offenbar denselben gréBten gemeinsamen Teiler wie die a,,, 2a,,- Sollten 
also die Koeffizienten a,; der Form f samtlich durch p teilbar sein, so 
wiirde eine der Zahlen a,,+ 2a,,-+a,, zu p relativ prim sein, und wir 
diirften auf f nur eine Substitution Seo anwenden, um in der verinderten 


Form die zu p prime Zahl a;;+ 2a,,-+ a,, als einen mittleren Koeffi- 
mienten zu erzielen. Wir kénnen demnach von f’ voraussetzen, daB es 
einen durch p nicht teilbaren Koeffizienten a,, besitzt. Durch Austibung 


*) Wir bezeichnen stets durch q eine beliebige und durch p eine ungerade 
Primzahl. 
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einer Substitution Pui) Verwandelt sich f alsdann in einen Reprasentanten 


ew elias ee ble 


nm—1 
a FE. Q C 
a2 1 11 tae = 
Death ecg, |. (mod Py 
Je Gee Oe at 


in welchem o zu p prim ist. Auf ie wenden wir die Substitution 


eC Pred” eaten 


9! 
ga) — Le erat a. 0 
1 
an. ine solche Substitution lift « ungeindert, wihrend sie E, in 
Ei, + «kK, 


verwandelt. Bestimmen wir daher die K, aus den gewiB lisbaren Kon- 
gruenzen 


E,+0K,=0 (mod p'), 


so geht die Form es durch die Substitution S® in eine Form 


0, Tees 0 
(1) (1) 
S| iy ee ee 
0) (2) 
0, ee et ad 


tiber. Ist ¢>,, so wird p™ die gréBte Potenz von p sein, welche in 
allen ae enthalten ist, und wenn wir ro =p" ie setzen, so haben wir 
die angegebene Gestalt von fj) erlangt. 

2. Der Form f(~/,)) teilten wir n—1 Zahlen d,, d;, .-., d,_1 20; 
n —2 Zahlen d,®, d,%, ..., d®, von ahnlicher Bedeutung gehéren der 
Form /@) = {a9} an. Es bezeichnet d, fiir BS den gréften gemein- 
samen Teiler aller A,“). Es seien die héchsten in d,, d,, ..., d®, 

} resp. p®, pe? ams, Fir die Form f; 
aufgehenden Potenzen von p resp. p! , p?,..., p-*. Hiir die m fi) 
gelten die Kongruenzen 

Ape OA, prA™, O (mod p’). 

Wir wollen den Modul p‘ gréBer gewihlt denken als die gréBte der 
Zahlen p», p%, ..., p*-1. Dann muf die héchste Potenz von p, welche in 
allen Aj aufgeht, d. 1. die Potenz p-1, ausiclen ale hochste Fotenz 
yon p sein, welche in allen @- p“-)% A, ph A, autgeht. Die héchste 
Potenz yon p, welche in den a@-pO~2™%A(), aufgeht, ist offenbar 


pliant an? s. die héchste Potenz von p, welche in den pr At) aufgeht, 
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ist p'™+1, Demnach wird @,_, mit der kleineren der Zahlen 
(h—1l)o,+0%,, ho, +0, 
iibereinstimmen miissen. 
Setzen wir jetzt die Giiltigkeit unseres Satzes C. fiir die Form /\) 
von »—1 Variablen voraus. Dann werden die durch die Gleichungen 
a, = ho, + (h—1)a,® +--+ + 
bestimmten GréBen o, positiv oder gleich Null ausfallen, und es wird 
09.5 0,, 
woraus sich wegen w, > 0 
(A—1)o0,+ 0%, Sho, +a, 
ergibt. Von diesen beiden Zahlen ist also jedenfalls die erste nicht gréBer 
als die zweite, und wir erhalten folglich 
=(h—1)o, + 6, 
oder, wenn wir 
aM =o, (h>1) 
setzen und die Gleichungen ausfiihrlicher schreiben: 
0, =ho,+(h—l)a+---+0,, o,>0. 
iM, ee die Primzahl g = 2 ist, unterscheiden wir die Falle 6, = 1 
und on 


=1. — 1. Jede in bezug auf 2 primitive Form f= Slane, Bey 
t,k=1 
welche eine Invariante 6, = 1 besitzt, ist einer Form 
a, 0, Be, 0 
UE Dor, M, ia 2% g, (1) 
ee o » ant | (mod 24), 
0, 24.00 i ety ye ea 
n—1 
fi = oR on a® 2x0 (mod 24 
t,k=1 
aquivalent, in welcher der erste Koeffizient « wngerade ist, wiahrend 


n—1 

f= > a, 2x eme in bezug auf 2 primitive Form vorstellt, welche 
i,k=1 

im Falle w, = 0 eine erste Invariante o gleich 1. besitzt. 

Beweis: Ks befinden sich, wenn o, = 1 ist, unter den Koeffizienten a; ; 
ungerade GréBen. acc mu es im Fale o, =O eine imperade 
Determinante a,,a,, —4@,, geben. Denn waren alle diese Determinanten 
gerade, so wiirden die Kongruenzen 
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A, %,, = Oy, (mod 2) 
und 


2 2 42 
Ae, Oe hea ER RD hake hake <= ble Ch. (mod 2) 


gelten, und folglich wiren auch alle Determinanten Br Upto — Very Yen BE 
rade, so daB die héchste Potenz von 2, welche in allen diesen Determinanten 
enthalten ist, nimlich 2”, nicht gleich 1 sein koénnte. Wir kénnen im Falle 

= 0 ferner voraussetzen, daB die Form f fiir denselben Index i sowohl 
ein ungerades a;; als auch eine ungerade Determinante a,,4,, —42 besitzt. 
Denn wiren in f die Indizes i der ungeraden a,, alle von io Tniizes kh 
der ungeraden Zahlen a,,a,,— a, rorccnedant so hiitte man Bibione 


4,,=1, 4%, — 4, = 1; d 2 
4,,%,—4;,=90, 4,,4,,—4,=0, a,=0, 4,=0, alae 
d. h. 
: Gi; Asx, Gy, Ly 0, 0 
Diy Ue» Un, a 0, 0, 1 (mod 2). 
Gnir Vnnr Car 0, 1, 0 
i 


Durch Ausiibung einer Substitution Sj» auf f erhielte man eine Form, 


in welcher die Zahlen a,, und gy Lane ae bzw. durch die Zahlen 
Q,;;, + 20, + Uy 
2 
(@;,0,5 = a) a 2(a ik ay, 1G; Aes) ele (1%, Ce a,,) 


ersetzt erscheinen, welche beide ungerade sind. Vermittels einer Sub- 
stitution P,,  kénnen wir jetzt f in eine Form 


a, Tap ee tae 


und 


Lich iat enna VS a)" Gene) 


NORTE Cyt v9 


na—1,n—-1 

transformieren, in welcher «@ und im Falle , = 0 auch eine der Gréfen 

«c,, — E? ungerade ist. Diese Form fy) geht durch eine Substitution 
AMT CTS eerie tay, Ged 


1 202 0 


s© a . 7 - . . A 


in welcher die A, den Kongruenzen 
E,+«K,=0 (mod 2’) 


geniigen, in eine Form 
Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. I 
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a, Oe. ie 0 
OF 22a Oe 2a 

{SS Se eae a ae ee2)) 
0, 2G ee PSG BL gh 


tiber, in welcher f= {a} in bezug auf 2 primitiv ist. Hierin fallt, 
wenn wo, = 0 ist, eine der GréBen «2a, =a, (mod 2) ungerade aus, 
und folglich wird in diesem Falle die Form f® eine erste Invariante 6 
gleich 1 besitzen. 

2. An die Form f,) kénnen wir sofort dieselben Schliisse ankniipfen 
wie in Absatz I, 2. dieses Kapitels, und wir gelangen, indem wir der 
Form f® n— 2 Zahlen ow, zuerteilen und den Modul 2’ gréBer als die 
gréBte der Zahlen 24, 2%, ..., 2-1 wihlen, in derselben Weise zum 
gewiinschten Ziele: 


a =—0, (h>1), a=ho,+(h-l)a+---+o,, 0,20. 


n 
6,=—2. — 1. Jede in bezug auf 2 primitive Form f= > yy, B; Ly» 
t,k=1 
welche eine Invariante 6, = 2 besitzt, ist einer Form 


2a, A, 0, Se} 0 
ae 0, or; 0 
lel 0p Oe cee a), (mod 2°), 
0, 0, 20s Ce aes 2 Cn Aves 
n—2 
fay = 2(e8 + HEE LAB) +2 S)a4904%a4 (mod 29 
tZk=1 


aquivalent, in welcher die Zahl Y einen willkiirlich gewiahlten ungeraden 


n—2 


Wert hat*), « ungerade und f@) = > a2) x x,@ eine in bezug auf 2 
ik=1 
primitive Form ist. 


Beweis: Wegen 6, =2 miissen alle a,, gerade ausfallen, wahrend 
mindestens eines der a,, (¢+-k) ungerade wird. Wir kénnen annehmen, 
daB gleichzeitig a,,= 1 (mod 2) und a,,=2 (mod 4) gilt. Sind namlich 
fiir ein ungerades a,, gleichzeitig a,,; und a,, durch 4 teilbar, so gentigt 
es, auf f eine Substitution Sa anzuwenden, um zu erzielen, da der 
Koeffizient a,, durch die Zahl a,,+ 2a,;,-+ a,,=2 (mod 4) ersetzt wird. 


*) Wir bezeichnen mit % stets ungerade Zahlen, welche willkiirlich gewahlt 
werden diirfen. 
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Durch eine geeignete Umstellung der Variablen mittels der Substitutionen 
Pay» Po,» Konnen wir daher der Form f die Gestalt verleihen 


Agee AG on, anes, BL, 


n—2 
~ eS 
ms A, 2a, Li, , ’ eae 
a = t 
fe) Hig Thy C1, -+7 ne (mod 2‘), 
1 i , C,—2,19 Se be) C,—2,n—2 


in welcher @ und A ungerade sind. Auf dieses fe wenden wir eine Sub- 


stitution 
Ls M, UG K,, aes) Hie 


1, i, iG, Pee oe 
Ore 1 
1 
an. Hine solche Substitution laBt 2a ungeiindert, wahrend dieselbe 


A in A+ 20M 
und 


Bo Te JG iG ee Te 
Hen (i, Ane ee A) eM (E1920 K, 1 AK.) 
verwandelt. Bezeichnet % eine beliebige ungerade GréBe, so hat die 


Kongruenz 
2aM=A—A (mod 2‘) 


stets Lésungen, und ebenso sind wegen 
4aa—A?=1 (mod 2) 

die Kongruenzen 
Hot 2¢ Keto Ke, = 0 
eal 1 Dia KO 


auflésbar; sie ergeben 


(mod 2°) 


ee ad Ce ee (mod 2’). 
Mit Hilfe der so bestimmten Werte der M, K,, K, geht daher die Form 
fs in eine Form f,, von der gewtinschten Art iiber. In dieser Form fe) 
miissen wegen 6, =2 die samtlichen 2”a,?) gerade sein. Folglich sind 
im Falle , —0 auch alle a, gerade, und die Form f® = {a,?} wird 
in diesem Falle eine erste Invariante o gleich 2 besitzen. 

2. Die héchste Potenz von 2, welche allen A.» der Form jg) (~/) 
gemeinsam ist, d.h. die héchste in d,_, aufgehende Potenz von 2, sei 
wieder 20-1, die héchste in den A,® der Form f® aufgehende Potenz 


K,= 
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von 2 sel 2701, Wir bemerken, daB die Potenz 2%, welche unter anderem 

in 4e@ — %? aufgehen mu, offenbar gleich 1 ist und da® infolgedessen 

0, =0 wird. Wir haben fiir die Gréfen Ag» die Kongruenzen 
Qq-Wr- Dem A), 

Ags = (4a — U7) 20-9 Ae, , W-26—-Dy Ae, WA, O (mod 2%). 
2H. Qe-)m Ae) 


Wahlen wir nun ¢ grdfer als die gréBte der Zahlen 4,, 0, ..., 0,1; 
so wird die héchste in allen A.» aufgehende Potenz von 2, niémlich 2h =A | 
zugleich die héchste Potenz von 2 sein, welche allen auf der rechten 
Seite der vorstehenden Kongruenzen befindlichen Groen gemeinsam ist. 
Es ist aber die héchste in allen 

(40% —W?)20-29%A@),, 
in allen 
Qe We-VemA® , A.W Ae), Qe. Wed 42) 
in allen 
Qheos 4) 
aufgehende Potenz von 2 resp. 


QW 2) toa + H7'3 Qh t one Qh top a 
Sonach wird @,_, mit der kleinsten der drei Zahlen 
(h—2)a,+0@,, (h—1)a,+0®,, ho, +0, 


h—2? 
iibereinstimmen miissen. 

Nehmen wir jetzt an, fiir die Form f® = {a,2)} von »—2 Variablen 
wire der Satz C. richtig, so werden die Gréfen w,°), welche durch die 
Gleichungen 

2, = ho,® + (h—1) a, +... + o,® 
bestimmt sind, nicht negativ ausfallen, und es miissen demnach die Un- 
gleichungen 
Or 5S OS OM 
statthaben. Umsomehr gelten dann wegen w,>0 die weiteren Un- 
gleichungen 
(h — 2) «+ 0 .< (h—1) @,+ 0@) << ho, + 90) . 

Mithin wird 0,.,, welches der kleinsten der vorstehenden drei Zahlen 
gleich werden soll, gleich (h — 2) @.+ 0°, werden, und wir erhalten in 
diesem letzten Fall, indem wir 


o,= 2,=0 und co?) = @, (h > 2) 
setzen, gleichfalls 


6,= ha, +(h—1)o,+---+o,, o, > 0. 
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Wir fiihren jetzt einige Bezeichnungen ein, welche fiir die folgenden 
Untersuchungen wichtig sind. Wir setzen fiir eine jede Primzahl ¢(q = p 
oder = 2) 


Uz, = @1, Vo = @, + Wg, ..-, V1 = 0, + Oo eat Open, 
woraus sich sofort 
Cm 05 Cs =O, > 2 Geet Cee ee Oo 
ergibt. Die Potenzen gq’ sind diejenigen Potenzen von q, welche in den 


GréBen 


ie aufgehen. Ferner nehmen wir an, von den n —1 Zahlen a, 

onl 

seien im ganzen 1—1(1<4<~n) von Null verschieden, nimlich die 

GréBen | 

(3 = 9) F143 D5p, +++, O9,_ 9, M5,_4, (9, = 7) 

und wir bestimmen 4 Zahlen x, durch die Gleichungen 

By my, Bg—= mH tM, ..., HHH — Ht mt +--+, (= 9,— H_1). 
So oft der besondere Wert der Primzahl g hervorgehoben werden soll, 

werden wir den simtlichen GréBen @,v, 0, 4 die Zahl q in Klammern beifiigen. 


Kap. Ill. Hauptformenreste und Hauptreprisentanten fiir einen 
Modul WN. 
I. Der Modul N mége ein Produkt von c, zueinander relativ primen 
Zahlen N,, N,,..., N-, sein. Wir beweisen den folgenden Satz: 
Wenn in der Klasse f sich c, Formen R,=S,f8, (¢ =1, 2,..., ¢) 
vorfinden, welche die Reste 
R,=(r@} (mod N,) (Cat , 2a) 


besitzen, so kénnen wir einen Repriasentanten 
R=SfS=({r,,} (mod N) 
dieser Klasse angeben, welcher den Kongruenzen 
r,=r9 (mod X,) (Gam 1 Cp) 

geniigt. 

Beweis: S, lat sich als Substitution von der Determinante 1 be- 
kanntlich in eine gewisse Anzahl Teilsubstitutionen von der Art 

a,=2,+M x, %=%, €,=— a, (h+%,k) 

zerlegen. Fiihren wir in diesen Teilsubstitutionen anstatt der M, be- 
liebige andere Zahlen M* ein, welche gleichzeitig den Kongruenzen 


N 
M*=M, (mod N,) und M*=0 (mod ae 


gentigen, und setzen die so verinderten Teilsubstitutionen in genau der- 
selben Weise, wie sie durch Zerlegung von S, entstanden sind, zu einer 
neuen Substitution S.* zusammen, so wird offenbar 
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dings eaeeaO, 
SS, (mod NJ S8=| 0 7 || (mod y): 
Ox Ome eel 


Es folgt also 
Re = S#(S#=R, (mod N), RF =f (mod Zt), 
und fiir die Form 
R S68, 3 8 yO, ee 
haben wir in der Tat 
R=S*fS* = R, (mod W,). 

Dieser Satz zeigt uns die Méglichkeit, vermittels der Formenreste 
nach den Teilmoduln N,, N,,..., N, eimen Formenrest nach dem zu- 
sammengesetzten Modul NV zu finden. Insbesondere kénnen die N, die ver- 
schiedenen in N enthaltenen Primzahlpotenzen bedeuten; wir kommen daher 
mit der Bestimmung ausgezeichneter Formenreste fiir Primzahlpotenzen q’ 
als Moduln aus. Es geniigt auch véllig, wenn wir nur Moduln gq’ ober- 
halb gewisser Grenzen betrachten; denn es ist ein jeder Formenrest fiir 
einen Modul N zugleich Formenrest ftir alle in N aufgehenden Moduln 
Ny; insbesondere wird daher ein jeder Formenrest fiir einen Modul ¢ 
auch Formenrest fiir alle Moduln g* sein, welche kleiner als gq’ sind. 

Durch eine wiederholte Anwendung der in Kap. I gewonnenen Sitze 
erkennen wir, daf eine jede Formenklasse fiir jeden Modul gq‘ Reste be- 
sitzt, welche sich als Summen von Formen mit einer oder mit zwei 
Variablen darstellen. 

Il. (¢g =p.) Aus der Klasse dquivalenter Formen, welcher die zu p 
promitive Form f angehort, kann ein Reprasentant 


c 


Oi 
PP Gs , 
= pert Or ogg, (mod p*) 
by 
Pe ee GORD ee 
ausgewdhit werden, in welchem die o,, H%,, Og, ..., &, sdmtlich eu p relativ 
prime Zahlen sind. 

Wir beweisen diesen Satz, welcher fiir » = 1 selbstverstindlich ist, 
vermittels eines Schlusses von » —1 auf m. Angenommen dieser Satz sei 
fiir Formen mit 2—1 Variablen bereits bewiesen, so kénnen wir die 
Form p”f@) des Reprasentanten 


f= a8? + pF (mod p' 
durch eine gewisse Substitution in eine andere tiberfiihren, deren Rest 
nach dem Modul p’ aus lauter eingliedrigen Einzelformen besteht. Durch 
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dieselbe Substitution geht dann fq) in eine Form von der Gestalt liber, 
womit unser Satz bewiesen ist. 

Mit Benutzung der am Ende von Kap. II eingefiihrten Bezeichnungen 
k6énnen wir fiir » schreiben 


A 
P= 9+ 9H+---+9m= > GH (mod p'), 
k=1 


xk 
a) 
Pu) = pre-1 > O88 (mod p'), (0, = a9, +5) 
s= 1 


OF)9, < U5. << OG, ss 


(¢g=2.) 1. Hs sei f eine in bezug auf 2 primitive Form, und es 
modgen die x,— 1 ersten Zahlen w, dieser Form gleich Null sein (@, = 0, 
@,=0,..., @,-1= 9), wahrend die x,‘° Zahl @,, (1<x,<~m) die erste 
der Zahlen w, sei, welche nicht verschwindet. Wenn dann die Invariante o, 
von f gleich 2 ist, mu x,=0 (mod 2) sein. Wir kénnen, falls o,=1 
ist, statt f einen Reprasentanten 


a, ; 
ot), 
“ 
fe) = ae (mod 2") 
2% a, . ‘ ) Bled Chl % 
No cadet Br tory NU ND pea 


einfiihren, in welchem die Zahlen «,, «,(, ..., «9 ungerade sind und 


n— xy 
fi) = > Te aes a eine in bezug auf 2 primitive Form vorstellt; 
ik=1 
falls aber o, = 2 ist, einen Reprasentanten 
20, U4, 
WO, 24,%, 
2 9, oD 
I, 24,0, 
a 
= Does. ee mod 2° 
fo) = . Sige ( ); 
1 mw ( 
oH 2a, 
2 2 ey) 
v 1 w St 
De sey es 
2x, , %) 2° x, (x) 


M—x,,17 °°") N—X1)N—Xy 
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in welchem die Zahlen %,”, %,(?,..., WP beliebige ungerade Werte 


2 . . 
haben, die Zahlen a, a, ..., a,’ ungerade sind und die Form 
2 
n— ky 
fo= > axe) in bezug auf 2 primitiv ist. 
‘k=l 


Beweis. Wir hatten in Kap. I] fiir f im Falle 6,=1 zuniachst 
einen Reprasentanten 
fos a&?+2%f4) (mod 2°) [« =1 (mod 2)] 
gewonnen, in welchem f/f“ ={a} eine in bezug auf 2 primitive Form 
vorstellte, die, falls w,—0 war, eine erste Invariante 6 gleich 1 besa, 
und im Falle 6,= 2 einen Reprasentanten 


fy 2 (a8? + WEE + ab") 2% £4 (mod 2"), 
[«o=1, M=1 (mod 2)], 
in welchem f= {a{)} eine in bezug auf 2 primitive Form vorstellte, die, 
falls o,—= 0 war, eine erste Invariante o gleich 2 besaf. 

Im Falle x,<o, haben diese Reprasentanten die Gestalt, welche 
unser Satz verlangt. Wenn x, > 6, wird und mithin w,,= 0 ist, besitzt 
die Form f@) = {a{%)} ebenso wie f eine erste Invariante o gleich 6, 
Nun ergibt sich aus den in Kap. II bewiesenen Gleichungen @/%) = @,(h> 6;) 
infolge unserer Annahme iiber die GréBen w, sofort 


o(%) = 0, a{r) = 0, nhs oo (03) _,=9, oe) = Gy, > Us 


Oo; — 0, 
Folglich wird fiir die Form f( schon die (x,—6,)* der Zahlen o{™ 
gréfer als Null ausfallen. Machen wir also die Annahme, unser Satz 
wire bereits bewiesen, sobald die erste von 0 verschiedene Zahl @ sich 
unter den x, — 6, ersten dieser Zahlen befindet, so werden wir 2°f(™ durch 
gewisse Substitutionen in eine Form tiberfiihren kémnen, welche die in 
dem Satze geforderte Gestalt besitzt, und wenn o,(f) = 6,(f) = 2 ist, 
wird %,— 6,= *,— 2=0 (mod 2) sein. Dieselben Substitutionen trans- 
formieren alsdann die Form f(.,) in Formen von der Gestalt fi), und im 
Falle 6, = 2 wird x,=0 (mod 2) sein. Hierdurch ist unser Satz fiir den 
Fall bewiesen, daB eine der x, ersten Zahlen @ nicht verschwindet. 

In derselben Weise, in welcher der Form f die » —1 Zahlen @, ent- 
sprechen, gehdren zur Form /) gewisse » — x,—1 Groen o); durch 
eine wiederholte Anwendung der Relationen 


oe = 0, Ve> 6,) 


h—0O, 
finden wir leicht 


0, =O) (kh >). 


2. Eine in bezug auf 2 primitive Form f kann in einen Reprdsen- 
tanten 
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y 
o= Pay Poay+ see ft Pa) => Pa) (mod 2') 
al 


transformiert werden, in welchem die Formen Pu) Reste von der Gestalt 


di 


(Rx) y= By a,%EME® (mod 2') 


s=1 
oder im Falle %,=0 (mod 2) auch von der Gestalt 


4 
o%p 


(Ry1) Pw= + ae > (a, MF MEM + WO EME ®) + @ E () E®) (mod 2) 


s=l1 


besitzen. 
OFS 9, D9; Solni< Us). 


Fiir ein 4=1 erhellt die Richtigkeit dieses Satzes schon aus den 
in 1. gewonnenen Resultaten. Infolge der Relationen , = af) (h>%) 
erkennen wir, daS, wenn 4—1 von den »—1 zur Form /f;,,) gehérigen 
Zahlen o, nicht verschwinden, alsdann yon den » — x,—1 zur Form f™ 
gehérigen Zahlen wo) nur 4—2 grifer als Null ausfallen. Machen wir 
daher die Annahme, unser Satz wire richtig fiir alle Formen, welche nur 
4—2 von 0 verschiedene Zahlen ow besitzen, so wird die Form 2°f() 
fiir den Modul 2‘ durch eine gewisse Substitution auf eine Gestalt ge- 
bracht werden kénnen, wie sie unser Satz verlangt. Durch die nimliche 
Substitution geht dann die Form fi,,) wirklich in eine Form von der Ge- 
stalt g tiber. 

IJ. Jeder Formenrest einer Klasse f, welcher die Gestalt m (mod gq’) 
hat, soll ein Hauptformenrest [[oder Hauptrest]] dieser Klasse fiir den 
Modul q‘ heiBen, wihrend jede Form der Klasse f, welche einen Hauptrest 
fiir den Modul gq’ liefert, ein Hauptreprdsentant dieser Klasse fiir den 
Modul g' genannt werden mége. 

In einem Hauptrest fiir einen Modul g’ sind entweder die seitlichen 
Koeffizienten alle =0 (mod q‘) oder kénnen im Falle g=2 zum Teil 
(mit einer leichten Hinschrinkung) nach dem Modul g‘ willktirlich ge- 
wahlt werden. Jedenfalls kann man es in zwei verschiedenen Hauptresten 
fiir einen Modul g‘ stets ohne Miihe erreichen, da diese Koeffizienten 
modulo q‘ dieselben Werte annehmen, und auf diese Weise wird ein Haupt- 
rest fiir einen Modul g‘ nur von den Resten seiner » mittleren Koeffizienten 
abhingen. 

Eine Form soll ein Hauptrepriasentant fiir emen zusammengesetzten 
Modul NV und ihr Rest soll ein Hauptrest fiir den Modul N heifen, sobald 
gy einen Hauptreprisentanten fiir alle in N aufgehenden Primzahlpotenzen 
vorstellt. 
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Kap. IV. Bedingungen fiir die Existenz einer Ordnung O. 


Mit Hilfe der Hauptformenreste fiir Moduln 2‘ kénnen wir jetzt Be- 
dingungen finden, an welche die HExistenz einer Ordnung 


Gi Cope Ole 


Oy» 995 ++ +> On_4 
gebunden ist. 
I. Es sei f eine in bezug auf 2 primitive Form. 
1. Wir gehen zunichst von den in Kap. I] aufgestellten Reprasen- 
tanten A 
fog) = Pay + 2°f™ (mod 2°) 


aus, in denen ®4) und f“ in bezug auf 2 primitive Formen bezeichnen. 


Die x,— 1 Zahlen o der Form 4) setzen wir gleich 9,, e,%, ..., 0 , 
und die » — x,—1 Zahlen o der Form f™) gleich 6{, 6{”, ..., 6 os) 


Ferner bezeichnen wir die h-reihigen Unterdeterminanten der Formen 
fon), f%™, Pa) durch Fu; oder Pa;x), FY) oder PP, D,© oder ,%, 
indem wir einen Buchstaben /, D anwenden, sobald die betreffende Unter- 
determinante symmetrisch ist, dagegen einen Buchstaben P, M, sobald die- 
selbe unsymmetrisch ausfallt. Die aus den ersten x, Reihen von fi,,) ge- 
bildete symmetrische Determinante mége gleich | ,)| sein. 

Fiir die Invarianten o der Form f(,,) (~/) erhalten wir die folgenden Satze. 

Es 1st 

6,=0 (h<x,). 


In der Tat zeigen die Kongruenzen 


(iat) Se ae 
Bre = Mo, 0 (mod 2) [h< x], 
daB einerseits die héchsten Potenzen von 2, welche in allen Zahlen 
(ee es ,,) und in allen D®, M aufgehen, und andererseits die gréBten 
Petennen welche in allen J, ,, oP, ,,) Und in allen Di, 2. M\ aufgehen, 


nach dem Modul 2 ibn event sind. ape nun die noohate in ae GréBen 
FF (asm)? L(r:n) (4<%) aufgehende Potenz von 2, nimlich geht , infolge 
unserer Annahme iiber die Zahlen w, (h<x,) gleich 1 ist, so wird die 
héchste in allen D®, Maufgehende Potenz von 2 ebenfalls gleich 1 sein 
miissen, und die rischetan Potenzen von 2, welche in den di cat 2P., ,) 
und in den D®, 2M aufgehen, wenden die Werte o, rl oe haben. 
Jetzt miissen aly Giecien 6, und e%, da sie nach dem Modul 2 kongruent 
und zugleich <2 sind, identisch sein, und es ergibt sich demnach in der 
Tat 6, = 0 fiirh< x. 


Es ist 
6,=1 (h=x%,). 
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Die Gré8e 6, muf in der Zahl |,)| aufgehen; diese ist aber offenbar 
ungerade, mithin ist 6, = 


Es ist 
6,= Cas ia, 
Fiir die Determinanten 10% os und Eee (h > x,) bestehen die Kon- 
gruenzen 
— (h— ) (4) h—ho)¢ 
Fa ny= | Da) | 2 Ge ee iby 2' ae i ae ee ) 0 (mod Za) 
gh— ho) ae ease, 
ae (h — xy) (%) (h — ho) (1 (x, ¢ 
P i529 =| Pa) | 2 ee ap te 2 eae as 0 (mod 2°) 
gh— Io) Wg, epee , 
h—hy 


(hy = 0, 1,..., 4-1; DY=1, MO=0). 


Machen wir jetzt die Annahme ¢>0,_,+1, so wird eine jede Grifen- 
reihe, welche nach dem Modul 2‘ mit der GréSenreihe Eee) 2 Po,,,,) tber- 
einstimmt, durch eben dieselbe Potenz o, 9°r-1 und durch keine héhere 
Potenz von 2 teilbar sein wie die Gri ponteile tie a)? 2 Pax Nun ist 
die héchste Potenz von 2, welche den Zahlen 

Poy 2 ar ree Oy | 2 ee Pe 


h—-x, 


gemeinsam ist, gleich fs 
Gg), =H), +n 1 
) 


Oe Bat 
wihrend in den Zahlen 
(h — ho) w. (1) (x) 
2.2! . D. Ee he? 
FEDS (en Sa Sento 7, 


OF Oe Ro) ) xg, Vi pe 


h—hy? 
eine Potenz 
= ltt = ho) OpGOne mia S19, ney, ee 
Sg ee Oy On, 
aufgeht. 
Wir bekommen daher fiir ein h >, die Beziehung 
og): .— m1) or ap Nae =a = 6, 2h 1 
Cree 
Aus der oben gewonnenen Gleichung o/*)) =, (h > x,) folgt aber ohne 
Schwierigkeit 
Qh), Ope, 1 — 9%-1 
? 


und wir gelangen sonach wirklich zu dem Resultat 6,= 6%), (h > x). 
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2. Sei jetat 
P= Oy) + 2H (De) + 2°% [Ve +--+ + 22-1 (Hq) --]} (mod 2) 


ein Hauptreprisentant der Klasse f nach dem Modul 2‘. Wir wollen die 
Invarianten o der Formen ,) durch 


9:9, 01?) On sa, On 
bezeichnen. 
D. Die Invarianten 6, kinnen vermittels der Relationen 
Sony Cal, 2h, + teat) 
und 


69,=1 


durch die Invarianten oe} ausgedriickt werden. 


Beweis: In 1. erhielten wir die Gleichungen 
1 = Of) (h <x), oe a Dime Ge (h > x4); 


dieselben rechtfertigen im Falle 41 den Satz D. vollstandig, wahrend 
sie uns in den Fallen i4>1 eine Gelegenheit zur Anwendung eines 
Schlusses von 4—1 auf 4 verschaffen. Wie wir in Kap. III gesehen 
haben, gehért der Form f%) in derselben Weise die Zahl 4A —1 zu, wie 
der Form f die Zahl 4 entspricht, und es ist sofort klar, da8 der Haupt- 
reprasentant m (mod 2‘) der Klasse f einen Hauptreprisentanten 


gen gh = 2% (Dy) + 2°%[ 4) + +++ + 29%=1() J} (mod 29 


fir die Form 2°4/) mit sich fihrt. Machen wir nun die Annahme, der 
Satz sei richtig fiir Formen mit 4 — 2 von Null verschiedenen Zahlen a, 
so erhalten wir 


lel aaa rs of? (k ae a5 h= 1, <9 1) 
und 
Ce = Lee > 1), 
woraus auf der Stelle die Gleichungen 


k 
Sy n= Oh (hls hh 1. 1) 


und 
ot (k>1) 
hervorgehen; dieselben beweisen zusammen mit den Gleichungen 
6,=0 h=1,..., *,—1) und 65 = 1 


den Satz D. fiir die Form f, welche 4 — 1 von Null verschiedene Zahlen a 
besitzt. 
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3. Je nachdem ,) einen Rest von der Gestalt 


(k) 
Oe 
(Ri) ies Ue 
I (k) -—— (mod y Sop51) 
rhs 
a” 
oder von der Gestalt 
(fk) (k) 
20, : ae , 
(rk) ~ (k) 
a ; 26, 3 
(k) (k) 
er eae, 
= re: 
(Rn) y= a y 26s a (mod Dies, 1-4) 
ee SG yn) 
ota ee, 
2 2 
a 9a 
te aa 


laBt, erhalten die GroéBen 0), wie wir uns leicht iiberzeugen, die Werte 
OS ret Oe (Oy om Ly Om 1 (of 1) 
oder die Werte 


R CD Har 7 Ge Se yee en 2 
( 11) QO; Fag fod ONE Ta eee) phe ie ) aie ®— 1 
Der Fall eines Restes (Ri) kann nur bei geradem x, eintreten. Nehmen 
wir an, von den 4 GréSen x, seien im ganzen A, gerade, nimlich die 
folgenden 
Ly? ae vA ° 
Dann werden alle 4 — A, Formen %,), fiir welche der Index k keiner der 
Zahlen 1,,t,,.--,T, gleich ist, gewiB Reste von der Gestalt (Rr) besitzen. 
Fir die in bezug auf 2 primitive Form f mégen die 1, Formen 


© © nea 
(em)? (n(n) 
Reste von der Art (Ry) lassen, wahrend alle 1 —4, iibrigen Formen ,) 
Reste von der Art (Rx) besitzen mégen. Wir kénnen dann sagen, der 
Form f gehore die Kombination 
[™, Mey +++) X, | 

an, und es ist sofort einleuchtend, daB durch diese Kombination von 
Zahlen x aus der Reihe der Zahlen 1, 2,..., 4) die » — 1 Invarianten 6 
der Form f vollstindig bestimmt sind. Wir erschlieBen daraus leicht 
den Satz: 
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E. Wenn die » — 1 Invarianten 0, und der Index J gegeben sind, so 
fiihren héchstens 
aN) 
gto (< al Fl) 


von den samtlichen 2”-1 verschiedenen Kombinationen 
CAM Cares Ones) 3 e10, — I, 
welche sich tiberhaupt bilden lassen, zu wirklich existierenden Ordnungen 
Tee Re ee 
O: ( jae Ah) teas uF ‘De 
O14) 99) +++) On_4 


In der Tat ist die Anzahl aller tiberhaupt zulassigen Kombinationen 
(6,) héchstens so groB wie die Anzahl samilicher angebbaren Kombi- 
nationen 
[x, Tp» nay) |. 
Diese letztere Anzahl ist aber offenbar gleich 


Shy (ly — 1) ++ ly 4, +1) 


Agal I 


Qo, 


Hieraus geht das Behauptete sofort hervor. 

Wie wir spiter (im Kap. XI) nachweisen werden, ist die Anzahl der- 
jenigen Kombinationen (6,), welche, mit den n — 1 Gréfen 0, und der Zahl I 
verbunden, zu wirklich existierenden Ordnungen fiihren, in der Tat mit 
nur wenigen Ausnahmen gleich 2%, 

Hine dieser Ausnahmen kann eintreten, wenn 4 =A, ist. Alsdann 
sind saimtliche Zahlen x,, x, ..., x, und mithin auch ihre Summe 
%, + % +---+%,=m gerade, und es fragt sich, ob die Kombination 
[1, 2,...,4] eine wirklich bestehende Ordnung zu liefern vermag. Fiir 
diese Kombination miiBte 


6,=2, G&=—1, ..., 6, ,=1, 6,_,=2 
sein, und es miiBten samtliche Reste Da) die Gestalt (Ri) erhalten. Fir 
die Determinanten |,| dieser Formen werden daher die Kongruenzen 


gelten 
ck 
| Da, [es (ed) tod) 
aus welchen sich sofort 


Ry txXgt-++ +H} 


[Pay] | Pe] °° 1% |= C1) RK =(-1)? (mod 4) 


*) Es ist nz, Se eae Heys und wir haben ty > 0, FeO (mod 2), 
also he 2. Demnach kommt n > 24, oder 4, = [+] 5 
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ergibt. Nun ist die Determinante der Form g, wie man leicht erkennt, 
I 
(at eat | Pay | | Pe) | we | D,,) | pac tei (maod 27 res—1) 
[t> 1 a eal 
Wir erhalten hieraus die Kongruenz 


n 
2 


ae Se 


vied (mod 4). 


Beachten wir jetzt die Beziehungen 
d,— sats Omir atiaOs rae On—1 0 25a 
<a eal Ea re fa kel =1 (mod4), 
n=0 (mod 2), 


so gelangen wir zu der Bedingung 


n 


2 


Gein pe 
Py p= C0 nod 4). 


h=1 


Dieselbe liefert den folgenden Ausnahmefall: 
Sobald 4 = A, [n=0 (mod 2)] und 


n 


2 n 
Oo n— I+> 
l l ae =—(—1) ? (mod 4) 
h=1 
wird, fiihren héchstens 2-1 Kombinationen der 6, zu wirklich existie- 
renden Ordnungen, da in diesem Falle die Kombination 


Op 2, dp meil, Tot, 6. =a, 6,27 = 2 


unméglich ist. 

II. Den gewonnenen Resultaten wollen wir jetzt einen Ausdruck 
geben, welcher uns ohne weiteres in den Stand setzt, zu entscheiden, ob 
irgendeine Ordnung O Formen enthalten kann. 

Eine Ordnung 


(on G1, Gg, +++) Op_9, O13 sie, if 
) 
0p =O; %, 03, +++) O29) 13 0 0 


ist nur dann méoglich, wenn die ganzen Zahlen 6,, 0, und I den folgenden 
Gesetzen gehorchen: 

1) Die Zahlen 6, und 6,_10,6,,, sind nicht beide sugleich durch 2 
teilbar (6, relativ prim zu 6,_10,6,41)- 


° “ 6, _,0 o 0 ° 
2) Die Gripen —~ und “ti sind ganze Zahlen. 
ga mel A= 
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3) Wenn n=0 (mod 2) und 6,= 2, 6,=1, ..., 6 _ »=1, 6,_1=2 
ist, so wird 


n 


2 A nm 
(Nee sis) "2 (mod 4). 
hat 

Damit diese Gesetze ohne Ausnahme auch fir h=1 und h=n—1 
gelten, haben wir den 2(n—1) Invarianten 0, und 6, noch je zwei weitere 
Invarianten 0, = 0, 0, =0 und 6, =1, 6, = 1 hinzugefiigt. 

Der Satz 1) zerfallt in zwei Teile: 

«) Wenn 0, = 0 (mod 2) ist, so wird 6, = 1, und wenn 6, = 2 ist, 
so wird 0, =1 (mod 2). 

Hs ergibt sich dieses aus der Relation o,,—1; denn sobald 0, =0 
(mod 2) ist, mu8 A mit einer der Zahlen @, tibereinstimmen, und sobald 
6,=2 ist, muB h von den Zahlen #, verschieden und folglich 0, = 1 
(mod 2) sein. 

6) Wenn o, = 2 ist, so wird 6,_; = 1, 6,,, =1. 

Dies erkennt man sofort aus dem Satze D. und den Werten, welche 
die GréBen 0, annehmen kénnen. 

Den Satz 2) kénnen wir auch folgendermafen aussprechen: 

He ist’ 6,0, = %,_ 19; % 44 = 919,41 (mod 2); 
oder: 

Wenn 6,_1+ 4,41, also 6,_,6,,, = 2 ist, so muB 0,=0 (mod 2) sein; 
oder: 

Wenn 6,_,0,6,4, durch 2 und nicht durch 4 teilbar ist, so wird 
6,-1=1, 64,=1. 

Die Werte der 0,” zeigen, daB stets 6,_, = 6,,, ist, sobald h keiner 
der Zahlen &, gleich ist; es kann demnach nur dann o,_, + 6,,, sein, 
wenn h mit einer der Zahlen #, iibereinstimmt, also 0, =0 (mod 2) ist. 

Aus den Gesetzen 1) und 2) 1&Bt sich der Satz E. von neuem herleiten. 


Kap. V. Siitze iiber Hauptreste. — Grundformen fiir einen Modul N. 


Die Hauptreste einer primitiven Formenklasse f besitzen eine Reihe 
interessanter Higenschaften, von denen wir einige in dem Folgenden mit- 
teilen wollen. 

I. Wir setzen die héchste in dem Produkt o,_,0,0,...0,_, auf- 
gehende Potenz einer Primzahl qg gleich g*®; fiir ein ungerades g = p 
wird diese Potenz offenbar gleich ’-1®, dagegen fiir g=2 gleich 
6, 1° 2%-1@. Je nachdem eine Zahl g' < g¢@ oder > q*® ist, treten in 
den Hauptresten von f fiir den Modul g‘ mittlere Koeffizienten auf, welche 
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durch den Modul q‘ teilbar sind, oder es ist keiner dieser Koeffizienten 
durch q‘ teilbar. Aus diesem Grunde beschriinken wir uns auf die Unter- 
suchung von Moduln N, deren Primfaktoren qg‘(t> 0) die Potenzen g@) 
tiberschreiten. 

Hs mige die Form g einen Hauptreprisentanten der primitiven 
Klasse f in bezug auf einen derartigen Modul N bedeuten. Wir bezeichnen 
die aus den ersten h(=1,2,...,) Horizontal- und Vertikalreihen der 
Form g gebildeten symmetrischen Unterdeterminanten darch 6,d,_19,, 
und wir setzen noch g,=1. Die Zahl g, ist gleich (—1). 

Die simtlichen n+ 1 Grofen go, (h=0; 1,2,...,m) sind offenbar 
ganze Zahlen, und wir behaupten: 


1. Die »+1 Zahlen 
Pos Pir Par: ++) Pn—1> Pr 


fallen simtlich zu WN relativ prim aus. 

Zunichst mige N aus einer einzigen Primzahlpotenz gq‘ (> q°) be- 
stehen. Hin Blick auf die Hauptreprisentanten g zeigt uns, daB die 
Determinanten o,d,_,9, sich fiir ein g'=p‘ als Produkte aus den Po- 
tenzen p%*-1®) und aus zu p primen Zahlen darstellen, wihrend sie fiir 
ein g' = 2’ gleich Produkten aus den Potenzen o,- 2%-1@ und aus un- 
geraden Zahlen werden. Hieraus schlieBen wir, daB die gm, in der Tat 
zu der Primzahl q relativ prim sind. Falls N sich aber aus mehreren 
Primzahlpotenzen q' (> q°) zusammensetzt, so ist der Hauptreprisentant 
g fiir den Modul N zugleich Hauptreprasentant fiir jeden dieser Moduln q’. 
Nach dem soeben Gesagten sind daher die GréfBen g, zu jeder der Prim- 
zahlen q prim, und sie werden demnach auch zu der Zahl N relativ 
prim sein. 

Die nm mittleren Koeffizienten einer beliebigen quadratischen Form 


n(™—1) soitlichen Koeffizienten dieser Form und 


konnen stets durch die 


durch die aus den ersten h(=1,2,...,) Reihen dieser Form gebildeten 
symmetrischen Unterdeterminanten ausgedriickt werden. Beachten wir die 


besonderen Werte, welche die n("—}) seitlichen Koeffizienten in einem 


Hauptrest fiir den Modul N besitzen, so gelangen wir zu dem folgen- 
den Satze: . | 

2. Wenn die Form g einen Hauptreprisentanten der Klasse / fiir 
den Modul N vorstellt, so kann vermittels der »+1 zur Form p ge- 
hérigen Zahlen ~,(h = 0; 1,2,...,) ein Hauptrest der Klasse f fiir den 
Modul NV gefunden werden. 

Ist N beispielsweise ungerade, so liefert ein Hauptreprasentant 
(mod N) uns den Hauptrest 


Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. I. 
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(mod NV). 


on Pn 


gt pa 
hae i ee 


O:0,h 0 


Ein wenig umstandlicher gestaltet sich der Ausdruck des Hauptrestes 
(mod NV) durch die GréBen g,, wenn der Modul N gerade ist und nicht 
alle Invarianten 6, der Form g gleich 1 werden. Wenn N = 2’ ist, 
miissen wir, um vermittels der Zahlen g, eimes Hauptreprisentanten 
einen Hauptrest zu finden, so viele willkiirliche ungerade Zahlen Y% ein- 
fiihren, als es Invarianten 6, gibt, welche gleich 2 ausfallen. 


Wir nennen eine Form p(~f) eine Grundform der Klasse f fir 
einen Modul N, sobald die aus den ersten A Horizontal- und Vertikal- 
reihen der Form wy gebildeten symmetrischen Determinanten Werte 6,d,_,¥, 
erhalten, in welchen die Zahlen w, zu N relativ prim sind. 

Es ist leicht eimzusehen, daf die Klasse f fiir einen jeden Modul N 
Grundformen enthalt; denn treten in dem Modul WN die Primzahlen 
G1, Is)+++,Q, auf, so bildet nach dem Satz 1. offenbar jeder Haupt- 
reprasentant in bezug auf einen Modul Near ge. g.* [%, > GQ,), 
e=1,2,...,¢] eine Grundform fiir den Modul N. 

Wir haben die folgenden Sitze: Hine Grundform fiir einen Modul NV 
ist Grundform fiir alle in N enthaltenen Faktoren; und umgekehrt: Hine 
Form, welche fiir gewisse Primzahlen q eine Grundform ist, stellt auch 
fiir jeden Modul N, der nur durch diese Primzahlen gq teilbar ist, eine 
Grundform vor. 

Mit Hilfe von Betrachtungen, welche denen in Kap. II angestellten 
analog sind, kann man den Satz beweisen: 

3. Jede Grundform wy fiir einen Modul N kann vermittels einer Sub- 
stitution 


2 3 
Mi Sis See evaelys Sh: 
3 
Lye sae ase 
S= 
1,..., 8} 
1 


in einen Hauptreprisentanten g fiir einen jeden Modul N,, der keine 
anderen Primzahlen enthalt als der Modul N, tibergefiihrt werden. 


, 


Man sieht, daB die Substitution S die Werte der +1 GréBen y, 
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ungeandert labt, so daB fir die Form gy = SyS die Relationen oy, = y, 
gelten. Da nun einerseits nach 2. aus den Groen gy, eines Hauptrepri- 
sentanten gm (mod Ny) sofort ein Hauptrest der Klasse f fiir den Modul N, 
gefunden werden kann und andererseits die Zahlen wv, der Grundform w 
(mod N) mit den Zahlen g, tibereinstimmen, so kénnen wir auch un- 
mittelbar von der Grundform yw ohne Zuhilfenahme der Form g zu 
Hauptresten der Klasse f fiir den Modul N, gelangen, und wir erhalten 
den Satz: 

4, Hine jede Grundform y (mod NV) fiihrt unmitielbar zu Hauptresten 
in bezug auf jeden Modul N,, welcher keine anderen Primzahlen enthilt 
als der Modul UN. 

Insbesondere schlieBen wir hieraus: 

F’. Hine jede Grundform yw fiir eine Primzahl q liefert Hauptreste fiir 
alle Moduln gq’. 

Die Bestimmung einer Grundform yw fiir eine Primzahl gq kann sehr 
leicht geschehen. Denn es besteht der folgende Satz, in welchem 4(q) — 1 
die Zahl der durch q teilbaren GréBen 6,_,0,6,,,(h=1,2,...,—1) 
bezeichnet: 

Hine jedé primitive Form f kann durch héchstens n — 4(g) Substitu- 
tionen von der Art 


eee Loa ,y be a, 1 8, 2, = 2, (h +1, k) 
und durch héchstens n — 1 Substitutionen von der Art 
Evia X= 2p, Bey = — By 3 &, = X, (b= 1, m) 


in eine Grundform yw fiir die Primzahl qg transformiert werden. 

Die Substitutionen P,,,, sind offenbar sehr einfach auszufiihren, da 
sie im Grunde nur eine Vertauschung zweier Reihen der quadratischen 
Koeffizientensysteme bedeuten. 

II. Wenn fiir eine primitive Form f die Zahl 6,_,0,¢,,, durch eine 
Primzahl q teilbar ist, so gibt es unter den h-reihigen symmetrischen 
Determinanten D,(f) der Form f solche, fiir welche die Zahl oA 
gu q relatiy prim wird. 

Beweis: Es sei zunichst g=p. Ein Hauptreprasentant g (mod 
p' > p*)) der Klasse f laBt einen Rest 


a, 
ed 
+ Wy +--+ + Wp, — 
oa jot 2 h 1d), (mod t 
eee 71 + We Fess + OR vy P} 
£ A+) 
sont 
Wy + We $i++ + Wyn — 
pr 2 n lq, 
3* 
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Aus demselben ersehen wir, daB die héchste Potenz von p, welche in 
der Determinante 
(Po?) 6d 
AC He ae yan an 
aufgeht, gleich p%-1 ist, wahrend die héchste, in allen tibrigen h-reihigen 
Determinanten is 00: : 
(a CN or *) 
PON tee 
der Form q enthaltene Potenz von p gleich p%-1+% wird. 
Geht g in die Form f durch die Substitution 


n 
= k 
5; = >a, Uy, 
k=1 


liber, so bekommen wir fiir die symmetrischen h-reihigen Unterdeter- 
minanten der Form f die Gleichungen 
Sy figs i a Lh) ft Is) 
415 te += a a Py) Oar sel Bee Bae oil Fs 
Pda ae Te) antec aiteh i, (Key 5 yy» ++ Ky) 
Dh, b,..-b) = oe : 


(1 D2 ash) cd ier) 
Dieselben liefern infolge der soeben gemachten Bemerkung die Kongruenz 


Dil, l,, SAR l,) as, 6,4, 1:A4(4, ly, ee -,4,) 


= 6,4,_1Pr° Gales ; c eal (mod p*— bap) 
oder 


by by vo 2 
(2) A(l,, l,, cay l,) = ,° Gs : 5 (mod pene), 
dears 


Die Zahlen U ve 2 ise: a kénnen keinen gemeinsamen, von 1 ver- 
schiedenen Teiler ee Nee ein solcher Teiler miifte zugleich die 
Determinante |w,*| teilen, und diese kénnte mithin nicht gleich 1 sein. 


Hs miissen sich demnach unter den Zahlen U st ae “ solche be- 
Bes 
finden, welche zu p prim ausfallen. Wenn nun die GréBe 6,_10,6,,1 
durch p teilbar ist, so wird offenbar ,(p) >1, und es entspricht alsdann 
infolge der Kongruenz (2) einer jeden durch p nicht teilbaren Zahl 
(i; ls, Dd OY l,) 
Ges Cont) 
aus erhellt die Richtigkeit unseres Satzes fiir den Fall g = p. 
Wenn gq = 2 ist, so gelangen wir durch Betrachtung eines Haupt- 
reprasentanten gm (mod 2‘> 2¢@)) in ahnlicher Weise zu einer Kongruenz 


(3) A(l,,l,,...,1,)=9,-X? (mod 6,_, 26 


eine durch p nicht teilbare Zahl A(J,,0,,...,1,). Hier- 


yee 
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und diese Kongruenz zeigt uns, da8 unter den GréBen EEE 1) 
sich ungerade befinden miissen, sobald 6, 19,9,,; =0 (mod 2) wird. — 
Dieses letzte Resultat erhalten wir einfacher, wenn wir beachten, daf 
einerseits o, gleich 2 sein miiBte, sobald alle A(i,,1,,...,1;) gerade 
werden, waihrend andererseits nach Kap. IV, Absatz II zu einem 6,_,0,6 
= 0 (mod 2) stets ein o, gleich 1 gehdrt. 

Aus jeder Grundform ~ in bezug auf eine Primzahl g kénnen wir 
nach dem Satz F. fiir einen jeden Modul gq’ Hauptreprisentanten g _her- 
leiten, deren Zahlen gy, den Zahlen ~, gleich werden. Infolge dieses 
Umstandes diirfen wir die Kongruenzen (2) und (3) durch die Kon- 
gruenzen 


h+1 


D 
«) PD _ Af) = yy. Xf (mod pr’) 
und 
D 
(6) DvD — ap) = uy Xf (mod 6,21) 


ersetzen, welche resp. fiir eine Grundform w (mod p) und w (mod 2) gelten 
werden. 


nm—1 
Fiir eine Grundform ~ in bezug auf den Modul 2 [fo, miissen 
A=1 


offenbar simtliche Kongruenzen (4) und (5) zu gleicher Zeit statthaben, 


: nm—1 
und wir bekommen daher fiir eine Grundform w (mod 2 TTo,) die Be- 
h=1 


ziehungen 

Pi _ A (f) =v,» XK? (mod 6,_ 1,641); 

Ca ae oa h epee alt h h—-1’AYA+S1/) 
dieselben liefern uns fiir irgend zwei beliebige Zahlen A;(f) und Aj (f) 
eine Kongruenz 


Arif) Ai(f) = [On AP (mod 6, 10,6441): 


Kap. VI. Formengruppen fiir einen Modul WV. — Charaktere. 


I. Zwei Formen » = {«,,} und y ={B,,} heiBen kongruent nach emem 
Modul N, wenn sie den ‘simtlichen Kongruenzen «,,= 6,, (mod N) ge- 
niigen, d. h. wenn sie fiir den Modul N den nimlichen Rest ergeben. 
Gleicherweise nennen wir zwei Formenklassen f und g fiir einen Modul NV 
kongruent, wenn sie irgend zwei nach diesem Modul N kongruente Re- 
priisentanten enthalten. Wir driicken die Kongruenz zweier Formen 
und w durch das Zeichen = [py =wv (mod N)] und die Kongruenz zweier 


Klassen f und g durch das Zeichen ~ [fg (mod N)] aus. 
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Wir beweisen den Satz: 
Wenn fiir irgend zwei Reprasentanten gy und ~ zweier Klassen / 


und g eine Kongruenz 
p =v (mod N) 


besteht, so kann zu jeder Form f, der einen eine Form g, der anderen 
Klasse bestimmt werden, welche ihr nach dem Modul N kongruent ist. 

Denn wenden wir irgendeine Substitution S gleichzeitig auf beide 
Formen g und w an, so gehen dieselben in zwei Formen gq (~ @) und 
%)(~ w) tiber, welche ebenso wie m und w einer Kongruenz 

Po = H% (mod N) 
gentigen. Nun kénnen wir S so wahlen, daB gy) =f, wird. Dann wird 
das betreffende ~, der Klasse g gleich g, =f, (mod N) werden. 

Nach diesem Satze enthalten zwei Formenklassen, welche fiir einen 
Modul N kongruent sind, lauter gleiche Formenreste fiir den Modul N, 
Daraus folgt: 

G. Sind zwei Formenklassen g, und g,, einer dritten Formenklasse f 
nach dem Modul N kongruent, so sind sie auch untereinander nach dem 
Modul N kongruent. 

Denn ist g, Sf (mod N) und g, Sf (mod N), so stimmen sowohl 
die Reste der Klasse g, fiir den Modul N als auch die Reste der Klasse g,, 
fiir den Modul N vollig mit den Resten der Klasse f fiir den Modul N 
tiberein. Hs werden demnach auch die Reste der beiden Klassen g, und g,, 
fiir den Modul N einander gleich sein, d. h. es wird wirklich g,~g,, (mod NV) 
werden. 

Der Satz G. zeigt uns die Méglichkeit einer Einteilung aller Formen 
in eine endliche Anzahl von Gruppen in bezug auf einen Modul N, in- 
dem wir zwei Formenklassen in dieselbe oder in verschiedene Gruppen 
(mod N) aufnehmen, je nachdem sie in bezug auf N kongruent sind oder 
nicht. Hs werden alsdann simtliche Klassen einer und derselben Gruppe 
modulo N untereinander kongruent sein, wahrend zwei Klassen aus ver- 
schiedenen Gruppen modulo N inkongruent sein werden. 

Es leuchtet ein, da die Anzahl aller verschiedenen Gruppen fiir 
einen Modul N, zu welchen wir durch diese Hinteilung gelangen, not- 


n(n+1) 
wendig eine endliche ist. Denn es gibt gewiB nicht mehr als N ? 


verschiedene Gruppen fiir den Modul N, da doch eine jede quadratische 


n(n +1) 
Form f= {a,;,} nach dem Modul N mindestens einer der N 2 Formen 


(B,,} (Ry,= 1, 2,...,.N) kongruent sein muB. 
IJ. Wenn der Modul N ein Produkt aus c¢) zueinander relatiy primen 
Zahlen N,, N,, ..., N,, ist, so erfordert das Bestehen einer Kongruenz 
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fg (mod N) 
das gleichzeitige Bestehen der c, einzelnen Kongruenzen 
f29 (mod 7) (c=1, 2, +++) Cy), 


und umgekehrt findet die erstere Kongruenz wirklich statt, sobald die c 
letzteren Kongruenzen simtlich erfiillt sind. 

In der Tat ist jeder Rest der Formenklassen f und g in bezug auf 
den Modul N zugleich Rest dieser Formenklasse fiir die simtlichen 
Moduln N,. Ist also fg (mod N), so wird auch fg (mod N,) sein. 

Falls umgekehrt die ¢, Kongruenzen 

f=g (mod N,) (Gm l, 2, 3, 6) 
alle erfiillt sind, so kénnen wir zuniichst in der Klasse f gewiB c, Formen 
gy, und in der Klasse g ebenfalls c, Formen y, angeben derart, daB die c, 
Kongruenzen 

9,=¥, (mod N,) (Geetle 2,0 3-5 Cy) 
statthaben. Darauf kénnen wir nach Kap. I, Absatz I in den Klassen f 
und g je eine Form y und 7~ angeben, welche den Kongruenzen 

y=, (mod N,), p=y, (mod N,) (c=1, 2,..., &) 
geniigen. Die Koeffizienten dieser beiden letzten Formen gp und jy sind 
nun in bezug auf die sémtlichen zueinander primen Moduln N,, also auch 
in bezug auf den Modul N= N,N,...N,, kongruent; mithin wird 

g=y (mod N), 
und hieraus ergibt sich auf der Stelle 

f=g (mod N). 

Wahlen wir fiir die Zahlen N, die verschiedenen in N enthaltenen 
Primzahlpotenzen g‘, so zeigt sich, da& die Untersuchung von Gruppen 
fiir einen beliebigen Modul N auf die Untersuchung von Gruppen in bezug 
auf Primzahlpotenzen gq‘ hinauslauft. 

III. Wir wollen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir 
die Kongruenz zweier Formenklassen nach einem Modul N auffinden. 
Nach Aufstellung dieser Bedingungen werden wir dazu tibergehen, zu 
priifen, ob es verschiedene Formenklassen von demselben Index J gibt, 
welche nach allen tiberhaupt méglichen Moduln kongruent sind, und aus 
diesen nach jedem Modul kongruenten Formenklassen werden wir die 
Genera yon Formen bilden. 

Nehmen wir an, die Klassen f und g seien nach dem Modul N kon- 
gruent, und setzen wir ferner, der gréBeren Kinfachheit halber, voraus, 
daB f und g in bezug auf N primitiv sind und daB die Faktoren q‘ (¢>0) 
von N fiir ein g=p die Potenzen p’-1'?) und fiir em g=2 die Po- 


: 2’n—-1), welche den Formen f und g entsprechen, tibersteigen. 


tenzen 
0 


n= 


40 Zur Theorie der quadratischen Formen. 


1. Nach den soeben bewiesenen Sitzen besitzen die Formenklassen f 
und g fiir einen jeden der in N aufgehenden Moduln g’ vollstandig die- 
selben Reste und folglich auch dieselben Hauptreste. Aus der Gestalt 
dieser Hauptreste fiir die Moduln g‘(>q°) kénnen wir aber die Werte 
der Zahlen 

GAG oy as se 
und, wenn q = 2 ist, auch die Werte der Zahlen 

Oy, Og, - ++) O15 
welche zu den beiden Klassen f und g gehéren, unmittelbar ablesen. Folg- 
lich miissen die Formen f und g fiir alle in N aufgehenden Primzahlen g¢ 
dieselben GrdBen g® und, falls q=2 ist, auch dieselben GréBen o, 
darbieten. 

2. Es seien A(f) und A(g) die Determinanten der Formen f und g. 

Fir A(g) =|0,,| besteht die Beziehung 


n 1,n 
04g) ZN 
Aw) => bi Te + 2D bs 
i=1 


i<k 


Hierin ist die gréBte Potenz einer Primzahl q, welche in allen aoe P 


2% aufgeht, fiir ein q =p gleich p-2'%) und fiir ein g=2 gleich 
6, 2%-2), Verandern wir also die Koeffizienten der Form g um Viel- 
fache der GréBe q', so wird die Determinante von g sich um Vielfache 
der GréBe p'+n-2(?) oder der GréBe o,_, - 2'+n-2() inden, je nachdem 
q=p oder g=2 ist. Krinnern wir uns, daB es zu f aiquivalente Formen f, 
gibt, fiir welche fy =g (mod NV) ist, so schlieSen wir daraus im Falle 
q=p die Kongruenz 
A(f) =A) (mod p't nal) 
und im Falle g=2 die Kongruenz 
A(f)=A(g) (mod 6,4» 2+%-20) 

3. Man kann gewisse als Funktionen der Koeffizienten der Formen f 
und g ausdrtickbare Kinheiten angeben, welche fiir f und fiir g dieselben 
Werte annehmen. 

Wir bezeichnen durch 6,d,_,A,(f) die symmetrischen h-reihigen 
Unterdeterminanten, welche sich aus dem quadratischen System der 
Form f bilden lassen, und durch o,d,_,(f,) alle aus h Reihen einer be- 
liebigen Form der Klasse f bestehenden Unterdeterminanten. Die Reste 
der Zahlen 6,d,_,(f,) fiir einen Modul N sind offenbar durch die Reste 
der Formenklasse f fiir den Modul N schon voéllig bestimmt. Wenn also 
zwei Formenklassen f und g fiir den Modul N gleiche Reste lassen, so 
nehmen auch die Zahlen o6,d,_,(f,) und 6,d,_,(g,) fiir den Modul N 
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kongruente Werte an. Daher sind die Eigenschaften der Kongruenzen 
6,4, _s(f,) = %,d,_1m, (mod N) 


fiir die Gruppe, welcher die Form f fiir den Modul N angehért, charak- 
teristisch. 

Wir sprechen den Satz aus: 

Wenn die Kongruenz (f,) =m, (mod N,) [1<h<n—1] fir ein be- 
stimmtes m, Lésungen besitzt, so sind auch alle weiteren Kongruenzen 
(f,) =m,Z* (mod Nj) lésbar, in welchen Z eine beliebige zu N, relativ 
prime GréBe bedeutet. 

Denn besitzt die Kongruenz (f,) =m, (mod N,) Lisungen, so muB 
es in der Klasse f eine Form ® geben, welche eine h-reihige symmetrische 
Determinante o,d,_,4,(®) = 6,d,_,m, (mod o,d,_,N,) aufweist. Da die 
Zahl h > 1 und <n —1 ist, kénnen wir annehmen, da in dieser Deter- 
minante Glieder aus einer gewissen, etwa der i‘? Reihe des Systems 9, 
dagegen keine Glieder einer gewissen andern, etwa der k*™ Reihe dieses 
Systems erscheinen. Weil die Zahl Z zu N, relativ prim sein soll, kénnen 
wir eine Zahl Z, bestimmen, welche der Kongruenz 

Z4,=1 (mod N,?) 
oder einer Gleichung 
£221, —8@N,%N=1 
gentigt. Durch die Substitution 
%,= 2%, +2Noe,, 4, = 2 Nou; + 2% 


lz; = Z4;, 4,= . x, (mod Ny) | 


a 


von der Determinante 1 geht dann die Form ® in eine Form 9, iiber, 
in welcher an die Stelle der Determinante 6,d,_,A,(%) offenbar eine 
Determinante 


6,4,_ 1A, (Pp) — 6, 4,1 4,(0)Z” = 6,d,_,m,2°* (mod 6,d,_1 Np) 


getreten ist. Die Zahl A,(®)) ist gleichfalls eine der Zahlen (f,), und 
-es besitzt sonach die Kongruenz (f,) = m,Z° (mod Ny) in der Tat 
Lésungen. 

Aus dem vorstehenden Satz ersehen wir, da8 bei einer Untersuchung 
der Kongruenzen (f,) =m, (mod N,) vor allem der quadratische Charakter 
der Zahl m, in Betracht kommen wird. Nehmen wir beispielsweise an, 
der Modul WN, sei eine Potenz einer Primzahl p (Nj) =p*) und die Kon- 
gruenz (f,) =m, (mod p*) nicht fiir alle zu p primen Zahlen m, lsbar. 
Dann ist diese Kongruenz entweder nur fiir alle solche zu p primen m, 
lésbar, welche quadratische Reste von p sind, oder nur fiir alle solche zu 
p primen m,, welche quadratische Nichtreste von p sind. Wenn wir den 
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Formen f im ersten Fall einen Charakter (”) =+1 zuteilen, dagegen 
im zweiten Fall einen Charakter () =—1, so kann die Hinheit (@) ; 


welche der Form f entspricht, dazu dienen, die Gruppe, welcher die 
Klasse f fiir den Modul p*+-1(”) angehdrt, von anderen Gruppen nach 
diesem Modul zu trennen. 

Wenn wir zeigen sollen, dab die Gripen (f,) einer Klasse f gewisse 
gegebene Charaktere besitzen, so geniigt es, die beiden folgenden Punkte 
festeustellen: 

1. dap die Zahlen A,(p) einer bestimmten Form py der Klasse f wirk- 
lich die gegebenen Charaktere besitzen; 

2. dap, wenn die Zahlen A,(®) einer beliebigen Form ® der Klasse f 
diese Charaktere besitzen, alsdann auch die Zahlen A,(F) aller aus D ver- 
mittels Substitutionen 


ate le i / , t 
Sew: G—=%,, U= ET; + 


hervorgehenden Formen F' dieselben Charaktere besitzen. 

Sind diese beiden Punkte festgestellt, so miissen die simtlichen (f,) 
der Klasse f wirklich die gegebenen Charaktere besitzen. Man sieht dieses 
auf der Stelle ein, indem man von dem bekannten Satze Gebrauch macht, 
daB eine jede ganzzahlige Substitution von der Determinante 1 sich in 
eine Reihe von Substitutionen es zerlegen lat. — Diesen allgemeinen 
Weg zur Entscheidung iiber die HExistenz von Charakteren schlagen wir 
etzt in einigen Beispielen ein. 

Blicken wir zunachst auf die Hauptreprasentanten fiir einen Modul gq’ 
zurtick, so machen wir die folgenden Beobachtungen: 

(q=p). Wenn 0,=0 (mod p) ist, so werden alle Zahlen A,(¢) 
eines Hauptreprisentanten g (mod p'> p’-1()) mit Ausnahme einer ein- 
zigen kongruent Null (mod p), und dieses eine zu p prime A,(@) besitzt 


selbstverstaindlich einen bestimmten Charakter (Faz) ‘ 


(q = 2). Wenn 6,_,0,6,,, =4 (mod 8) ist, so sind die A,(@) eines 
Hauptreprasentanten g (mod 2'>6,_,-2%-1@) zum Teil =O (mod 4), 
zum Teil =d(=+1) (mod4). Wenn 6,_,0,6,,;=0 (mod 8) ist, so 
werden alle A,(p) eines Hauptreprisentanten gy (mod 2’>6,_,- 2-1) 
mit Ausnahme eines einzigen = 0 (mod 4), und dieses eine ist ungerade. 


Im Falle 6,_,0,¢,,, =4 (mod 8) besitzen also die ungeraden A,(p) einen 
An(g)=1 
Charakter (—1) * und im Falle 6,_,0,6,,,=0 (mod 8) zwei Cha- 
aly) —1 


An(9)=1 
raktere (—1) * und a) wihrend die geraden A,(m) in diesen 
beiden Fallen = 0 (mod 4) sind. 
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Diese Bemerkungen, welche sich unmittelbar aus der Gestalt der 
Hauptreprisentanten g ergeben, lassen vermuten, da einer Formen- 


klasse f im Falle 6,_,0,6,,; =90 (mod zy ein Charakter (“), im Falle 


we 


65-17 O41 = (mod 4) ein Charakter (— 13 und im Falle 6,_,0,¢,,,=0 
(mod 8) ein Charakter lel angehért. Wir bestitigen diese Vermutung, 
h 


indem wir den Satz beweisen: 
Ist 6,_10,6,,,;=0 (modp) oder =O (mod 4) oder =0 (mod 8), 
so besitzen die GréBen A,(J’) einer Form 7’, welche aus einer anderen 


Form ®(~f). vermittels einer Substitution oe. hervorgeht, dieselben 
quadratischen Charaktere in bezug auf die Moduln p oder 4 oder 8 wie 
die Zahlen A,(). 
Beweis: Die h-reihigen symmetrischen Unterdeterminanten der 
Form F, 
On ait i D,( eee =a 
Figs Fyy vey Bain 
werden gleich den GréBen 


6 6 d Y ay § 0» 1) ? a) 
( ) A~h—1 h (0) bi ae a ie ’ 
sobald sich unter den Zahlen ky, k,, ..., 4, , entweder sowohl 7 als k 


oder weder 7 noch k befinden; dagegen werden diese Determinanten gleich 
den GréBen 


hg ay & Coat ae Biel kv hie, & 
7 Do(,’ 1? ? 4) 42D if 1) “*) +D ee 1 ? = 
0) Oy yy sey My i Key Heyy voy By_y Ki heyy +e) hay 
ar O,4y_4 (,/ ae % ob," Tk ©,”), 
sobald k, = 7 wird. Hs ist klar, daB unser Satz fiir diejenigen Zahlen I’, 
statthat, welche aus den ersteren GréBen Dy entspringen, da sie mit ge- 
wissen der Zahlen ©, iibereinstimmen. Die Zahlen /’, dagegen, welche aus 


~ den letzteren Gréfen Dy entspringen, gewinnen mit Hilfe des bekannten 
Determinantensatzes 


3 ? ae ba) De (: ky, ee) wh [De 2 I, heyy 
Sh raly, eh Leb ee lee ie tere halt 
= De ee tony af) iy, fe “ Kigy ees im 
hig 0+) My _y dy Wey Key, v0 cy Mya 
oder 


(8) 6,°9, 0," — CH = Oy 40,07 ug O,-1P rai) 
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die Gestalt 


Yaga e 2 
, a 6,197 Gn 41° Pre 1 Pht 
F,=9, (4 2 ") + ao) 


— 6,9; 
Uaihh oy 
” ; 64-1 9749p 41° Pr—1 O41 | 
F,=0,"(1 4 245) + ths 


Ist jetzt zunichst 0, =0 (mod p), so sind die Zahlen ©,’ und ©,” 
entweder beide = 0 (mod p), oder es wird wenigstens eine derselben 
relativ prim zu p. Im ersteren Falle wird infolge der Kongruenz 


6,20, 0," — (0/”)? =0 (mod o,) 
auch 7” =0 (mod), und der Ausdruck F, = 0,'+ — = Oy ©,” ist 
also gleichfalls =O (mod p); im letzteren Falle ist airtel 
ess Te Sad ses decay On—1 OnGng1 Pr-1PA41 
oO) oder 38 6/’ 


durch p teilbar, und F, erhalt daher einen Wert 


nn BL 
=0/ (14-45) oder =," (14%) (modp). 
In beiden Fallen besitzt offenbar J’, keinen Set quadratischen Charakter 
in bezug auf p als die Zahlen 9,. 

Sobald 6,_,0,6,,, =4 (mod 8) oder =O (mod 8) wird, ist die Zahl 6, 
immer gleich 1. Wird hier eine der Zahlen ©,’, ®,” ungerade, so ist 
das betreffende F’, nach dem Modul 4 oder 8 entweder 

FLAP UA) 
= 0, (1 Ae t] oder =,” (1 4- ihe 
wenn dagegen ©, sowohl als ®,” kongruent Null (mod 4) wird, so ist 
wegen 0,0,” — (,")? =0 (mod 6,_10,6,,1) 2” gerade, und der Aus- 
druck F, = 0, + 265"-+ 0,” erhilt gleichfalls einen Wert = 0 (mod 4), 
Demnach besitzen die F’, immer dieselben quadratischen Charaktere fiir 
den Modul 4 oder 8 wie die 9,. 

Aus dem Satze I] (Kap. V) ersehen wir noch, daB die Charaktere, 
welche wir soeben betrachtet haben, leicht aus einer jeden vorgelegten 
Form f erschlossen werden kénnen, ohne daB es nétig ware, f einer 
linearen Transformation zu unterwerfen. Denn sobald 0, =0 (mod p) ist, 
gibt es unter den GriSen A,(/), welche ja selbst Zahlen (f,) sind, solche, 
die zu p relativ prim werden und fiir die demnach (“X2) = (4) ist ; 
und ahnlich gibt es in den Fallen 6,_,0,6,,,=0 (mod 4) oder =0 (mod 8) 


unter den GréBen A,(f) immer ungerade, fiir welche also resp. 
AnG)=1 a) =1 


Cae — (= 1) * und (a) = (a5) 


wird. 
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Eine zweite Methode zur Herleitung der Charaktere 


(Fr) = 1 
eo eee) 


ergibt sich unmittelbar aus den Formeln (2) und (3) des Kap. V. 

AuBer den Charakteren, die wir bisher gefunden haben, gibt es noch 
eine Reihe weiterer Charaktere, deren Existenz mit Benutzung des quadra- 
tischen Reaiprozitdtsgesetzes durch ein analoges Verfahren nachgewiesen 
werden kann. Wir behalten uns vor, die hierauf beziiglichen Bemerkungen 
bei einer anderen Gelegenheit ausfiihrlicher darzulegen. 

Jetzt wenden wir uns dazu, den Fall h =1 der Kongruenzen 
(f,) =™, (mod N,) zu diskutieren. 


Kap. VII. Uber die Anzahl der Lisungen der Kongruenzen 


f= > aun X.=m (mod JN). 


ik=1 
I. Wir bezeichnen die Anzahl simtlicher fiir den Modul N inkongruenten 
Lésungssysteme (X,) der Kongruenz 


f= 5 a,, X; X, =m (mod NV) 
ik=1 
durch f{m; NV}. 
Gehéren die Formen f und g zu derselben Gruppe nach einem 


Modul J, so wird 
(9) f{m;N} =g (m;N}. 


Denn es mége die Form f durch die Substitution x, = >) sty, in 
k=1 


eine iquivalente Form f,=g (mod N) iibergehen. Wir gewinnen dann 
aus einem jeden Systeme (Y,) (mod N), fiir welches g(Y,)=fy(¥,) =m 


“yy 
(mod N) wird, ein bestimmtes System X, — s' Y, (mod N), fiir welches 
k=1 


f (X,) =m (mod N) wird, und aus zwei modulo N verschiedenen Systemen 
(Y,) gewinnen wir wegen |s,‘|=1 stets zwei modulo N verschiedene 
Systeme (X,). Folglich wird f{m;N} >g{m;N} sein. Aber auf die- 
selbe Weise schlieBt man f {m;N}<g{m;N}, woraus sich die zu be- 


weisende Gleichung ergibt. 
Die verschiedenen Zahlen f{m; N}, welche einer bestimmten Form / 


angehéren, hingen einesteils von der Ordnung, andernteils von den Cha- 
rakteren dieser Form ab. Um dies zu zeigen, tun wir gut, anstelle der 
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GréBen f{m;.N}, welche im allgemeinen ziemlich kompliziert ausfallen, 
Narbindanaed derselben einzuftihren, welche sich in einer einfacheren und 
iibersichtlicheren Weise ausdriicken lassen. Zu solchen Verbindungen ge- 
langen wir durch Hinzuziehung von Hinheitswurzeln. 


Es moége die GréBe 
2nt 


en = cos <7 + i sin, 


welche eine primitive N® Hinheitswurzel vorstellt, gleich ry gesetzt werden. 
Wir wollen die Summen 


(10) FM) rWA + (BM) eye +--+ F( NSW) ry 


= Dif (mj N) ry = 705) 


betrachten, in welchen hf eine ganze Zahl bedeutet. 

Infolge der Gleichung r¥ =1 nehmen diese Summen /(h; NV) fiir 
zwei nach dem Modul N kongruente Zahlen h gleiche Werte an. Erteilen 
wir der GréBe h die N fiir den Modul N inkongruenten Werte 1, 2,..., N, 
so entstehen im ganzen N GréBen 


(1;N), f(2;N),.-. f(N; N), 


durch welche sich umgekehrt die Zahlen f{m; N} ausdriicken lassen. 
Wir bekommen 


(11) f{m;N} = ~~ > F(hs Ny ry. 


Die Gleichungen (10) und (11) zeigen, daB die Untersuchung der 
GréBen f{m; N} vollstiindig auf eine Untersuchung der Groen f(h; N) 
hinauskommt. 

Fir zwei nach dem Modul N kongruente Formen f und g liefert 
die Gleichung (9) die Relationen f(h; N) =g(h;.N). Beachten wir, daB 
eine jede Form g, welche der Kongruenz gf (mod N) geniigt, einen 
Rest der Klasse f in bezug auf den Modul N vorstellt, so kénnen wir 
den Satz aussprechen: 

H. Ist p ein beliebiger Rest der Klasse f, so gelten die Gleichungen 

fh; N)= (hy N) und f{m;N} =o {m; Nj. 

Es hat die Identitat 


N 1,N 


(12) St (ms Ny rns = > ge 


m=1 &; 
statt, sobald in der zweiten Summe jede der Variablen —. ein vollstin- 
dines Restsystem nach dem Modul N durchlaiuft. — Denn erteilen wir einer 


Grundlagen fiir eine Theorie der quadratischen Formen. 47 


jeden GrdBe £; die simtlichen N Werte = 1, 2,..., N (mod N), so nimmt 

f(&) je f{1; N}-mal einen Wert =1 (mod N), je f{2; N}-mal einen 

Wert = 2 (mod N), usf., je f{N; N}-mal einen Wert = N (mod NV) an. 
1,N 


In der Summe rf) wird demnach je f{1;.N}-mal ein Glied vy? 


je f{2; N}-mal ein Glied r3;*, usf., je f{N; N}-mal ein Glied r¥* auf- 
treten, und daraus ergibt sich die Gleichung (12). 
Die Identitat (12) liefert, mit der Gleichung (10) verbunden, eine 
neue Definition der GréBen f(h; N), namlich 
os 
f(y N) = Diryo.*) 
bi 
Aus dieser Gleichung flieBt leicht der folgende Hauptsatz, durch 
welchen die Bestimmung dieser GréBen auBerordentlich erleichtert wird: 
J. Wenn die quadratische Form f nach dem Modul N in eine Summe 
von quadratischen Formen f, [[mit getrennten Variablen]| zerfallt: 


fE) = Dif) (mod ¥), 
so wird ce 
fa; ¥) = |] £.0;). 


Denn bezeichnen wir die Variablen der einzelnen Formen f, mit &, 
so erhalten wir die Relationen 


1,N 
(s) 
f(b; N) = >) hte GP) GS Leo ee ct) 
ED 


deren Multiplikation unmittelbar 


1,N ; £(s) 1,N 
Sie Gi lis > nie = f(h; N) 
&(3) & 

ergibt. 
Il. Die GréBen f(h; N) sind infolge der Beziehung 7} = 1 unab- 
hiingig von den besonderen Restsystemen, welche von den einzelnen Variablen 
& durchlaufen werden. Wir schlieSen aus diesem Umstande die Sitze: 


1) Wenn N, ein Teiler von XN ist, so gilt 
N\-" Nie 
(13) f (0; Mo) = (3) f(hH3 4) 


*) Die Summen f(h; N) sind von Herrn Weber im Band 74 des Orelleschen 
Journals behandelt worden. 
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Bekanntlich setzt sich ein jedes vollstindige Restsystem fir den 


Modul N aus = vollstindigen Restsystemen fiir den Modul N, zusammen. 


Es ist daher ea ae 
CY A— f(&) N\n 
No i = |{— . hf (4) 
Sako Sacw 
und hieraus geht sofort die Gleichung (13) hervor. Wenn insbesondere 
N eine Primzahlpotenz q‘ ist, so folgt fiir ¢>% 


fh; ae) = g "@-*) . f(g’ *; 9°). 


f(hZ*; N) =f(h; N), 
sobald Z eine zu N relativ prime Zahl bedeutet. 
Wegen f(Zz,) = Z*f(a,) ist die Grobe f(hZ*; N) gleich der Summe 
1, 
pr F(Z) cs 


2) Hs ist 


Setzen wir nun Zx,=&, (mod N), so werden offenbar die Zahlen &; zu- 
gleich mit den Zahlen w, vollstaindige Restsysteme nach dem Modul N 
durchlaufen. Also wird diese Summe gleich f(h; N) sein. 

3) Wenn die Zahl N ein Produkt aus ¢, zueinander relativ primen 
Zahlen N, ist, so wird 


f(b; N) = [102 Wy). 


Beweis: Wir wollen die Zahlen 2 =, setzen. Jede dieser Zahlen L, 


ist offenbar zu der entsprechenden Zahl N, relativ prim, wihrend sie durch 


alle iibrigen GréBen N.«(c* + ¢) teilbar ist. Wenn wir in dem Ausdrucke 
E= Lk 4+ 12 +-.-4+D,8@) (mod N) 

die GréBen & vollstindige Restsysteme nach den Moduln N, durchlaufen 

lassen, so erhalten wir N Zahlen, welche ein vollstindiges Restsystem 

fiir den Modul N bilden. Denn es kénnen nicht zwei von diesen N Zahlen 

nach dem Modul N kongruent sein, da aus einer jeden Kongruenz 


Lk = SL,§ (mod N) 
MGs LE (od ave) 
oder, weil die Zahlen ZL, zu den Gréfen N, relativy prim sind, 
Bee a) God aN, 
folgen wiirde. Wir diirfen demnach fiir die GréBe f(h; N) schreiben 


Co 
1,M, , a) (Ss. 0) 


fi; N)= Div, Wat 7, 


E(C) 


auf der Stelle 
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Durch Multiplikation der beiden Kongruenzen 


B= 2 Pet? (mod N) und £= >’ 1,£,0 (mod N) 
c= C= 


erhalten wir, ae das Produkt L,L,« fiir zwei ungleiche Indizes ¢ und c* 
gleich NV. ee = 0 (mod N) wird, 


gt, = >'228%0 (mod N), 


Ae Ee | = dure) (mod N). 


Demnach bekommen wir fiir f(A; N) die Gleichung 


> n12s(6, Dy 


ee) 


also 


Ne De FEL) ()) es 
f(b; N) = 2 ~ I (. 
c= 1 
Die Einzelglieder des Produkts in dieser Formel sind jetzt wegen 
Laie gleich f(hL,; N.), und wir gewinnen wirklich die Identitiit 
welche wir beweisen wollten. 

Wahlen wir fiir die Zahlen N, die verschiedenen in N enthaltenen 
Primzahlpotenzen q’, so kénnen mit Hilfe des soeben bewiesenen Satzes 
die GréBen f(h; N) auf GréBen f(h; g‘) zuriickgefiihrt werden. Es erhellt 
hieraus sofort, daf wir uns weiterhin auf die Betrachtung von GréBen 
f(A; 7) fiir Primzahlpotenzmoduln gq’ beschranken diirfen. Wir brauchen 
ferner nur solche Moduln zu untersuchen, welche gewisse Grenzen g%() 
iiberschreiten. Denn es lassen sich mit Hilfe des Satzes 1) die GréBen 
f(h; q®) fir Moduln g* <q‘ stets durch GréBen f(h; gq‘) ausdriicken. 

Ill. Um die GréBen f(h; g‘) fiir einen Primzahlmodul gq’ zu finden, 
gehen wir von einem Hauptrest p der Klasse f fiir den Modul q’ aus. 
Die diesem Reste m angehdrigen Gréfen g(h; q') sind nach dem Satz H. 
den GréBen f(h; q') gleich. 

(q=p). Wenn nun zunichst g‘= p’ ist, so zerfaillt der Hauptrest 
gy (mod p‘) in eine Summe von Hinzelformen von der Art 


? 


I = p*a& (mod p’), [« relativ prim zu p| 
und die GréBen p(h; p*) kénnen mit Hilfe des Satzes J. durch die Gréfen 
p! aie ie ee 


LD) = > oe -Se =(t;p') [t= pha] 


dargestellt werden. 
Minkowski, Gesammelte Abhandlungen, I. 
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(q = 2). Wenn hingegen g‘= 2! ist, so zerfallt der Hauptrest 
(mod 2‘) in eine Summe von Einzelformen von der Art 
F= 2" ak (mod 2°) [e relativ prim zu 2] 
oder von der Art 
F, = 2" (a&? + WEE + @&) (mod 2) [W=1 (mod 2)], 
und die GréBen  (h; 2‘) lassen sich mit Hilfe des Satzes J. durch die 
GréBen 


2 97i2Vna® at enick 
Eh: 28) = > e F = 2° f= (1; 24) [v= 28 hel 
=1 Se] 
und durch GréBen 
a ening y ly 
(af 4+ NEE +4 & &) 
Fy; 2)= de * 
&f=1 


darstellen. 


Kap. VIU. Bestimmung der Gréfen f(h; 9g‘) in den einfachsten 
Fallen. 


I. Vermittels der soeben aufgestellten Satze kénnen die allgemeinen 
GréBen f(h; q‘) stets auf die drei Summen 
(t5 9’), — (= 2/), Fy (h; 2°) 
zurtickgefiihrt werden. Wir wollen jetzt der Reihe nach die Werte dieser 
Summen aufsuchen. 
(q=>p). Wenn ¢ relativ prim zu p ist, so beweist man leicht die 
Beziehung 


(rp) = (=) (152). 


Um (1; p) zu erhalten, betrachten wir einen Rest 


ag! 


fiir welchen 
2 P Qrin a, 


o(1;p)= > De? =p 


%=1 %,=1 
ist. Die Form ® besitzt nach unseren Siitzen einen Hauptreprisentanten 
o,= (% : = ax 
Uy ts a a + a2" (mod p), 
in welchem a und a zu p relativ prim sind. Die Determinante dieses 


Reprasentanten ®, wird mit der Determinante von ® nach dem Modul p 
iibereinstimmen mtissen; wir erhalten daher 
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aa, =— 1 (mod p), 


und es ist fiir die Form %, 


PR Qniawx PR 2 10 ito Ho? p-1 
(p= Dee - Dee = (8) yp=(1) * spy. 
L= %=1 


Da nun wegen bY, (modp) die GréBen O(1;p) und 4,(1;p) 
identisch sein miissen, so bekommen wir die QGleichung 


p-1 


eS D) ells 
und wir kénnen mithin 


ae 

(1;p) =7 po, 
setzen, wo die GrdBe 0, eime nur von p abhingige Hinheit bezeichnet. 
Bekanntlich ist diese Hinheit stets gleich + 1. 

Vermittels der GroBe (1; p) kann man leicht die allgemeine Summe 
(te p*) ausdriicken, und wenn man t= p? Tt) (t) relativ prim zu p) setzt, 
erhalt man die Gleichungen 
(14,) fir ¢—T<0: Ca eae 

t—T fam ieee) = 

(14,) fir *—7>0: (t;p')= el p? it” bi? 

(q=2). Fir die Summe (cr; 2‘) gelten, wenn man t=277,[1,=1 (mod 2)] 
setzt, die Formeln 


CGo,ye ture —"1. <1: (ro) 
(15,). ftir ¢— 2 = 1: (rt; 2°) = 0, 

st na open 
(15,) fir ¢— 7>1: Coon eine. yey "9? *) 


Mit Hilfe der Summen (1; 2°) kénnen wir jetzt den Wert der Summe 
e228 eps wet+aky 
r= De * [X = 1 (mod 2)] 
&F=1 
bestimmen. Wir wollen die GréBe 4a& — Y? durch D bezeichnen. 
Es mége zunachst + ungerade und ¢>1 sein. F'iir einen Rest von 


der Art 


ap O28 al) 
@ = E24 Ar(wt? + WEE + ab) =] 0, 2ea, cA | (mod 2‘+") 
O, tA, 2ré 


*) Gau8, Summatio quarundam serierum singularium. Gesammelte Werke, Bd. I. 
4* 
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wird . 

gttlonit2 2 2niz ee 

2 ——(w 2 + WEE +4 GE?) 
(1; 241) = 4 De Ft. De = 4. (1; 24x. 

eons &§=1 

Die Summe (1; 2‘+%) erhilt nach der Gleichung (15,), da ¢+1 nach 
t+1 

unserer Annahme gréfer als 1 ist, den Wert (1+ 7%)2 *, und wir be- 
kommen daher 


t+5 
(1; 21) = 2 2 (14 4)E. 

Die Form © besitzt, da ihre Determinante ungerade ist und ihre 
beiden Invarianten o gleich 1 sind, fiir den Modul 2‘+' einen Haupt- 
reprasentanten von der Art 

a,,9, 0 
b, = 10, a, 0 | =a,2,?+ a2? + a2," (mod 2***), 
0, 0, as 
in welchem die GréBen a,, @,, @,; ungerade sind. Da die Determinante 
der Form ®, der Determinante von © fiir den Modul 2‘+* kongruent 
wird, so besteht die Kongruenz 


ay 2 t+ 
A, 4,0, = D- +? (mod 2'*4), 
aus welcher 


Gi, Ay, = — 1 (mod 4) 
folgt. 
Es miissen demnach von den GréBen a,, a,, a, entweder eine oder 
drei = — 1 (mod 4) sein; wir erkennen leicht, da der erste oder der 


zweite Fall eintritt, je nachdem die Hinheit 


—1 a,—-1,a-1 a— 
oe Fea 
gleich + 1 oder gleich — 1 ist. Um zu entscheiden, welchen Wert diese 
Kinheit annimmt, beachten wir, da die Kongruenzen © = 1 (mod 4) und 
b, =1 (mod 4) wegen ® XS , (mod 2‘+! > 4) gleich viel Lésungen zu- 
lassen mtissen. Nun finden wir die Anzahl der Loésungen der Kongruenz 


®=1 (mod 4) gleich 24 [1 + = (3) und die Anzahl der Lésungen von 


@—1 ag—1 


+ 


®,=1 (mod 4) gleich 24(1 +0); es wird daher die Beziehung 
2 
d=) 
bestehen. Fiir den Formenrest , ergibt sich 


Doyo ome (5.284) (ost) aaa oie, 
Mit Hilfe der Formel (15,) schlieen wir hieraus, da t+ 1> 1 ist, 
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a—1 


ea) =l4en? ieeey® hs fees | 


Galt 
G, A, As : 


Aus der Kongruenz D-1?=a,a,a, (mod 2‘+1 > 4) gewinnen wir die 


Gleichung 
( 2 t+1 Q\t+1 
a, as =| (p) ; 


[14 (ops F + see | bina i(— 1? | = 2(1+472)d=2(1+42) (5) 
Also wird 


ferner finden wir 


O\ tk 3t+5 
Oy (Leo }) = (5) (ie) 20a. 
Da nun wegen 6 © ®, (mod 2'+*) die GréBen (1; 2‘+*) und ,(1;2'+! 
einander gleich sind, so erhalten wir 


z= (3) 2 


Wenn die GréBe + durch eine Potenz von 2 teilbar ist, so kénnen 
wir t in der Form t = 2?t)[t, = 1 (mod 2)] darstellen, und wir bekommen 


alsdann die beiden Formeln 
CO, etn: 7 <0: py 


(16,) fir ¢-7T>0: pen(5) 22, 


Il. Wir benutzen jetzt die gefundenen Summen zur Bestimmung von 
GréBen p(h;q‘) fiir einige besonders einfache Reste y (mod q'). Wir 
stellen die Zahl h in der Form h = q’hy (hy relativ prim zu q) dar. 

(q=p). Die GréBen Fh; p*) eines Restes F = p™ak (mod p’) 
[@ relativ prim zu p] sind durch die Gleichungen 

Fh; p!) = (hpna; p') 
gegeben. Hs ergeben sich die Formeln 
fir h>t— M: | Fi(h; p') = p', 
= any, oe aes 
Oe) ad pane M—h_}) 


fir h<i— mM: Fs pt) = (% 
Die GréBen g(h; p’), welche einem Rest 


gi-u-h 
v7) 


gp = p™ (a, EP+ Oty E52 ++ vee tf G82) = >'p*at2= > F, (mod p') 
ys Pb 


angehéren, geniigen den Relationen 


p (A; p’) =| [F045 °. 
t=1 
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x 
Setzen wir das Produkt | [= () (mod p‘-*), so gewinnen wir die 
t=1 


Formeln 
fir h>t— UM: p(h; p') =p’, 
fir h<t— M: 


x(t+M+h) 
me we it Get 


_— x = aa as 
Ce aaa Moh. 3) 
Pp 


2 
§ *(t—- M—A) 
ps , 


vp (h; p') = Qs 


Aus denselben ersehen wir, da die GréBen g(h;p‘) sich in zwei 
Faktoren zerlegen lassen, von denen der erste eine Hinheit vorstellt, 
wahrend der zweite dem absoluten Werte nach mit (h; p‘) tibereinstimmt 
und allein von den GréBen h, p'; x, M abhangt. Bezeichnen wir diesen 


zweiten Faktor durch g(h;p'), so erhalten wir die Formeln 
fiir h >t — M: g(hs ') = 9h; p'), 
fir h<t— M: p(h; p) = (yn G5 P. 

(q= 2). Die GréBen F(h; 2°) eines Restes FP = 2¥a§? (mod 2‘) 
[« relativ prim zu 2] haben die Werte 

Eth; 2°) == (h2™ a; 2°), 

und es ergeben sich die drei Formeln 
fir h>t—1— UM: E(h; 2) = 2, 
fir h =t—1—UM: Fh; 2°) = 0, 


7 hoa —1 yy tt Mth 
firbci-1_— Me Faye ewes ee re ae 
0 & 
Die GroBen g (h; 2°) eines Restes 


p= Om E+ be +--+ 0,82) = >) 2Ma,b = D'F, (mod 2) 
t=1 t=1 


gentigen den Gleichungen 
9 (v5 2) =] | FQ; 29. 
t=1 


Setzen wir das Produkt IT «, = (yp) (mod 2‘), so folgen die Relationen 
t=1 


fir pi | >: (hs 24) = et 
firh=t—1— WH: p(h; 2') = 0, 
(17)\ fir h<t—1— UM: 


x% 


yp (h; 2") -ffls i i(— | (Airey aes 


x (¢+M+h) 
2 


(g) 
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Die GréBen O(h; 2°) eines Restes 


lm 


be om (Se EOE) 4 2d BDEO 4 + Om 1 Same im gm) 
1 
=D er Darnree) = S's, (aoa 2 
s=1 


> 0, tht +1,=7] 


(h; 2°) =] [9.0 2’). 
s=1 


Aus den Beziehungen (17) schlieBen wir fiir die einzelnen Reste gp, 
die Gleichungen 
(18) firh>t—s—M:  o,(h; 24) = Qe! 
(18,) firh=t—s—M:  g,(h; 2 =0, 
(18,) firh<t—s— WM: 


sind gleich 


hy er($) — oo) — | t+U+s—1+h 


s Q \t-—M—s—1-h 1, ——_ — 9 \ 1, (tM —s—1-h) 
no) -fflsi-att (aye gienass 
Wenn h >t— MM ist, so haben fiir die simtlichen GréBen —,(h; 2!) 
die Relationen (18,) statt. In diesem Falle findet sich daher 
(19,) fir h>t— mM: (h; 2°) = 2", 

Befriedigt die Zahl h die Ungleichung t—- M>h>t—m— UM, so 
k6nnen wir eine Zahl m, aus der Reihe 1,2,...,m angeben, fiir welche 
h=t—m,— M ist. Dann tritt fiir die Gréke g,,, (h; 2°) des Restes a 
welcher dieser Zahl m, entspricht, die Gleichung (18,) in Kraft, und es 
verschwindet daher diese GréBe g,, (h; 2‘). Demnach wird auch $(h; 2°) 
gleich Null, und wir bekommen 
(19,) fir ¢-M>h>t—m—M: O(h; 24) =0. 

Fallt die Zahl h kleiner als ¢ — m— M aus, so gelten fiir die simt- 
lichen GréBen ,(h; 2°) die Gleichungen (18,); es ergibt sich, wenn wir 


Tl = () (mod 2‘-¥-™+) setzen, 
3=1 
(19,) fir¢—m—M>h: 


ho «(§)—1 


oa) [PT flr]. [o2Mers)”(mim)h 


m+i-2|® |) | 
™m — as 
tt Mt+s-1+h a (t- M-8—1-) 
t-—M—m-—1-h Px 2 
>) = 
me 


(a) 
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Das in dieser letzten Formel auftretende Produkt 


ie + i(- vor 
n-[Ji+icy | 


Wir wollen jetzt nachsehen, von welchen Argumenten ein derartiges Pro- 
oe 
dukt eigentlich abhangt. — Nehmen wir an, von den GréBen (—1) ” 
seien im ganzen |, gleich —1 und / — J, gleich +1, so erhalt TT den Wert 
T= (1+ 2) (1 — 2) 
oder wegen der Beziehung i —ij=— nil +7) den Wert 


= (herbs, 2). 
Hoe Ponce es iz pols] 


lo 
und die Gréfe pole wird offenbar gleich 1 oder gleich 7, je nachdem 
i, gerade oder ungerade ist. Wir kénnen daher schreiben 


besitzt die Gestalt 


Nun ist 


3 Io ead eae 
‘ slg ieee ces oy ( 1 5 pu 


und wir bekommen die Gleichung 


Tt | |e 


Dieselbe zeigt uns, daB einerseits das Produkt TT durch die Zahl 7 


to 
und die beiden Hinheiten (— 1) und (— nie vollstindig bestimmt ist, 
wahrend andererseits aus dem Werte von TT die Werte der Gréfen 1, 


lo 
(— 1), (— mes erschlossen werden kénnen. 


lo 
Die Einheiten (— 1)", (— pil lassen sich in der folgenden Weise 
durch die Einheiten (—1) ?  ausdriicken: 


I 
a-1 teed Oat 


SS at) ’ pinto viel aS i. oe 


sei On -1 
gerade oder ungerade wird, je nachdem (—1) ? 
ont 
D) ar 


0 
Denn da erstens 


gleich + 1 oder gleich — 1 ist, so erscheinen in der Summe > 
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: o,—1 
welche sich tiber alle Zahlen erstreckt, im ganzen J — 1, gerade 


und /, ungerade Glieder; die Summe ist daher = I, (mod 2), — Zweitens 


O,—1 d,,—1 
; * k KY : : 
wird die GréBe 2. °~g Ungerade oder gerade, je nachdem die 


Opr—1 Op —1 
Zahlen (—1) ® und (—1) ? alle beide gleich —1 sind oder das 
Ou tte a 
Gegenteil stattfindet. Bilden wir daher die Summe > Serie ae 
iiber alle méglichen Kombinationen zweier verschiedener Indizes k’ und 
k’, so treten in dieser Summe genau soviel ungerade Glieder auf, als Ver- 
Op —1 Ope —1 


bindungen von je zwei GréBen (—1) ? =—1 und (=—1) 7? =—1 


existieren. Unter den 1, Zahlen (— 1) ? , welche gleich —1 sind, gibt 
es nun offenbar im ganzen ae {= a (mod 2)} derartige Verbin- 
dungen, und es wird demnach 


SE ee a 
> 7 4 = [2] (mod 2. 


kek! 


Anstatt der Formel (19,) erhalten wir jetzt fir t—m— M>h: 


Os ik dyes 


(®) = 1 (@ )-1 
2 Bios RiSee 
© (h; 2) = c + = Lae — a ee 1)? age 


(GES) Go) ” ( @ a) 
=| | 


¥ op a 
(195) 1 cs ced a Wr tt ds-1ith 
x . ° = 


2 2 oes, 2 i(* =)’, 
(— ie 8") 0”, 8”) (1+ 2) rae (— 2) 


Wir sehen, daB alle nicht-verschwindenden GréBen (h; 2‘) sich in 
zwei Faktoren zerlegen lassen, von denen der erste eine Potenz von 
i =V—1 ist, wihrend der zweite dem absoluten Werte nach mit O(h; 2’) 
iibereinstimmt und allein von den GroBen h, 2'; m,1,, M abhingt. Setzen 


wir diesen zweiten Faktor gleich (hs 2"), so gewinnen wir die Formeln 
(20,) fir h>t— MM: O(h; 2°) = o(h; 24, 

(20,) fir t—-M>h>t—m—UM: O(h; 2')=0, 

(20,) fir i’—m—M> h: 
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(@) -1 (®)=1 
— 2 pe | | z 
© (h; 2) = O(h; 2) pes p= i] 


0 JAysol 


oF gynnnG) ma eaD) 


m+1—-—2 = 


a1 @,-1 
4 Bene 
-(— De EEDA OEY) : 3 


Von Bedeutung fiir die Folge ist die Bemerkung, daS sowohl im 
(m)~-1 
Falle 7 =1 als im Falle 1 =2,(—1) ? =—1 die Einheit 


eed eee 
a5 ee: a’ 
pene 


(— 1) 
gleich + 1 gesetzt werden mub. 


Fiir die GréBen O(h; 2°) eines Restes 
= 2 (ub? + WEE + H&E) (mod 24) 
gelten, wenn wir 4a@ — YW? =() (mod 2?+‘~™) setzen, die Formeln 
bs 0 
fir h>t— M: O(h; 2°) = 27! = Oh; 2°), 
fir h<t— M: 4 
t—-M—h 


(h; 2) = bau mM bor MER O(h: 2) . a 


worin die Gréfen o(h; 2°) allein von den Zahlen h, 2‘; WM abhingen. 


Kap. IX. Charaktere der Hauptreprisentanten und der Grundformen. 


Wir werden jetzt nachweisen, da die GréBen f(A; q’) einer allge- 
meinen Horm f ebenso wie die Gréfen g(h;q°) der besonderen Reste gy, 
welche wir soeben betrachtet haben, in zwei Faktoren von wesentlich 
verschiedener Art zerfallen. Der eine dieser Faktoren, den man durch 


i(h; q’) bezeichnen kann, hiinet, wenn g =p ist, allein von den Zahlen 
p’k, und wenn g = 2 ae allem von den Zahlen 2° und 6, ab, wahrend 
der zweite sich im Palle q=p mittels einer, im Falle g=2 mittels 
einer oder zweier Hinheiten C darstellen lift. — Diese Einheiten C 
werden sich dann umgekehrt durch GréBen f(h; q’) und f(h; q') aus- 
driicken lassen. Da aber sowohl die GréBen f(h;q') als die GréBen 


i(h; q') fiir alle in bezug auf den Modul g‘ kongruenten Formenklassen f 
gleiche Werte erhalten, so werden auch die Hinheiten C fiir alle nach 
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dem Modul g’ kongruenten Formenklassen / die gleichen Werte annehmen, 
d. h. diese Einheiten werden Charaktere der Formen f vorstellen. 

Die Charaktere C, zu welchen wir auf diese Weise gelangen, werden 
sich zuniichst als Funktionen der Koeffizienten eines Hauptrestes 
(mod q’) darstellen. Nun haben wir aber in Kap. V gesehen, erstens, daB wir 
die Koeffizienten eines Hauptrestes y durch die m + 1 Zahlen @, eines zum 
Hauptreste g gehdrigen Hauptreprasentanten ausdriicken kidnnen, und 
zweitens, daf sich eine jede Grundform ~ (mod q) einer Klasse f in einen 
Hauptreprasentanten g (mod q’) transformieren laBt, dessen Zahlen g, den 
Zahlen w, gleich sind. Wir kénnen demnach auch die Einheiten C durch 
die Zahlen gy, eines Hauptreprisentanten g ausdriicken, und wir werden 
alsdann die Werte dieser Kinheiten unmittelbar aus einer jeden beliebigen 
Grundform w~ (mod q) herleiten kénnen. 

I. Es mége zunichst ¢ =p sein, und es sei f eine in bezug auf p 
primitive Form. Jeder Hauptrest gm der Klasse f fiir einen Modul p’ 
(> p’n-1(?)) besitzt dann die Gestalt 


d 
A 
P=NtPt +H = > 9: (mod p’), 
1 


p= p%-1 >'a,96,98,9 (mod p’) 


s=1 


Wir finden daher nach Satz J. in Kap. VI die GréBen y(h; p’) = f(A; p’) 
durch die Gleichungen 


A 
(21) p (h; p') =] [9.0;0%. 
¢=1 
Die 24+1 Zahlen 
M,=0; M,=%5,, Mz=%,, ---, M1=%,_,5 N=! 

befriedigen die Ungleichungen 
(22) Mee Me = Ma MS 
Denn fiir ein i <4 ist immer M;— M,_,=%5,—V9,_, = 9,21, wahrend 
wir fiir 7 = 2 gemaB unserer Annahme iiber ¢ die Beziehung M,— M,_, 
=t—v,_,>0 bekommen. 

Wir wollen die 4+1 Zahlen 

h=t—M,=t; hh=t— My; hy =t—M,, ..., y= t— Mya; 

einfiihren. Aus den Ungleichungen (22) ergeben sich sofort die Un- 


gleichungen : a 
(23) Ig > hy > hg > > hy > hy. 


60 Zur Theorie der quadratischen Formen. 


Wenn wir die Zahl h in der Form h =p’-hy (ho relativ prim zu p) 
darstellen, so gelten ftir die GréBen g,(h; p’) nach Kap. VIII, Absatz I, 
die Relationen 


(24,) firh>h.: 2 r—oie), _ - - 
h<h poet 
(24) fir h<hy_y: plhy pv!) = Oh Pd - Ga i 5 


in welchen die Faktoren p,(h; p') nicht-verschwindende und allein von den 
Zahlen h, p'; o(p) abhingige Zahlen bedeuten. 

Aus der Gleichung (21) und den Formeln (24) erkennen wir, dab 
die GréBen g(h;p’) auBer von den Zahlen h, p';@(p) nur von den Ein- 


heiten (2) abhingen kénnen. Wir wollen diese Hinheiten umgekehrt 


durch die GréBen g(h; p’) und @,(h; p*) ausdriicken. 

Wenn wir der Zahl h die Werte 1, 2,..., p* erteilen, so durchlauft 
der Exponent f das Intervall ¢,t¢—1,...,0. Beachten wir, dab h,=t 
und h, = 0 ist, so leuchtet ein, daB dieses Intervall mit dem Intervalle 


ho, hy, he, weet hy_1, h, 
tibereinstimmt. Falls wir von der GréBe h =¢ absehen, fiir welche offenbar 
h=p*-h,=0 (mod p’) und y(h; p’) =p" ist, wird daher eine jede der 
Zahlen h(=t—1,...,0) einer und nur einer Ungleichung 
(25) hy >heh, 
geniigen. Wir wollen die Zahlen h, welche der Ungleichung (25) ge- 
niigen, durch h® und die diesen Zahlen h® zugehérigen Zahlen h durch 


h® bezeichnen; die Zahlen h, deren h gleich h, ist, migen h, heifen. 
Infolge (23) erfiillt jede Zahl h® die Ungleichungen 


(269) h® > h, Sig PS ey Shy; 
(26,) WO <hy_y <Iyig <- : ~<hy <hy. 
Folglich gehorchen alle GréBen y,(h”; p’), deren Index & einer der Zahlen 
a7+1,%¢+42,..., 4 gleich ist, den Gesetzen (24,) und alle Gréfen 


p,(h; p'), deren Index & einer der Zahlen 1, 2,..., ¢ gleich ist, den 
Gesetzen (24,). Fiir den Quotienten 


OR; ) DCR sp") 
pi 13 PD de (e213 p') 
gewinnen wir demnach die Formeln 


{h®}, 


(RO Vide attire oe hele get pean 


und 


ee 
(1), — (yr fiir k= 1,2,..., 4 
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Setzen wir die HKinheit 


k=1 ee 
p v= a? 
A 
so ergibt sich fiir das Produkt J [ ,(h®; p’) = 9(h p’): 
k=1 
(27) (HO; pt) = OF -1-F. w(hy_ 4; pt CE 
| saa Hee? i 


Nehmen wir jetzt an, es seien schon alle diejenigen GréBen p(p*- ho; p’) 
bekannt, deren h die Ungleichung h >h,_, befriedigt. Um alsdann zu 
einer Kenntnis aller GréBen p(p*-h,; p’) zu gelangen, deren h > h, ist, 
brauchen wir nur noch diejenigen GréBen g(p"-ho; p*) aufzusuchen, fiir 
welche h,_, >h=h, ist, das sind die GréBen p(h®; p'). Aus der vor- 
stehenden ne (27) ist nun einerseits klar, daB wir zur Bestimmung 
dieser GréBen hédchstens der Einheiten 0,/- 1-4” bediirfen, wahrend 
andererseits diese Hinheiten sich durch GriBen o(h; p') und @,(h; p’) aus- 
driicken lassen. Unter den Einheiten 0,s-1-*" befindet sich, da die 
Differenz h,_, —h® die Werte 

ets any gin) 


durchliuft, die Hinheit 0, selber. Wenden wir dieses Resultat der Reihe 
nach fiir die Werte i=1, 2, ..., 4 an, so erhalten wir den Satz: 

Die GréBen g(h; p’) [t > v,_1(p)] hangen auBer von den Zahlen p°(?) 
von den ieee Einheiten 


IT @ 


Ca ire (¢=0, 1, 2,..., 4), [09 = 1] 


ab, und umgekehrt kénnen die 2, +1 Einheiten durch GréBen p(h; p‘) 
und durch die Zahlen p®®) ausgedriickt werden. 

Sowohl die Hinheiten 0, als die Hinheiten (<2) =5t sind also 
Charaktere der Form f. ; 

Wir driicken jetzt die Charaktere 0, durch die »+1 Zahlen gp, eines 
Hauptrepriisentanten aus, welcher den Rest  liefert. Zunachst erkennen 
wir, daB die beiden Charaktere 0) und ©, nur von der Ordnung der 
Form f abhaingen. Denn es ist 


Q,-1=1-(%), 


und fiir ©, erhilt man mit Hilfe der Kongruenz 
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a 
pee 
[] d= C1 2+ (mod pe), E> a] 
k=1 


die aus Kap. VI (S. 40) folgt, die Beziehung 


pies oo 
tae Gr = (2s) leak 


Die tibrigen Charaktere O, lassen sich mit Hilfe der Kongruenzen 


: dg,_1 7 
| | (%:) = 9,4 —, (mod p**-*) 
k=1 ye 


durch die Hinheiten 


po =e) 
a) =(@ 
ausdriicken. Diese Charaktere C(p) sind mit den in Kap. VI gefundenen 


Charakteren (4+) identisch. 


Die Anzahl derjenigen Charaktere C(p), welche nicht schon von 
vornherein durch die Ordnung der Form gy gegeben sind, betrigt 2, — 1. 


n—1 


Nun ist fiir alle Primzahlen p, welche in dem Produkte [fo, nicht 
k=1 


aufgehen, 4, = 1. Folglich werden nur diejenigen Primzahlen p, welche 
in diesem Produkt enthalten sind, besondere Charaktere C(p) liefern. 
Auf diesem Umstande beruht es vornehmlich, da die Anzahl aller un- 
abhangigen Charaktere, welche einer gegebenen Formenklasse f angehéren, 
einen endlichen Wert besitzt. 

II. Es mége jetzt g—2 sein, und es stelle f eine in bezug auf 2 
primitive Form vor. Wir betrachten irgend einen Hauptrepriasentanten 


der Klasse f fiir einen Modul 2'> 8 »2°n-1@). Sobald irgendeine In- 


variante 67 der Form f den Wert 1 erhilt, verschwinden von den Koeffi- 
zienten It,, («< k) des Restes g alle diejenigen modulo 2‘, fiir welche 
@<T und k>T ist. Wenn 67 =1 ist, zerfallt demgemiB der Rest 
fir den Modul 2’ in zwei Einzelreste ® und ), von denen der eine, 0, 
die 7’ ersten Reihen des Restes m und der andere die »— T7' letzten Reihen 
dieses Restes enthilt. Wir iiberzeugen uns ferner, daB der Rest ® zu 2 
primitiv wird, wahrend die hichste, in allen Koeffizienten des Restes , 
aufgehende Potenz von 2 den Wert 2’7 annimmt, sowie da die In- 
varianten 6 des Restes © gleich 6,, 6, ..., 6p_, und die Invarianten o 
des Restes ) gleich 67,1, Gp,9,..., 6,_, werden. Wiederholen wir 
diese Bemerkungen fiir mehrere Invarianten 67 = 1, so gelangen wir ohne 
Schwierigkeit zu dem folgenden Satze: 
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K. Wenn wir von den »—1 Invarianten 6 der Form f beliebige 
L —1 auswihlen, welche den Wert 1 haben, etwa 


(r= 0) On, = 1, Os is 2 +9 OR a= in Or; a= ie (TT; =n) 


und die Zahlen 7',— 7,_, — K, setzen, so kénnen wir aus den K, ersten 
Reihen von @ einen Rest ®,, aus den K, folgenden Reihen einen Rest 
®,, usw., aus den Ky, letzten Reihen von » eine Form 0, bilden, und 
der Rest m zerfallt fir den Modul 2¢ in LZ Einzelreste 
p=0,+0,+---+ 0, (mod 2%). 
Die Reste ®; erscheinen als Produkte aus einem Faktor 2°%-1 und einer 
zu 2 primitiven Form. Bezeichnen wir die K,—1 Invarianten 6 dieser 
zu 2 primitiven Form durch P,® und die K,— 1 Invarianten (2) dieser 
Form durch 2,”, so bestehen die Relationen 
PO = 67, 22, G9 =O7,_,1, (K=1,2,..., K,-1) 


Hinige besondere Fille dieser Zerlegungen von g in Formen 9, haben 
wir schon im Friiheren untersucht. 
So bekommen wir erstens die Zerlegung von g in lauter Formen 


F = 2" 08 (mod 2°) 
von einer Variablen oder Formen 
F, = 2¥ (ab? + MEE + aa) (mod 2°) 


von zwei Variablen, indem wir fiir die GréBen 7’, ohne Ausnahme alle 
diejenigen Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., n—1 wiahlen, denen eine In- 
variante 67 = 1 entspricht. 

Zweitens entsteht die in den Kapiteln III und IV betrachtete Zer- 
legung von g in 4 Formen g;, indem wir die Zahlen 7, gleich den 
4 —1 Zahlen #, annehmen, welche zu den 4 — 1 nicht-verschwindenden 
Zahlen ws, gehoren. 

Hine dritte Zerlegung des Restes g, welche gleichfalls durch das an- 
gegebene Verfahren gefunden werden kann, wird uns jetzt zur Bestimmung 
der GréSen g(h; 2‘) dienen. 

Es mégen von den »—1 Gréfen 6,_,2°%6,,, im ganzen w—1 
(1<w<vn) durch 4 teilbar sein, nimlich die folgenden 


Op 9? nu — = 
(n= 0) 6-12 Opie ig yee ie Poni +1 Ch n) 


wihrend alle iibrigen » — uw dieser Zahlen entweder gleich 1 oder gleich 2 
sein mégen. Nach Kap. IV, Absatz II bestehen alsdann die Relationen 
ant O, ogo 


6, = Ly oi ‘on ree Cite 44 


Wir kénnen demnach die Zahlen 7’, gleich den w—1 Zahlen 7, %, .- -, 
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Wee yas eS annehmen, und wir gewinnen dann eine Zerlegung von @ in 
uw Formen 


7 
CK Ol te o,= >'o, (mod 2°). 
t=1 


Die GréBen p(h; 2°) = f(h; 2‘) werden sich dann aus den Gleichungen 


gp (h; 2‘) = ,(h; 2°) 


bestimmen. 
Nach dem Satze K. miissen die Zahlen 


PO, 228° Be. (A=1, 2, snaked 1; — 21 —1) 
mit den Zahlen 


6 Qen atk |& 


mj—1tk-1 m1 th+t 

libereinstimmen. Da nun diese letzteren Zahlen unserer Annahme gemaf 
simtlich kleiner als 4 sein sollen, so folgt, daB auch die Zahlen 
PO 22%" P®, sdmtlich gleich 1 oder gleich 2 sein werden. Wir tiber- 
zeugen uns nun leicht mit Hilfe der in Kap. 1V, Absatz Il aufgestellten 
Satze, daB dieses dann und nur dann eintrifft, wenn die Reste ®, von 


der Gestalt 


(28,) o,= atm! (- > 0, § @) é°) (mod 2°) 
s=1 r=1 


[l,>1, m,>1] 
oder von der Gestalt 
(28,) ©, = 2°27 (ae? 4+ WEE + @E) (mod 24) 
sind. 

Wir wollen jeder Form ©;, je nachdem sie von der Gestalt (28,) 
oder von der Gestalt (28,) ist, eine Zahl z, gleich 1 oder gleich 2 z2u- 
teilen. Wir haben die Beziehungen 


_p®_p® 
i ace a Prem, 4-2 


oder 
Ce Ce a Opes 
Wir fiihren w + 1 Zahlen M, vermittels der Gleichungen 


y 
2éo == T, = 64, 2A sexe gg 2, alk eA 3 


QMu-1 ——— Ty . 2° Mus, Quy —_ 2" 


ey 


und w Zahlen M, vermittels der Gleichungen 


~ 4 ~ ~ 
DM = —. Zee, My = nail . 9? N21 OM, = a . 9? ns —1 Sh 
; 45 ) Te ? ? 
Ue, 4 v 1 
2 a1 == — - Du 
vu 
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ein. Die Potenzen 2”-1 


werden, wenn t; = 1 ist, gleich 2°%-1, und wenn 
t, = 2 ist, gleich 2°%-1**; die Potenzen 2-1 sind, wenn t,=1 ist, 
gleich 2°4°m-1 — gh tmst™—1 dagegen wenn 1, = 2 ist, gleich 

oiten 1 _ oMi-1 


Folglich hat man stets M,_, > M,_,. Ferner erhilt man wegen 


4 a, 
6,12 "6,4, 24 und 2> -2'n-1 fir +< Mt: 
liv 
e: Py — Pn —1 on, 
QM; — M1 Titins 2 Sgn 2 P+ Ong tt Sai 
4 = 
und 
S Qt 
i a e  L, 
.Qon-1 
On —1 


so da8 man die Ungleichungen findet 
29) eM, <M Me Me. <M KM <M 7. 


Wir bezeichnen die Zahlen t— M, durch h, und die Zahlen ¢t— M, 
durch h,. Aus (29) folgen sofort die Ungleichungen 


(30) hy Zh Zh, Sh >---Sh,_, Sh, >h,—0, 


und es gelten die Relationen 


ut 


fir t,= 1: Rah. 41+ m,, 
fiir t,— 2: hy. = are 
und 
es) oy 2 
(31) 9h 1 hy SE >1 <p); 
anh. 
Wir wollen fiir einen jeden Rest ®, von der Gestalt (28,) 
m,; 1, m; 
, = M1 "(2-1 SaEE) = S190 (mod 2+ 
s=1 r=1 s=1 


eine Einheit 


“= (Ge) (6) (@aaap) 


| 1S 
2 ROBT hal 1) O99 ; 


, ” 
a s 

ay—-1l ay 
r' 7" 


3 


und fiir einen jeden Rest , von der Gestalt (28,) 


Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. I. 
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ob, = 2M -1(08? + WEE + @E*) (mod 2°) 
eine Hinheit 
|,=1 
bilden. 
Fiir die GréBen ,(h; 2’) [h= 2*hy, ho =1 (mod 2)] ergeben sich jetzt 
die Formeln 
Rate 


(32,) fiir h>h 
h 


0 
,(h; 2") = (A; 24), Gi ae 
(32,) fir h<h_, pg eee 


0 
o,(h; 2’) = 0, (h; 2") AUR k-1 
LH) 


Px) — 


(re ene ae 
(32,) und fir r,=1, h,_,y>h>h_y: %,(h; 2) =0 


oe: =e ayo 
? 


(9) 


in welchen die Faktoren &, (hs 2°) nicht-verschwindende und allein von 
den Zahlen h, 2'; 6, (2) abhaingige GréBen bedeuten. 

Wir wollen die Zahlen h, welche der Ungleichung 

h, 1 2heh 

geniigen, durch h® bezeichnen. Eine jede Zahl h® befriedigt infolge (30) 
auBerdem die Ungleichungen 
(33,) h®) > h, eae ee Ba kg ee 
(33,) RO) << Wiss Shien oe ah oh 
Demzufolge gehorchen alle Gréfen 9; oe 2°), deren Index 7 einer der 
Zablen k+1,k-+2,..., w gleich ist, den Gesetzen (32)) und alle GréBen 
©, (2? hg; 2°), deren Tee ¢ einer der Zahlen 1, 2,..., & gleich ist, den 
Gesetzen (32,). Wir bekommen demnach fiir den Quotienten 
r@) 


9; Ge hy 3 2) ‘ , (2 ho 5 2') 


2 ees = (pn). 
,(2"*-1h,; 2") ,(2"k-1h,; 2°) | I 
die Gleichungen 
(AO), = 1 (fiir <=kh+1,h+2,...,m), 
hy ya) < 
[2®) = on : (fir ¢—1,2,...,k—1) 
und fiir 1 =k: 
eS AG ce 2 ((Px) -1\? 
(A) =I, — Ak—1 Mead ‘ec cas 2 ) . 
, 
(sa) ; 


“ 
Fiir das Produkt / | (2? hy; 2) = p(2*h,; 28) ergibt sich jetzt 
t=1 
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x)= 1 (Ox) - 1 ho- 
p (2 hg; 2") = 1, (— a)" aleerrn re Sores 


i nh) t 

pata p—1— a Oe oe thes 24 [[go® ho 

(®,) ,(2"*—1h,; 2 
H 


woraus wir insbesondere die Beziehungen 


7 PHA ho-1t 


~ ap ("=") ho 
84) (2-152) = 1,9) Cyr 
- (2*k-1h,; 2°) eee Me 


und B,(2e-1 hg; 2 r 
Ey 7 x x03) n(*) 
(34) (2*%1,;2) = (—2—\" 8" (Sin-1h, palit oe poe = % 
(6,) @,(2°*-1h,; 
gewinnen. 


Wir nehmen jetzt an, es seien schon alle diejenigen GréBen 
yp (2*hy; 2°) bekannt, deren h >h,_, ist. Um alsdann zu einer Kenntnis 
aller GréBen (2*hy; 2‘) zu gelangen, deren % die Ungleichung h > h, be- 
friedigt, brauchen wir nur die samtlichen GréBen ‘'p (2*h,; 2°) zu unter- 
suchen, fiir welche h,_, >h>h, gilt, das sind die GréBen y(2*h,; 2°). 
Denn ist r,=1, so wird h,_,=h,_,+1-+,, und die sémtlichen Zahlen h, 
welche >h, sind, gentigen entweder der Ungleichung h>h,_, oder der 
Ungleichung h,_, >h>h,_, oder der Ungleichung h,_, >h>h,. Ist 
aber h >h,_,, so ist die GréBe g(2*h,; 2‘) schon bekannt, und erfiillt h 
die Ungleichung h,_, >h > h,_1, 80 wird ©,(2'h;2')=0, also auch 
y (2*hy; 2‘)=0. Es sind mithin in der Tat nur digjenieen GréBen 
he 2*) zu betrachten, fiir welche h,_, >h>h, ist. Wenn hingegen 

= 2 ist, so wird h,_, = h,_,, und die Zahlen h, welche >h, sind, ge- 
niigen entweder der Ungleichung h >h,_,, in welchem Falle die GréBen 

@ (2* ho; 2°) als bekannt anzusehen sind, oder sie gentigen der Ungleichung 
hy» Zh, 

Mit Hilfe der Gleichungen (34,) und (34,) ziehen wir jetzt den fol- 
genden SchluB: 

L. Wenn alle GréBen y (2*hy; 2‘), deren h > h,_, ist, gegeben sind, so 
bediirfen wir zur Bestimmung der simtlichen Gréfen 9 (2 ® hy; 2‘) héch- 

(Hee, 2 hp y—-4®) 
stens der Hinheiten |,, (—1) ? , tc , und umgekehrt 


II) 


—_ 0 at 
kénnen diese Hinheiten stets durch GréBen g (2*ho; 2‘) und 0,(2*hg; 2‘) 
(h>h,) ausgedriickt werden. 
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Die GréBe h,_,—h® erhalt, da die Zahlen h® der Ungleichung 
h,_1 >h” >h, geniigen solien, die Werte 
Oe. 2) foe ae pe 


hp gene) ae Rae ak 2 
; Am wird daher die Hinheit ? 


IT) IT (9)) 
i=1 — 


selber auftreten, sobald h,_, —h, > 1 ist. 

Wir wollen annehmen, von den Zahlen 6,_,2°6;,, @=1, 2,..., 
nm —2, m—1) seien im ganzen v—1 (1 <v <x) groBer oder gleich 8, 
namlich die folgenden: 


Unter den Hinheiten 


(€& = 0) Op 42 86 44, 0 eRe, 6, -12 Pal Ps Weer (=), 
wo 
(K, = 9) Sins 5S (K, = uv) 


ist, wihrend alle tibrigen »—v Zahlen 6,_,2%6,,, hdchstens gleich 4 
sein mégen. Hs sind dann infolge der Gleichungen (31) von den w Zahlen 
h,_,—h, (k=1, 2,...,u) die » folgenden 


~ 


Ny 1 iam hx, hy, -1 = hy, sieegy hy _, 


Sig ee ON ge hy. 
gréBer oder gleich 1, wahrend die tibrigen « —v dieser Zahlen ver- 
sch winden. 

Wenden wir das Resultat L. der Reihe nach fiir die Werte k= 1, 
2,...,~ an und beachten wir einerseits, daB alle GroBen g(2*h,; 2°), 
deren h>h, ist, gleich 2” werden, und andererseits, daB ein jedes 
h=h,, 4.i. =O ist, so gewinnen wir den Satz: 

Die GréBen g (h; 2°) (2 > —— 9% 10) hingen von den Zahlen 6 

1 


) 
2°) und den 2(u + 1) + (v+1) Hinheiten 


k 
—1+ [Joo 
it 


HGR. 01,2). a (Ae 
24= ze 2 (kK=0,1,2,...,.¥) [Z,=1], 
IT) 
s=1 


und a3 
: A —14+ JJ) 1+ JJ) 
2 Agee — hy sa MS : Gid 
E-|] = WE eae 2 


(k=0,1,2,..., 4) [E,=1] 
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ab, und umgekehrt kénnen diese simtlichen Hinheiten durch die Zahlen 
6, 2°) und durch Gréfen (h; 2‘) ausgedriickt werden. 


Die Hinheiten E,, H,, Z, sind also ebenso wie die Einheiten |,, 
(Dx) = 1 
(—1) * Charaktere der Form f. 


Die Anzahl der Reste ©,, denen ein t, = 2 entspricht, ist gleich der 
Anzahl aller derjenigen Invarianten o der Form f, welche gleich 2 werden, 


(Ox) = 1 
Die Charaktere (— 1) ? , welche einer Form %, von der Gestalt (28,) 


angehéren, sind gleich — 1, und die Charaktere |,, welche einer Form 0, 
von der Gestalt (28,) entsprechen, gleich + 1. Ferner erkennen wir aus 
der am Schlusse von Kap. VIII gemachten Bemerkung, daB die Einheit |, 
den Wert + 1 erhalten muf, so oft der Rest ©, die Gestalt 
D, = 2% aE? (mod 2°) 
oder die Gestalt 
aa —1 ee -—1 

©, = 2" (ak? + af?) (mod 2); (—1) * =(-1),2 =-1 
besitzt. 

Wir driicken jetzt die Charaktere E,,H,, Z, durch die »+1 Zahlen g, 


eines Hauptreprisentanten g (mod 2°) aus. 
Die in Kap. VI (S. 40) aufgestellte Kongruenz ergibt unmittelbar 


[[@=cn-s Gna (ete = 5) 


o’n—1 
On-1 


auf einem abnlichen Wege gelangen wir zu den Beziehungen 


il (©) = PE - op, (mod 2244-1), 


t=1 


Also wird 
Pot elk ¥n- 1 
Hy = (— 1) Jos pass 1) ’ 
Qn -1 
2 2 2\ 
= (sz): ~ (gx) Go 
9@n-1 
und ebenso kann man die tibrigen Charaktere H,, Z, durch die Hinheiten 
a 
C.(4) =(—1) * 


und 


0,(8) = tS 


ausdriicken. Diese Charaktere C(4) und C(8) sind mit den in Kap. VI 
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Gr—t 
betrachteten Charakteren (— 1) ? und (=) identisch. Die Charaktere E, 
h 


lassen sich als Produkte von zwei Faktoren darstellen, von denen der 
eine [falls 0, = 2°". €,, e¢, = 1 (mod 2) gesetzt wird] gleich 
i 
gi-1L grt 
2 


=! 


Np O;0 ex 
G,(4) = IT = i) (— 1)=1 


7=1 


%y,-2—1 Pn, —-1—1 Py 1 thy * 
———————— 2 + . 


nek CHE . REIL OST 

(1)? @ eae 7s eae ae 5 ; : 
ist, wihrend der andere allein von der Ordnung der Form f und dem 
Charakter 


oi 
C= 
abhingt. Bei einer Aufzihlung saimtlicher Charaktere fiir den Modul 2° 
k6nnen wir daher die Charaktere E, durch die Charaktere ©,(4) ersetzen. 


Kap. X. [[ Bedingungen fiir die Giltigkeit der Kongruenz 7S g (mod q‘).|]| 


Wir haben gesehen, da8 die Kongruenz zweier Klassen f und g nach 


einem Modul gq‘, der die héchsten in den GréBen —— 0,0,...0,_, der 
ee? k 


beiden Formen f und g aufgehenden Potenzen von gq tibersteigt, von den 
folgenden Bedingungen abhiangt: 

I. Die Klassen f und g besitzen, wenn g =p, dieselben GréBen p” 
und, wenn g = 2, dieselben GréBen 2, 6,. 

II. Die Determinanten der Klassen f und g sind, wenn g = p ist, 
nach dem Modul p‘+%-2'7), und wenn g=2 ist, nach dem Modul 
6, 1° 2'+%-2 einander kongruent. 

III. Die Hauptreste der Klassen f und g besitzen, wenn g=p, die- 
selben Charaktere O(p) und, wenn qg= 2, dieselben Charaktere E(4), 
H(4), Z(8); oder (was auf dasselbe hinauskommt): 

Die GréBen f(h; gq’) und g(h; q') sind identisch. 

Diese Bedingungen sind aber auch hinreichend dafiir, daB die Klassen 
f und g nach dem Modul gq‘ kongruent sind; denn es gilt der Satz: 

M. Geniigen zwei Klassen f und g den Bedingungen I, II, III, so 
kann man jede Form der einen in 4quivalente Formen transformieren, 
welche nach dem Modul gq‘ einem beliebigen Reprisentanten g der andern 
kongruent sind, 

Man kann sich zweier verschiedener Methoden bedienen, um diesen 
Satz zu beweisen, indem man ihn entweder durch einen Schlu8 von 
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M(<m) auf n bestitigt oder indem man Substitutionen bestimmt, welche 
einen Hauptrest m der Klasse f in einen Hauptrest ~ der Klasse g tiber- 
fiihren. — Da die Zeit dringt, muB ich darauf verzichten, diese Methoden 
hier zu entwickeln.*) 


Kap. XI. Genera von Formen. — Bedingungen fiir die Existenz 
eines Genus. 
Die Zahl der Charaktere, welche zu einer gegebenen Form f gehdren 
und nicht von vornherein durch die Ordnung 


O: ae af 
O, 


dieser Horm bestimmt sind, ist stets endlich. Denn wir sahen, da8 allein 
die in dem Produkt 2- 040, ...0,_,=TN(f) enthaltenen Primzahlen 
derartige Charaktere liefern kénnen. 

Wir fassen alle diejenigen Formenklassen, welche dieselbe Ordnung 
und dieselben Charaktere wie eine gegebene Form besitzen, in ein Genus 
von Formen zusammen. 

Der Satz M. in Kap. X zeigt uns, daB die Klassen eines und des- 
selben Genus in bezug auf jeden Modul p> p’-1(”) und in bezug auf 
jeden Modul 2‘> a 2en-1) kongruent sind, woraus wir mit Hilfe des 


Satzes II in Kap. VI schlieBen, daB zwei Klassen desselben Genus in bezug 
auf jeden beliebigen Modul kongruent sind. 

Umgekehrt ist klar, daB zwei Klassen f und g von gleichem Index J, 
welche verschiedenen Genera angehéren, nicht in bezug auf jeden Modul V 
kongruent sein kénnen. Denn wenn die Invarianten oder die Charaktere 
der Klassen f und g nicht die gleichen sind, so kann, wie man leicht er- 
kennt, nicht gleichzeitig fg (mod TI(f)) und fSg (mod TT@)) sein. 

Man kann die simtlichen Charaktere einer Klasse f mit Hilfe eines 
Hauptrestes dieser Klasse fiir den Modul TT herleiten. Folglich werden 
zwei Klassen derselben Ordnung O die gleichen Charaktere besitzen, so- 

bald sie in bezug auf den Modul TT einander kongruent sind. Also kann 
man ein Genus von Formen auch in der folgenden Weise definieren: 

Ein Genus f besteht aus allen denjenigen Klassen, welche der Ord- 
nung f angehéren und in bezug auf den Modul TT(f) der Klasse f kon- 
gruent sind. 

I. Um zu entscheiden, ob zwei Klassen derselben Ordnung O in dem- 
selben Genus enthalten sind, kann man sich der Grundformen dieser 
Klassen fiir den Modul TT bedienen. — Wir behaupten: 


*) Siche die Note [[am Schlusse dieser Abhandlung, 8S. 136—143]]. 


AD Zur Theorie der quadratischen Formen. 


Jede primitive Formenklasse f der Ordnung O besitzt fiir den Modul IT 
Grundformen g, in welchen die Zahlen gy, zu den Zahlen g,_;-Py41 
relativ prim sind. 

In der Tat: wir bemerken zunichst, daB eine Form f,,, = {7+} 
(i,k =1,2,...,4+1) von h+1 Variablen und von einer Ordnung 


ie Og, +--+, G,_1, % 
Oy, 9, ++ -y Opty Fn41 Pag’ % 
stets in eine dquivalente Form {r@)} (i,k = 1, 2,...,4+ 1) transformiert 
werden kann, in welcher die Teilform f, = {7} (4,4 =1,2,...,h) von 
h Variablen eine Ordnung 

fe 995 a eal, O,_2) On 14 

Oy, > +> 9, “gy. OLP,* Cn—1 
mit einer zu der Zahl T¥-,,, relativ primen Zahl y, besitzt. Um eine 
Form von der gewiinschten Beschaffenheit zu erhalten, brauchen wir ném- 
lich nur eine Grundform der Klasse f,,, in bezug auf den Modul IT-g,,, 
zu bestimmen. 

Wenden wir diese Bemerkung fiir h—=n—1, n—2,..., 1 an, indem 
wir von der Form f=f, = {r™} (¢,4=1, 2,...,) ausgehen, so ge- 
winnen wir einen Reprasentanten y = {r“)} (¢,k =1,2,..., ), in welchem 
die Teilformen {7} (4,4 =1, 2,...,h) eme Ordnung 


Oxy +++) On) O,_1 
Oy, 9) - ++) On_9) O,PR* On—4 
besitzen, wahrend die Zahlen g, zu den Zahlen TT-g,,, relativ prim sind. 
Dieser Reprasentant g gibt uns also eine Grundform fiir den Modul TT 
mit Zahlen g,, welche zu den Zahlen y,_,-,,, relativ prim sind. 
Eine soleche Form g nennen wir eine charakteristische Form der Klasse f. 
Es mége irgendeine charakteristische Form gp der Klasse f vorliegen. 
Wir wollen die Formen von h Variablen, welche aus den h ersten Reihen 
des Systems von y gebildet sind, durch {g,} bezeichnen. Es mégen die 
Indizes dieser Formen {g,} (A=1, 2,...,) gleich J, sein. Dann ist 
I, =I, und wir setzen noch J, =0. Wir schreiben (—1)*=<¢,. Die 
m+ 1 Einheiten «, stellen die Vorzeichen der Gré8en m, vor, und es werden 
daher die Gréfen ¢,m, samtlich positiv. 


Fiir die Formen {qg,} erhalten wir nach einem bekannten Satz die 
Zerlegungen 


— Z,* Z," cee 2; . 
(Pa) Po V1 Pi P2 3 Ly Pr—-1Ph 
Fiihren wir jetzt  Hinheiten 0,, 0,,..., 6,, vermittels der Beziehungen 


0, = 8,1) & = 0,0,...0, ein, so mtissen von den h ersten Einheiten 
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0,, 6,,+.-, 0, im ganzen I, gleich —1 und h— J, gleich + 1 sein, und 
wir bekommen insbesondere 


1,h 
Liat ee 1 


Tr Ta — 1) Th 
Ss sey et). 


Wenn wir diese Einheit durch die Gréfen «, ausdriicken, so ergibt sich 


h-1 
In(In—-1) Ce 
Cy? --1F 
eé-1l e—-1 e-1 ¢€-1 é -lie —-l ie —-1 «,-1 
° 1 Bie ,2 Se ayy Woe - A=} +23 4, 


aan > 8 
Aus der in Kap. VI (8. 43) aufgestellten Gleichung (8) gewinnen wir 
eine Kongruenz 
(35) — 6,126, 6,01 Paar = X;} (mod 6," p,), 
in welcher die Zahl X, zu o,’q, relativ prim ausfallt, da nach unserer 
Voraussetzung tiber die Form die Zahl — 6,_ 10,6, 419; -1P41 20 GY, 
relativ prim ist. Aus dieser Kongruenz folgt auf der Stelle die Gleichung 


(212i) = : ei a ; ( fp ) 
En Pr Er Pr E,Pp/? 


welche wegen 
Pt! fa ~ 


poe 1) So Se tee + Cas) (Fae) 
Ga-cy (2) 
die Form annimmt : nee 
a ey ee 
62) (EI lero aC ns 


Wir gewinnen demnach die » + 1 Formeln 


Gol ee 


e —1 é+1 gy, -1 
2°46, @ 
=) (i) -c9 Cary 
es &1 Pi ( ) F P ( kat : e,/? 
é— e, Q.— 
6,2 76 roe 
el ERS a hia eae 
&s Pe 2 Ps 2 2 
ree ne re ar pre ya, pees 
Pn—-8 ) ( Pn-1 ) <a (— 1) 5 (2 nt) ( 1) : 2 es 2 (Z==2), 
ae €n—2 Pn—-2 Pn—-2 P ; en—3 
‘n-1* Cn onalG ‘n= tt” Pn—1 @ 
( Pn-2 )-( Pn ) = (-1) 2 (“=3 ") ( 1) 2 2 (a=), 
€n—1Pn-1 &2-1Pn-1 Pn-1 n-1 
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Wir multiplizieren jetzt diese n +1 Gleichungen miteinander und 
benutzen dabei das Reziprozititsgesetz, welches sich fiir zwei ungerade, 
zueinander relativ prime Zahlen U und V, deren Vorzeichen gleich u 
und v sind, in der Formel 


lars gy BES) tab to Tt 


ausspricht. Dadurch erhalten wir die Relation 


peited 


meet Gol Gel al g ete —1l s« —1l e —1 
i) 1 1 2 a 


cnalcy™ : at? i a 2a pe 2 haa eal ie: 


eA ps Ih ~,-1 


h 
(37) n—1 oh n—1 5) 5) 
= | [ (= “n1) : | [ () .(—1)=1 : 
= Pp Psa 
ie fia Whe as ies Cer eed ee Ue os Wierd a kes 
(—)3 2 2 2 2 2 2 2 


Bilden wir das Produkt aus den ersten 7, oder aus den ersten 
”, +1 der obigen Gleichungen, so erkennen wir, da der Charakter ©,(4) 
mit Hilfe der Charaktere C(p), C(4), C(8) und der Hinheit 


I Z 2) 
ue nO Nk 
ee oe 
nn? 
oder der EHinheit 
%, a ny Ung F 4) 
: Se 
jolie ie 
1 > Mk 


dargestellt werden kann. Infolgedessen kénnen wir statt der Charaktere ©, 
die Charaktere D; oder D,; einfiihren. 

Zwischen den beiden Charakteren D> und D; besteht zufolge der 
Gleichung (36) die Relation 


ong Pa 


OW oe 
(38) D-Dt= ee : = (tpt (=). 
Png 


é 
"k 


Wir kénnen jetzt den Satz aussprechen: 
Eine charakteristische Form q der primitiven Formenklasse f besitet: 


I wenn 6,_40,6,,, =9 (mod p) ist, einen Charakter 
Pr 
(D) 
I. wenn 6,_10,6,,1, = 90 (mod 4) ist, drei Charaktere 
as Th(In—1) ThTn +1) 


(1) ip Se real cant ee 


En Pr er Pr 
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Ill. Wenn 6,_,0,6,,, =0 (mod 8) ist, einen Charakter 
2) 
Pp) 
Diese Charaktere sind an die folgenden Bedingungen gebunden: 
1. Es sind 


poe = ieee 


@)=-1 @)-Ccy .enr-1cen7 -cy, 
GJ=1 Flat; 


Ts) Tet) 1 
joy P =1, Saco h -colel. 


2. Wenn 6,_,0,6,,; = 0 (mod 4) ist, so wird 


Pa—1 ae ? Pati wine) Gp uy eh ony Ea Ph 

| + 9 Sei! h+ 2 Eh ce 
ee ee, eens es) 
_ 8. Wenn o, = 2 ist, in welchem Falle 


6, 99,19, = 0 = 6,0, 419,42 (mod 4) und o0,=1 (mod 2) 


wird, so hat zwischen den Charakteren 
=i 


nee ees 


MESES 
(—1) ? und (—l) ? 


die Beziehung statt: 


Ae ee Chases as 


1? C1) =? 


4, Wenn 6,_ 0,16, = 0 = 6,0,,1%,,2 (mod 4) und sili 1 (mod 2) 
Pra—1 me Na ices Oe ce 


ist und zwischen den Charakteren (—1) 2 und (—1) ? die Glei- 


chung 
-1 UPoheia e, +1 


year mea say a 


statthat, so wird 
Th41(la41—}) 


ee iret epee) enc] 


E,-1Ph—1 
= 0 (mod 4) und 


5. Wenn o, _,9, oa (enod 4.) icoshy fois 
h,—h,=+1 ist, so wird 


stoi 1 | Ih, Ln, + (h,, —h,)] i te he Be 
2 1 ratty AS) Fa 
ie Ph, ») ic 1) oat Pr, 3) S ) ( ) 


Die Bedingungen 1. ergeben sich aus den Beziehungen g, = 1, 
=(—1); die Bedingung 2. stimmt mit der Gleichung (38) tiberein; 
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die Bedingung 3. enispringt aus der Kongruenz (35), welche ftir ein 
6, = 2 die Relation 
— €,P4-1P041 = 1 (mod 4) 


liefert; die Bedingung 4. schlieBen wir aus der Gleichung 


Th—-1Ch— al. aces 
aS 2 ei 2 
(ie 1Pa— J ) at ) 


i 


Ase eed aed 
(‘= 12 werent ) (an 2 iat (2) 
ai ? 


Sy, 


welche eine unmittelbare Folge von (36) ist; die Bedingung 5. ist eine 
Identitit. — Driicken wir die Charaktere D, durch die Charaktere ©, (4) 
aus, so werden saimtliche Bedingungen 2., 4., 5. zu Identitaten, und es 
bleiben allein die Bedingungen 3. und die Bedingung (87) zu erfiillen. 

II. Zu jeder Kombination von Charakteren 1. 11, mI., welche allen 
Bedingungen 1., 2., 3., 4., 5. geniigt, gehdrt ein Genus der Ordnung O, 
welches wirklich primitive Formen enthilt. 

Beweis: Es mége irgendeine Kombination der Charaktere 1, IL, UI. 
oder der Charaktere C(p), C(4), C(8), ©(4) gegeben sein, welche keiner 
der aufgestellten Bedingungen widerspricht. Alsdann kénnen wir leicht 
nm —1 Zahlen g, finden, welche zu den Zahlen 20, relativ prim sind und 
fiir welche die Einheiten C,(9), C,(p), Cg(@), Gi(@) gleich den gegebenen 
GréBen C(p), C(4), C(8), (4) ausfallen. Da die Hinheiten C,(9), C,(@), 
C,(~), &4(m) nur von den Resten der Zahlen @, in bezug auf die Moduln 
80, abhingen, so erhellt, daB fiir irgendein System von Zahlen g,, welches 
den Kongruenzen 


~,=, (mod8o0,) (h=1,2,...,n—2,n—1) 


geniigt, gewiB auch die Einheiten C,(@), C,(p), Cs(~), Gi(p) gleich den 
gegebenen Hinheiten C(p), C(4), C(8), ©(4) sein werden. 

Wir wihlen nun » Hinheiten 0,, 0,,..., 0,, von welchen J gleich 
—1 und »—T gleich + 1 sein mégen, und setzen 0,0,...0,=¢,. Aus 
dem bekannten Satz, daf eine jede arithmetische Progression 2S + s (s re- 
lativ prim zu S, 4=—oo...,—2,—1,0, 1, 2,... +00) sowohl unendlich 
viele positive als unendlich viele negative Primzahlen enthalt, erkennen wir 
(mit Hinzuziehung eines einfachen Schlusses von h—1 auf h), daB wir 
die Zahlen y,=@, (mod 80,) (kh = 1, 2,...,n—2,n—1) derart bestimmen 
kénnen, daB die Gréfen «,p, positive Primzahlen werden, da die Zahlen 
gy, zu den Zahlen 20,0,...0, 90, 1° P,_1 relativ prim ausfallen und daB 
n—1 Kongruenzen der Form 


Lp = 1] — 6,19, F, 4194-1941 = X? (mod G,’g,) [9, = (—1)] 
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statthaben.*) Nachdem wir m—1 derartige Zahlen , gefunden haben, 
suchen wir »—1 Zahlen y,, y,,..., y,_, auf, welche den Kongruenzen 


[yy = 0] Ae ned 
= 
Os yr DA 


=1Y, (modro,9,) «(k= 1,2,1eean — 1) 


geniigen, und wir setzen die ganzen Zahlen 


2 
On 41 Pag + %%—1Pr_19%1YE 


on Ph ae 
may Y oT 
; Ci ame Cha dhe "hy GC OOR a OF 0, a Ny: 
Die Form Taye 
Nase Ys 
ie Sa a Se 
Digey es You 
asain dBase 
bildet jetzt, wie man sich leicht iiberzeugt, eine charakteristische Form 
fiir ein Genus G, welches die gegebenen Charaktere besitzt. — Die aus 


den ersten h Reihen von q gebildeten symmetrischen Unterdeterminanten 
werden gleich den Zahlen o,d,_,9,. 

Das soeben entwickelte Verfahren dient, wie zum Beweise der Exi- 
stenz eines Formengenus G, so auch zum Nachweise der Existenz einer 
beliebigen Ordnung. Um ein Beispiel zu geben, zeigen wir, daB es pri- 
mitive Formen mit 8 Variablen von der Determinante 1 gibt, welche der 


Ordnung (*) (> foe a it 
= , I= 
angehoren. A ca a 
Man erkennt, daB die 8—1=7 Zahlen 


9, =1, p= 3, 9, = 5, m= 13, 9 = 5, = 3, Y = 1 
den Kongruenzen (36) geniigen, und man erhilt die Form 


O;, 


Opa 2, 1 
eat ‘ideas ak Oe 
ih Zee ily ale 
oe 3, 4, 5 7 Oeniees? 1 

cae 5, 20, 3 a tome," 1 
3, 12, 1 eae 
ieee Lsek2 purl 
iv? ey 


*) Siehe Dirichlet, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, herausgeg. von Dedekind, 
1880, 8. 328. [[4. Auflage (1894), S. 328]. 
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Da diese Form einer anderen Ordnung angehért wie die Form 
8 


gp = > 2, so kann sie dieser Form g® nicht ‘quivalent sein, und 
hiss 1 

wir sehen somit, daB die Formen von 8 Variablen und der Determinante 

1 mindestens zwei Formenklassen liefern. Entsprechend liefern die For- 


men von n(= 8/ =| + 1%, %< 8) Variablen und der Determinante 1 


mindestens [=| + 1 Formenklassen. Denn es sind die =| +1 Formen 


Pm) = p(B, .<+) By) + POH, «+ +5 Vig) 2° (IC SA Bor Fy an > "ae 
h=8m+1 
(m = 0, 1, 2,...,(2]) 


simtlich von der Determinante 1, und es kénnen nicht zwei von diesen 
Formen einander aquivalent sein, da die Anzahl der Darstellungen der 
Zahl 1 durch eine dieser Formen g,,, gleich 2(m — 8m) ist und mithin 
fiir keine zwei dieser Formen denselben Wert erhilt. 

III. Die Anzahl der simtlichen Kombinationen der Charaktere L.,, 
I, u1., welche mit den aufgestellten Bedingungen vertraglich sind, mége 
durch g bezeichnet werden. Wir wollen die Anzahl der GréBen 6,_,0,6, 4, 
(h =1,2,...,2~—2,n—1), welche durch eine ungerade Primzahl p oder 
durch die Zahl 4 oder durch die Zahl 8 teilbar sind, von neuem gleich 
4,—1, gleich w—1, gleich »—1 setzen; die Anzahl der Falle, in 
welchen zwei aufeinanderfolgende Zahlen 6, _,0,¢,,, (a=, 1,°2, ..., m—1,m) 
gleichzeitig durch 4 teilbar sind, sei gleich u,, und die Anzahl der Fille, 
in welchen 6, = 1, 6,_.0,_16, = 0 = 6,0,,16,,2 (mod 4), 0, =1 (mod 2) 
(h=1, 2,...,m—1) ist, sei gleich u,,; ferner mége wu — wy die Anzahl 
aller Invarianten 6,(h = 1,2,...,%—1) bedeuten, welche gleich 2 sind. 

Die Zahl g, welche zugleich die Anzahl der simtlichen wirklich vor- 
handenen Genera von der Ordnung 


O: ie 2, eee Ss), On_2) aa Ve 


91) 93) +++ 9 O_9) On 4 


ergibt, erhilt den Ausdruck 
9 = Goll + {Ho — Hn} + (to — Hy — Hn) 


in welchem die GréBen go, {U)— u,}, (uy) — u,— w,,) die nachstehende 
Bedeutung haben: 
Ks ist 
> e- 1) + 2(u9— 1) + (v1) 
I K, eS Hy 
4-0 ayy’ 
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worin die Summe = (A, —1) iiber alle GréBen A, zu erstrecken ist, 
Pp 


a 
welche einer in dem Produkt [/o, aufgehenden ungeraden Primzahl p 
h=1 


entsprechen. 
Es ist 
{ io <a My,} aoe 0, 
sobald uy — uw, > 0 ist, und 
eal tKn = 1 ' 
{Ho— &,} = (—1)? Sy eee ‘ar (m= 0 (mod 2)] 
*F gy, —4 
Q%2h-1 
=1 


sobald u)— u,—=O0, dh. up, =0, nm = 2u ist. 
Es wird 
3 (to — By — Hy) = 9, 
wenn Uy) — U,—",, > ist oder wenn irgendeine der Zahlen 6,_,0,6,,; 
(h=1,2,...,~—1) kein Quadrat ist, dagegen wird 
i 


tae 
te a 
i—2le=|ieeo | 9 |4i0)}2) 4 | 6 \(mod 8) 
(eee Peed |= 1 1] 4 Oho 


TJ (to — Hy — My) = O(n — 21)- 


) 


wenn Uy — u,—uU, =O ist und die samtlichen Zahlen 6,_,0,6,,, Qua- 
drate sind. 

Offenbar besitzt nach dem Satze II. eine Ordnung O stets primitive 
Formen, wenn nicht g =O ist. Man erkennt leicht, daB nur in den fol- 
genden Fallen g = O werden kann: 

(a = 0) wenn 


n 


” _ TTT 05,_ 
fo = OF 0, bn = 0, (or ye it ae =—1 (mod a) 
ist; 
(6 = —1) wenn alle Zahlen o,_,0,6,,, Quadratzahlen sind und ent- 
weder 
u=9; uw =9, uw, =9, n —2I=4 (mod 8) 
oder 
eo=1; 2=1, uw, =—9, n — 2I=3,5 (mod 8) 
oder 
by =1; vu, = 9, w, = 1, n —2I=4 (mod 8) 
oder 
Myo = 2; w, = 2, wu, =9, n—2I=A4 (mod 8) 


ist. 
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Kap. XII. Adjungierte Formen. — Reziprozitét zwischen den 
G1, 9, -**, On 9) ie I 
? 
Ors Ogy? > On a7 On 4 
On-11 Gna» °° *» %8) i i 


Onn Mg cae Og Oy 


Ordnungen ( 


und ( 


n 
Hs sei f= > 4,0, eine primitive quadratische Form von der De- 


tZk=1 
terminante A(f). Der gréBte gemeinsame Teiler aller (m — 1)-reihigen 
Unterdeterminanten oe ist gleich d,_,. Setzen wir also 
ik 


1 0A(f) , 
. =€-@ 
Gy. Oa; 


m—iti1,n—k+1? 


wo ¢€=(—1)/“ ist, so wird die Form 


n 
/ , , , 
f = >/a;,2; Uy, 
ik 


ebenso wie die Form f primitiv sein. Diese Form f’ soll der Form f 
adjungiert heiBen, und wir schreiben f >< /’. 


N. Wenn die Form f einer Form 9 => bin Vin Aiquivalent ist, so 


l,m=1 n 
ist die zu f adjungierte Form /’ der zu g adjungierten Form f= > b,.H'Y;, 
aquivalent. nt > 
Denn nehmen wir an, die Form f gehe in g durch eine Substitution 


n 
: re > 1 
S: a= S54; 
t=1 


B( outages, os) 
My, Mg, -+ +, My_4 
->4(." Vays ey ie oh ba» os) 1,1) git Mgy++ +4 M1) 
NL: ce ee (4, Ugy sees ey) (ky, Kasey k,-1) 
ilesieacs lana) 
ips +s te) 
0 |8| 


Werte nach mit den Zahlen “ae sn—itt iiberein, und wir erkennen 
Ss; 


leicht, daB die vorstehende Gleichung sich schreiben laBt 


tiber, so wird 


Die Unterdeterminanten S stimmen dem absoluten 


— 1)'d, 22m => 1)'d,_ 9%, s;'s,™ 3 
tika=1 
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Demnach wird die Form f’ in g’ durch die Substitution 


n 
Nila ‘ge a , 
Som, =>'s, Y, 
Taal 


transformiert. Man findet noch |S’|=|S|"-1, Wenn also |S! —1 und 
f~g ist, so wird |S’|=1 und f’~ J’. 
Die Substitution S’ mége der Substitution S adjungiert heiBen (S >< 8’). 
Wenn f vermittelst einer linearen Substitution in eine Summe von 
n Quadraten 


Tf) n—I(f) 
Peas 
h=1 h=1 
transformiert wird, so lift sich die Form f’ in der Gestalt 
(f) n— eile 


~~ Sao Ss 
schreiben. Es gilt also die Beziehung 
I(f)=1f') =1 
Wir bezeichnen die »—1 Invarianten 6,0, d der Form f’ durch 
6,,0,, 0, (h=1,2,---,n—2,n—1). 
Man beweist leicht den folgenden Satz: 
Wenn f der Form f adjungiert ist, wird auch f der Form f' ad- 
jungiert sein. 
Denn ist f” = > 0/,0/"a," die zu f’ adjungierte Form, so gelten 
t, k= 1 
nach einem bekannten Determinantensatz die Gleichungen 


d’ md es f Ve 
(ed, “eer pce n— 2x — (ed, _2) = : = aah (ed, _1) 7a 
—t+i,n—k4+1 


ut 


a, 
in denen ¢ = (—1)/ ist. Demnach ist der Quotient — immer positiv und 
tk 


fiir alle Werte von 7 und & derselbe. Da aber die GréBen a,/ ebenso wie 
die a,, ganze Zahlen ohne einen gemeinsamen Teiler > 1 sind, so muf 


Gas 


= =1,d.i. f’ =f werden. 
ik 

Man kann die Ordnung der Form f’ aus der Ordnung der Form f 
herleiten. Wenn wir’ die symmetrischen h-reihigen Unterdeterminanten 
der Form f und der Form f’ durch fF, und durch Ff, bezeichnen, die 
unsymmetrischen aber durch P, und durch P,’, so bestehen nach einem 
bekannten Satz ee den F’,, P,, F,, P, die Relationen 

(ed, _2)'F, .7 (ed, _ ve ge —h) (ed, 4) Py = AI name er ‘ 
Infolgedessen mu erstens der ariBte positive Teiler aller Zahlen (ed, _,)"F, 
Minkowski, Gesammelte Abhandlungen, I. 
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(ed,_)’P,/ mit dem gréBten positiven Teiler der Zahlen (ed,_,)'~'F,_,, 
(ed,_,)*~'P,,_, tibereinstimmen; zweitens wird der gréBte positive Teiler 
der Zahlen (ed,_,)’F,, (€d,_.)*2P, dem gréBten positiven Teiler der 
Zahlen (ed,_,)*-'F,,_,, (€d,_)°"-'2P,_, gleich sein miissen. Wir be- 


kommen demnach die Gleichungen 
h , eae | 
dy ody 4 = a, 14, —h-1) 


1h , h—1 
6, dy ody 4 ar Gn 49n—14m 4-1 rm 


Die Division der zweiten Gleichung durch die erste gibt zunachst 


L 
. O;, a alg 
d. i. 
(39) Oy i OF 3 O94, zap. ap (0 plig == 095. Oy - == Oye 
Dann fiihrt die Kombination der drei Gleichungen 
Wenig? h 
(40,) ad, 9dy =d, 14, 4-25 
h , hae 
(40,) dy 9,1 7 Ee 
h—1 97 h —2 
(40, ) a, 24,» — di On 
zu 
dy dy_» uitaas a, 4-2 et 
(4; _1)? Gje7 ke ) h n—h? 
dat 
y fé Pe / 
(41) O; == 0,9 Op = Opa oo.0 yO Agim Og, OL oy == 0h. 


Die Form f’ gehért daher einer Ordnung 


, oy = 19 (6) =e 1D Ch Cae G5, oO; 
0’: ( n nr ? : fe 


On—19 On—9) pe | 035 O71 
an. 


Unter Benutzung des Satzes N. kénnen wir jetzt das Resultat aus- 
sprechen: 


6 
Jeder Klasse f der Ordnung igh J ist eine bestimmte Klasse f’ der 


h 


Oo, h 
Ordnung ( ‘ 


), I adjungiert. 
n—h 

Wenn g eine Grundform der Klasse f fiir den Modul N bedeutet, 
so stellt die der Form p adjungierte Form gq’ eine Grundform der Klasse 
f’ fiir den Modul N vor. Denn offenbar sind die »+1 Zahlen q,’ der 
Form g’ mit den n+ 1 Zahlen gy, der Form durch die Gleichungen 

Pr = ee 1) Phas 

ait; 
Py = (—1)'9, 5 Fs SS, P,-2= (—1)' 92, 9, 1=(- 1)'9, 
verbunden. 
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Demnach sind die Charaktere der Klasse f’ aus denen der Klasse f 
ableitbar. Wir schlieBen hieraus den Satz: 

Gehéren die beiden Formen f und g einem und demselben Genus 
an, so sind auch die ihnen adjungierten Formen f’ und g’ in einem und 
demselben Genus enthalten. 


Infolgedessen werden zwei Genera allemal dann adjungiert heiBen, 
wenn eine Form des einen Genus einer Form des andern adjungiert ist. 


Zweiter Teil. 
Uber die Darstellung ganzer Zahlen durch quadratische 
Formen. 


Kap. XII. Hilfssatz. 
Hs sei ein System von n-y ganzen Zahlen wi (O0<k<n, 0O<h<v) 


0 0 0 
Ug; Uy DE Sont®s Un—4 
1 1 1 
Ca) Bio eee te oe ms (v <n) 
(Pak View i 
eee Ue ere 


gegeben. Falls die simtlichen v-reihigen Unterdeterminanten 

| 4 Uc eek) 

(ky, ky, res k,_1) 

welche sich aus diesem Systeme bilden lassen, keinen gemeinsamen Teiler 

> 1 besitzen, so kénunen wir n(n — v) ganze Zahlen u,* (0<k<n, v<h<n) 
so finden, daB die n-reihige Determinante 

| 2,2 | (kik ==0 sal skeaagen yl) 


(4 =0, 1,...,»—1), 


den Wert 1 erhilt.*) 
Beweis. — Dieser Satz ist evident, wenn v = 0 ist; denn in diesem 
Fall kann man u,? = 1(k=h), u,” = 0 (kK +h) nehmen. 
Ist vy > 0, so wird der gréBte gemeinsame Teiler der m Zahlen u,°, 
U,°,..+.,U2_, in dem gréBten gemeinsamen Teiler der Determinanten 
pad, Li aestye tea) 
(Kio, Ky, ++, h,_4) 
enthalten und folglich gleich 1 sein. 
1. Wir beweisen zuniichst, daB, wenn der gréBte gemeinsame Teiler 
der m ganzen Zahlen u,°, u,°,..., uo, gleich der Hinheit ist, stets eine 
Substitution 


*) GauB, Disquisitiones arithmeticae, art. 279. 
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Sa = ofa Ger ed) 


k 


von der Determinante 1 gefunden werden kann, welche den m Gleichungen 


> Epis: hypo as > k bes 
Sy tt, =a Site — 0, xa Sait =O 
k k 


gentigt, d.h. welche die » Zahlen u,—w,° durch die m GréBen vy =1, 
%,=0,..., 0,1 = 0 ersetzt. 

In der Tat, falls von den m Zahlen u,°, u,°,..., w°_, nur eine einzige, 
etwa u,°, von Null verschieden ist, so stellt diese Zahl offenbar zugleich 


den gréBten Teiler der simtlichen  Zahlen u,° vor, und es wird demnach 
n—1 


ufe=+1, > url sein. Ist dann 7=0, so kann man als Substi- 


h=0 
tution S die folgende wihlen: 
Vo yy OP ee Op, (h +0, %), 


in der 7, irgend einen von 0 verschiedenen Index bedeutet; wenn aber 
i> 0 ist, statt dessen die folgende: 


=i, 73=+%;~ 4,=—4, (h+0, 2). 
Falls aber unter den n Zahlen w,°, u,°,..., wo_, mindestens zwei, 

n=—1 

etwa wu,°, u,° von Null verschieden sind, so wird > (u,°)? >1, und wenn 
h=0 

(u,°)? > (u,°)? ist, kénnen wir eine Einheit +1 so bestimmen, da (u,°)? 

> (uo+u,)? ausfallt. Durch Ausiibung der Substitution 

(s): UP=uftu’, UPY=ue; UP= uh + i, k) 
von der Determinante 1 erhalten wir dann m Zahlen U,°, U,°,..., U2_, 
ohne gemeinsamen Teiler, fiir welche die Ungleichung 


Se 2 > Sa 


h=0 
statthat. 
Nehmen wir an, daf der Punkt 1. unseres Satzes bereits fiir alle 

System: Uo" U,°,..., U2_, ohne gemeinsamen Teiler, fiir welche die 
n—1 

crite 5) (U,°)? kleiner als >? (u,°) * ist, bewiesen sei, so kénnen wir eine 
h=0 

Sapsiinton (x) von der Determinante 1 finden, welche die Zahlen WAN 

U,°,..., US_, durch die Zahlen 1, 0,..., 0 ee und die zusammen- 


gesetzte Sibeiuntiee S= oR -(s) enabis alsdann das gleiche Resultat 


fiir die Zahlen «4°, u,°,..., we_y. 
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2. Bilden wir das Produkt des Systemes 


0 0 0 
Uo 5 U1, sty U,—1 

1 1 il 
Ug , Uy) +++) Ur_y 

“= 
? 

n—1 n—1 n—1 
Uy ) U, pres Une, 


in welchem die Zahlen u,*(v<h <n) vorliufig unbestimmte GroBen sein 
moégen, und des Systemes 


0 0 0 
So > Sy, Sar) Ss 
1 1 1 
gu | S07 Sy oe Spas 
. . e . . . . , 
na—1 n—1 a—1 
Soest Say 


Ucar roma i. ty ge 
in welchem die GréBen v,'(1<h < v) allein von den s* und den gegebenen 
Zahlen wu,’ abhiingen, wihrend die Gréfen v,"(v <<h<™m) sich durch die 
s* und die gesuchten Zahlen u,’ ausdriicken. 

Aus dem Umstande, daB die Determinante |s*| gleich 1 ist, erkennen 
wir, daB der gréBte gemeinsame Teiler der simtlichen (v — 1)-reihigen 


Unterdeterminanten 


(1,...,7—1) ins 
eke ‘al es (A=1,..., »—1) 
des Systems 
v4", » Ont 
(v)=[- - 
Mg os 


dem gréften gemeinsamen Teiler der simtlichen Unterdeterminanten 
i (Ont ear) 
(ho, ky, BAS} figen) 
d. i. der EHinheit gleich sein wird. Nehmen wir also unsern Satz fiir den 
Fall »—1, »—1 schon als bewiesen an, so kénnen wir solche ganze 
Zahlen v,",..., v'_y(v<A<m) bestimmen, daf die Determinante 
|v," | (k,h=1,...,n—1) 
den Wert 1 erhilt. Setzen wir alsdann noch fiir die Zahlen v,*(v < h <n) 
beliebige ganze Zahlen ein, so besitzt das zusammengesetzte System v-S~? 


86 Zur Theorie der quadratischen Formen. 


offenbar die Determinante 1 und lauter ganzzahlige Koeffizienten, und seine 
v ersten Reihen stimmen mit den vy Reihen des Systems (wu) tiberein. 
Demnach liefert uns dieses System v-S-!=wu sofort n(n —v) ganze 
Zahlen u,"(v <h <n), fiir welche 


|e? | == (he OF Lon. 2, WL) 
wird, und hierdurch ist unser Satz fiir den Fall n, v bewiesen. Da er 


gewif fiir den Fall n — v, O statthat, ergibt sich also seine Giiltigkeit fiir 


die Falle 
n—v+1,1; n—v42, 2;...5 n, v. 


Kap. XIV. Darstellung einer Form yon » Variablen durch eine 
Form von vm Variablen. — Aquivalente Darstellungen und Dar- 
stellungsgruppen. 


I. Wir sagen, eine Form 


Q -> 0,6; 5; 


von v Variablen sei darstellbar durch eine Form 


n 
i > D5, UV; Uy, 
hel 


von ” Variablen (n >), wenn die Form f vermittels einer Substitution 


tal 
(r): au; — > rh @=1, Bye osy n), 
k=1 


in welcher die Gréfen r* ganze Zahlen sind, in - tibergeht. 
Fiir die Koeffizienten a,,, ergeben sich die Gleichungen 


On = Pe a on 
Aus denselben erhellt, daB der gréBte Teiler d, der simtlichen Koeffizienten 
a,, in dem gréBten Teiler der simtlichen Koeffizienten «,,, enthalten ist 
und daf die Substitution (r), welche die Form g durch f darstellt, auch 
zur Darstellung der Form . = We durch die primitive Form s = el 
0 0 0 
dienen kann. Infolge dieses Umstandes diirfen wir uns auf die Une 
suchung der Fille, in denen die Form f primitiv ist, beschranken. 
Im Folgenden betrachten wir insbesondere Darstellungen (r), fiir 
welche der gréBte gemeinsame Teiler der y-reihigen Unterdeterminanten 
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des Systems 


1 1 1 
1, Voy gle 
2 2 2 
V1) Toy 2 +9 US, (v Zz n) 
y y y 
Ta iiop tennis tte, 


gleich 1 ist, und welche wir eigentliche Darstellungen nennen. 
Wenn die Darstellung (r) eine eigentliche ist, so kénnen wir nach 
unserm Hilfssatz n(m — v) Zahlen r¥(k > v) finden derart, daB die Deter- 


minante 5 é 
eet (4,k =1, 2,..., n) 


den Wert 1 erhalt. Die Form f geht alsdann durch die Substitution 


R: a= > r¥b, (Cl oa) 
G=al 


in eine aquivalente Form ©® iiber, in welcher die aus den ersten v Hori- 
zontal- und Vertikalreihen gebildete Form mit  identisch ist. 

Wenn umgekehrt in der Klasse f ein Reprisentant © vorhanden ist, 
in welchem die aus den ersten v Reihen gebildete Form gleich p wird, 
so ergibt jede Substitution, vermittelst deren f in ® iibergeht, eine eigent- 
liche Darstellung von g durch /. 

Wir gewinnen aus dieser Bemerkung, in welcher die Form f nur als 
Reprasentant ihrer Klasse erscheint, den Satz: 

Durch zwei iquivalente Formen f und g kénnen ebendieselben 
Formen @ eigentlich dargestellt werden. 

Ferner ist es leicht den folgenden Satz zu beweisen: 


O. Wenn die Form p= > % ££ durch die Form f eigentlich 
‘k=l 
dargestellt werden kann, so ist auch jede der Form o dquivalente Form 
v 


-> 6.7: 7, Aurch f eigentlich darstellbar. 
i, k=l 


In der Tat: es mége » durch die Substitution 
(x): b> ims @=1,2,...,) 
k=l 


von der Determinante 1 in die Form w tibergehen. Wenn wir auf f zuerst 
die Substitution (7) und darauf die Substitution (x) anwenden, so erhalten 
wir zuerst die Form m und dann die Form y. Zu derselben Form y 
miissen wir nun offenbar gelangen, indem wir auf f unmittelbar die zu- 
sammengesetzte Substitution (r)-(r), d.i. die Substitution 


($s): “= ( riot) (@m1, 2, %., ”) 
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anwenden. Hiernach ist die Form ~ durch f vermittels der Substitution 


(s): 2, > 8), GL 22, see) 
k=1 


darstellbar, in welcher 


~ Kad? 8-3, 2 
[J aa hak Die? ? 
ee # pane Ks fon Dine Ms, s] 


? , 
ist. 
Nach einem bekannten Satz gelten die Beziehungen 
44h, tes 05.8 
(Ht = Al, k BOP pS OTe 
I si le |= | earls (Re ape oe 
d. i. 
ih 2, eS vy) _,d, By ees on 
(i) tay - +5 4) (1) tay ++ +5 4) 


Diese Beziehungen zeigen uns, da8 der groBte Teiler der samtlichen aus 
v Reihen der Substitution (s) gebildeten Unterdeterminanten gleich dem 
groBten Teiler der simtlichen aus v Reihen der Substitution (7) gebildeten 
Unterdeterminanten ist. Folglich ist die Darstellung (s) eine eigentliche, 
sobald (r) eine eigentliche Darstellung ist. 

Wir wollen die Darstellung (s) = (7) - (x) der Form yw der Darstellung (r) 
der Form y dquivalent nennen und schreiben (1) ~ (s,,). 

Unter den v-reihigen Determinanten der Substitution (r) gibt es 
mindestens eine von Null verschiedene; es sei etwa 

Cl 2,2 ae) 
a (2, tay - ++ i,) sa 

Wahlen wir unter den Gleichungen (42) diejenigen » aus, welche den 
Werten 1 =1%,, 7 ...,7, und k=k entsprechen und lésen sie nach den 
Koeffizienten 7,* auf, so erhalten wir 


GE; QZ yveey 1) 
43 Pie Se ee OO aie ee ae : 
( ) i 7 Par Diels v) Or} 5; (2 uy to» eeey i,) 


(Gataneernne)) 
Also kénnen die Koeffizienten 1,* vermittels der GréBen r/* und s; aus- 
gedriickt werden. Daraus schlieBen wir, daB zwei verschiedene Trans- 
formationen (t) von pin ~ niemals dieselbe einer gegebenen Darstellung 
(r,) Aquivalente Darstellung (s,) liefern kénnen. 
II. Wenn zwei Formen gm und yw durch f vermittels zweier Substi- 
tutionen (r) und (s) dargestellt sind, welche die Bedingungen 


ec oe ee ee 
(try My - ++, 4) CP ,) 


erfiillen, so ist stets p ~ p und (7,) ~ (8,). 


(44) (i= 1, 2,..., 0) 
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In der Tat: sind die Zahlen r¥(k > v) so gewahlt, daB die Substitution 


R: £,= > r¥é @=1,2,.. 


die Determinante 1 besitzt, und setzen wir s'=r}(k> vv), so zeigen die 


Gleichungen (44) unmittelbar, daB die Substitution 


Pe HE aK C= 74 
Zi 52 


Jeieynit) 


gleichfalis von der Determinante 1 ist. Die beiden Formen R-f-R=©® 


und S-f-S=Y kénnen wir schreiben 


OD) a b:b, und ¥ = >) Bie tits 
Oak oil: “,b=1 


2) -> Oi Bier und wp -> Bix "5 Ne- 
k= k= 


eave OD ate 9. 


dann wird 


Offenbar gilt 


Man erkennt also, da8 sich vermittels der Substitution 


BA abs mt > ot Pa (Gees i Dicuntl 
in der 
tt= OIF | (4, k=1,2,. 
. Or, 
ipa 


ist, die Form ® in Y verwandelt. 


sly) 


vey 1) 


Wie man leicht einsieht, lassen sich die Zahlen is (¢>v) mit Hilfe 
h 


(Arco see 2) 


der GréBen r (i, ie, dee i,) 
Folglich gilt 


O|R|  als| : 
ar,! = as, (>), 
also LG=8 
‘(= 
ko } ) 
v; 0 (t+ hk) >»), 


und die Substitution R-1S nimmt die Form an 


R18: &=—>'tm GS), ben @>»). 
k=1 


und mittels Zahlen 7,‘(4>-v) ausdriicken. 
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Wir finden sonach 


v 


b= De (J, WO 1, 2, o 9 99 v) 


ik=1 


und die Form @ geht vermittels der Substitution 
(Gar: => (ae oh cy coca 
k=1 


in w tiber. Die Determinante dieser Substitution ist gleich der Deter- 
minante der Substitution R-!S, d. i. gleich der Hinheit. Mithin ist die 
Form » der Form yw 4quivalent. 

Setzen wir die Systeme R und R-'S zusammen, so mitissen wir zu 
dem System S gelangen. Daraus ergeben sich die Gleichungen 


Af 
kes rene —s a 
oi= yr, the lee Dy core eae) 
h=1 


aus denen ersichtlich ist, daB die Darstellung (s,) der Darstellung (r,) 
aquivalent ist. 

III. Mit Hilfe des Satzes I]. kémnen wir leicht den folgenden Satz 
beweisen: 

D. Ist pv, pw" und (75) ~ (56), (9) ~ (86), 80 ist (sh) ~ (sf). 

Wir fassen die samtlichen Darstellungen einer Form gy, welche einer 
gegebenen Darstellung dieser Form Aquivalent sind, in eine Gruppe von 
Darstellungen der Form gm zusammen. Aus dem Satze P. folgt alsdann, 
daS zwei Darstellungen (7) derselben Gruppe stets aquivalent, zwei Dar- 
stellungen (7) aus verschiedenen Gruppen nicht aquivalent sind. 

Aus den Gleichungen (42) und (43) erkennen wir, daB die Anzahl 
aller verschiedenen Darstellungen (7) einer Form gp, welche in einer Gruppe 
von Darstellungen dieser Form auftreten [d. i. die Dichtigkeit einer der- 
artigen Gruppe (7,)] gleich der Anzahl der simtlichen verschiedenen 
Transformationen (von der Determinante 1) der Form in sich selbst ist. 
Daraus schlieBen wir leicht, da8 die Darstellungsgruppen zweier Aquivalenter 
Formen gleiche Dichtigkeit besitzen. 

Wir nennen zwei Gruppen von Darstellungen (r,) und (s,,) Gquivalent, 
wenn irgendeine Darstellung der einen Gruppe irgendeiner Darstellung 
der andern &quivalent ist. Der Satz P. zeigt dann, daB zwei beliebige 
Darstellungen nur dann aquivalent sind, wenn sie aquivalenten Gruppen 
von Darstellungen angehéren. MHiernach bilden die samtlichen Dar- 
stellungen (s,,), welche einer gegebenen Darstellung (r,) Squivalent sind, 
eine Gruppe von Darstellungen der Form yp. 
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Kap. XV. Adjungierte Darstellungen und adjungierte 


Darstellungsgruppen. 
I. Es mége eine primitive Form f yon m Variablen mit Hilfe einer 
Substitution 
R a,— hE (i=1, 2,...,n) 
von der Deters 1 in eine dquivalente Form 6 = {a,,} (¢,k=1,2,...,n) 


tibergehen, und es mége m die Form Ma £.& von v Variablen be- 
i,k=1 
zeichnen. Hs sei f’ die adjungierte Form von f, 


Rowe, = rites (Saleen) 
fins b 


die adjungierte Substitution von R und = {a,,} ((,k=1,2,...,n) 
die adjungierte Form von ®. In Kap. XII haben wir gesehen, daf die 
Form f’ mit Hilfe der Substitution R’ in ©’ tibergeht. Wir setzen die 


Form AGE E’E/ von n—v=v"' Variablen gleich g’. Ist die Deter- 
tjk=1 

minante der Form g gleich o,d,_,-(g) und die Determinante von gq’ 

gleich o/,d’,_,-(g'), so gilt die Beziehung 


Cp) ape) ty. 
Wir wollen sagen, die Darstellung 


der Form g’ durch die Form /”’ sei der Darstellung 
(): => )r?& G2 ana) 
k=1 


der Form g durch die Form f adjungiert, und wollen uns des Zeichens 
(19) ><(rg") bedienen. — Aus der Reziprozitat zwischen den Formen f und 
f’ erhellt, daB, wenn die Darstellung (rj) der Darstellung (7») adjungiert 
ist, umgekehrt die Darstellung (r,) der Darstellung (rg) adjungiert ist. 

Da die Systeme R und R’ adjungiert sind, bestehen fiir die Dar- 
stellungen (7) und (7’) die simtlichen Gleichungen 


(hs ee ae wh Bynes v’) 


(49) uae se rected) Ae Widuitis ty) 
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in denen die Indizes i und 7’ so gewihlt sein sollen, daB die  Zahlen 
i,; n+ 1—ij, abgesehen von der Reihenfolge den m Zahlen 1, 2,...,% 
gleich sind und die Permutation 
(Gj) gy ey pn bls, “yn Ply ol Se) 

aus (1, 2,..., ) vermittels einer geraden Anzahl von Transpositionen 
hervorgeht. 

II. Umgekehrt sind die beiden Darstellungen (rg) und (ry) stets 
adjungiert, sobald sie die simtlichen Bedingungen (45) erfiillen. 

In der Tat: seien die Zahlen o,* (kK >’) so gewahlt, daB die Sub- 


stitution 
n, => Het ST elte (j= 1, 2,...,m) 


k=v'+1 
die Determinante 1 besitzt, und sei 


) a= Set gE, +> Bi, = dpQyika, 


k=v+ 
die adjungierte Substitution von (0 Es wird dann 
(OU eee Das ws Diy wenssusg 
(4, 1g, cP eA aie Ce ty), Sie ty)” 
woraus sich wegen der Gleichungen (45) 
lg ae a age 2A jt v) 
"gs iy Sc) a Ce i: -+4, 4) 


ergibt. Wir erkennen nunmehr, da die Substitution 


x, ->" b+ UR, (§=1, 2,..., 2) 


k=y+1 
die Determinante 1 besitzt und daf8 die adjungierte Substitution von R 


die Form erhilt: 
R: 2, <>" Jeger + Re (i=1, 2,..., n). 
k=y'+1 
Also ist die Darstellung (r’) in aes Tat der Darstellung (7) adjungiert. 
II. Wir kénnen jetzt den folgenden Satz beweisen: 
Ist (1) ~ (Sy) (p~y) und (ry) < (ry), (Sy) >< (sy), 80 ist stets 
(ry) ~ (Sv) (PH) und (79) >< (Sy), (Sy) >< (79). 
In der Tat ergibt die Voraussetzung 
mee cn i) v) mick mee v) myo. By vesy Ve (I, ay ey v’) 
"(i, fi 2) wy t,) (4, 9) nee, 1,) (a, 29’, chciaet) 1,7) (44, ty, Sami 2 ty)” 


woraus unmittelbar die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung folgt. 
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Dieser Satz zeigt, daB zwei aquivalenten Darstellungen stets dieselben 
adjungierten Darstellungen zukommen. 

Wir nennen zwei Gruppen von Darstellungen (r), (r’) adjungiert, so- 
bald irgendeine Darstellung der einen Gruppe irgendeiner Darstellung der 
andern adjungiert ist. Aus dem vorstehenden Satz schlieBen wir, dab, 
wenn zwei Gruppen von Darstellungen adjungiert sind, jede Darstellung 
der einen Gruppe jeder Darstellung der andern adjungiert ist. 

Den simtlichen 4quivalenten Darstellungsgruppen, welche zu Formen 
einer bestimmten Klasse g von vy Variablen gehéren, sind ‘quivalente 
Darstellungsgruppen einer bestimmten Klasse gy’ von v’ Variablen adjungiert. 
Die beiden Klassen g und gq’ besitzen hiernach eine gewisse Reziprozitit 
in bezug auf die Formen f und f’, und man kann sehr bemerkenswerte 
Relationen zwischen den Indizes, den Ordnungen und den Genera dieser 
beiden Klassen aufstellen. Wir leiten an dieser Stelle nur die Relation 
zwischen den Indizes her. 

Q. Bezeichnen wir durch J den Index von y, durch J’ den Index 
von gy und durch J den Index von f und f’, so hat die Gleichung statt 


Tiel. Caine!) 


Denn setzen wir die aus den ersten h(= 1, 2,..., ) Horizontal- 
und Vertikalreihen von ® resp. ©’ gebildeten Unterdeterminanten gleich 
6,a,_,4, resp. 6, dy _ ,4,, so ist die Zahl J resp. J” gleich der Anzahl 


der simtlichen cate GréBen aus der Reihe oe (h= 12a ies Aga) 


resp. aus der Reihe re i hy ee et LN, a) bart die Zahl I 
gleich der Anzahl der eee GréBen aus der Reihe 5 ee A (h=1, 2,..., 0) 
oder aus der Reihe ae (h =1, 2, ae wird. Nun haben wir nach 
Kap. XII die Retenonen: A,=(- fk , (2 = 0, 1; 2... .,.%); dieselben 


fiihren mit Leichtigkeit zu dem mipeeorened Roaultate: 
Von besonderem Interesse ist der Fall, in welchem die Form eine 


Ordnung 
G1, a) O,_2) Oy _1 ay. 
m/]”’ 


04 9) +++) Oy 9, 9,0,_4 


und die Form gq’ eine Ordnung 


s if r ’ 

Oran ny Oey) Oey ; 

( ? ? ? v v : Af 
m 


, f 


£ / , 
1, 09) wees: 9 Oy») OS 0 times 
besitzt. 
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Kap. XVI. Darstellung von ganzen Zahlen durch Formen 
mit  Variablen. 


Wir wollen weiterhin insbesondere den Fall betrachten, in welchem 
eine der Zahlen v, v’ gleich 1 ist. Es sei y= 1, v =n—1. 
Wenn die Form f mit Hilfe der Substitution 


(i): 2,—t& (See ae 


in eine (einvariablige) Form b& tibergeht, so wird die Zahl b durch f 
vermittels der Zahlen 

(@): a=t, 
dargestellt, und umgekehrt ist die Form 6& stets durch f darstellbar, 
sobald die Zahl b durch f dargestellt werden kann. 

Wir nennen die Darstellung z,=¢, der Zahl 6 durch die Form f 
eigentlich, wenn die Darstellung von b& durch f eigentlich ist, d. h. wenn 
der groBte gemeinsame Teiler t der n Zahlen ¢, gleich 1 ist. 

So oft der Teiler + gréBer als 1 ist, mu b den Faktor t? > 1 ent- 


halten, und die Darstellung x,=¢; der Zahl b durch f lefert die eigent- 


liche Darstellung x, = 4 der Zahl = durch f. Wir gelangen infolge- 


dessen zu allen iiberhaupt méglichen Darstellungen einer Zahl b durch 
eine Form f, indem wir die saémtlichen quadratischen Divisoren t? von 6 
aufsuthen und alle eigentlichen Darstellungen der Zahlen =i durch die 
Form f bestimmen. A 

Wir setzen die Form f als primitiv voraus. Zwei eigentliche Dar- 
stellungen (¢) und (¢°) einer Form b&? oder einer Zahl b durch die Form f 
werden nach unseren Definitionen nur dann Aquivalent sein, wenn die 
simtlichen Gleichungen ¢,=¢, ((=1, 2,..., ) statthaben, d. h. wenn 
sie identisch sind. Infolgedessen sprechen sich die in Kap. XV aufgestellten 
Satze ftir den Fall vy = 1 folgendermaBen aus*): 

I. Zu jeder eigentlichen Darstellung (¢) einer Zahl b durch die Form f 
sind eigentliche Darstellungen (r’) gewisser Formen gy’ von »—1 Variablen 
und der Determinante (—1)/d/_,-b durch die Form /f’ adjungiert. 

Yl’. Zu jeder eigentlichen Darstellung (r’) einer Form g’ von n— 1 
Variablen und der Determinante (—1)/d’_,-b durch die Form f’ ist eine 
einzige eigentliche Darstellung (f) der Zahl b durch die Form f adjungiert. 

I. Zu zwei aquivalenten Darstellungen (7’) und (s’) zweier Aqui- 
valenter Formen g’ und y~ von »—1 Variablen und der Determinante 


(—1)'d,_,-+6 durch die Form /” ist eine und dieselbe Darstellung (¢) der 
Zahl b durch die Form 7 adjungiert. 


*) Siehe GauB, Disquisitiones arithmeticae, art. 280. 
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II’. Wenn zu einer und derselben Darstellung (#) der Zahl b durch 
die Form f zwei Darstellungen (r’) und (s’) zweier Formen g’ und y’ mit 
m—1 Variablen und von der Determinante (—1)'d’_,-6 durch die 
Form f’ adjungiert sind, so sind die Formen g’ und wy und die Dar- 
stellungen (r’) und (s’) dquivalent. 

Um die samtlichen eigentlichen Darstellungen einer Zahl b durch 
eine primitive Form f zu bestimmen, kénnen wir jetzt in folgender Weise 
verfahren: wir wihlen aus einer jeden Formenklasse mit » — 1 Variablen 
und von der Determinante (—1)/d’_,-b einen Reprisentanten g’ aus, 
suchen die saimtlichen nicht-iquivalenten Gruppen von eigentlichen Dar- 
stellungen dieser Formen g’ durch die Form /’ auf und bestimmen zu 
jeder dieser nicht-Aquivalenten Gruppen die einzige adjungierte eigentliche 
Darstellung der Zahl b durch die Form f. Auf diese Weise wird man 
za den simtlichen tiberhaupt méglichen eigentlichen Darstellungen der 
Zahl b durch die Form f gelangen und zwar zu einer jeden dieser Dar- 
stellungen nur ein einziges Mal. 


Kap. XVII. Darstellungen von Formen mit nm —1 Variablen durch 
Formen mit ” Variablen. 


Wir wenden uns jetzt zu einer naheren Untersuchung der eigent- 
lichen Darstellungen einer Form mit »— 1 Variablen durch eine primi- 
tive Form mit n Variablen. 


n—-1 
I. Es mége eine Form g’ = > b/, §; & von der Determinante 
t,k=1 n 
(—1)'d;_,-6 durch eine primitive Form f’ = > a; £; 2, vermittels 
einer Substitution ikea 


n—-1 
():. “4, = > On er (j=2-1, 2, 3u,/) 
fea | 


[[eigentlich]] dargestellt werden. 
Bestimmen wir » Zahlen ¢;, so daB die Substitution 


n—-1 
@): 2/ => 9/76 +48 Gt oe) 
k=1 


die Determinante 1 besitzt, so wird die Form (t)- f’-(¢’) = B’ der Form f” 
aiquivalent sein und sich schreiben lassen 


n—-1 n--1 
Bye 8D by bee? 
ik=1 i=1 
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Wir bezeichnen durch f => an 2,2, die zu f’ adjungierte Form, 
durch os 


nm—1 
@: a —t6+> 98 OSE Oe Reems): 
k=1 


die adjungierte Substitution von (¢) und durch 


n—1 n—1 
B= bE +2 "BEE + > bb 
i=1 ik=1 


die zu B’ adjungierte Form. Die m Zahlen ¢, driicken sich dabei durch 
die gegebenen Koeffizienten 9,;* aus. Es gelten die Beziehungen 


n n—1 3 
=p 1 @=hk) 
46 > Ht a= Sot 6 critValedie 
( ) ee t “n—itl , =< n—-i+1 ok T n—it1 k 0 (i +k)’ 


und wir bekommen B = (2) -f-(#), d. i. 


Bim -> 0;, 9) 9," 


i,k=1 
und 


(47) b -> G;,t;t,, 6, -> a, 1, ,". 
ik=1 ik=1 


Mit Benutzung der Summen 


= 1 db 
f; — > Ont = art, Pag ts ie 


% 
sea ‘ 


i=) 


kénnen wir die Formeln (47) auch schreiben 


(48) b ay Tate =y T, 8}. 
t=1 s=1 


Wir setzen (Os | == 17 |d,.| = |9| und 


Oly | _ ’ 0\9| , 
0b; am (—1)'-d,_s- Cn —i,n—h? Bbiz oa (a er a 


Da die Formen f und /’ adjungiert sind, gelten nach einem bekannten 
Determinantensatze die Gleichungen 


tc 1} db} ice DE. d, 9 by} rea Ne 1)? di, 9 0;} ie 1a: d,,_»b,} 
fate (1 ad, eee (al) od acy) 


(49) — 0,6, = 5,6, — bb,,, 
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aus denen wir die Kongruenzen gewinnen 


(50) — 0,¢;, = b,b, (mod b) 


oder 
“a Os ae (S38) (mod 6). 


k= 

Jede Darstellung (9’) der Form g’ durch die Form f” liefert auf 
solche Weise bestimmte Liésungen (6,, b,,..., b,_,) der ae oi 2) Kont 
gruenzen (50). Wir sagen, die Darstellung (®’) gehdre zu Aree Lésungen 
(b,) (h =1, 2,..., n—1)*). 

I], Wenn wir den m Zahlen ¢,’, 4’, ..., tf alle méglichen Werte er- 


=) 


teilen, welche die Bedingung me i ty-i41 = 1 erfiillen, so erhalten wir 
¢=1 

alle Lésungen (6,) der Kongruenzen (50), zu welchen die gegebene Dar- 

stellung (9) der Form g’ gehért. Es besteht nun der Satz: 

Alle Lésungen (0,, 6,,..., b,_,) der Kongruenzen (50), zu welchen 
die namliche Darstellung (8’) der Form gy’ gehért, sind nach dem Modul } 
kongruent. 

In der Tat, die Summen 

n—-1 


m—h m—-1 mn—2 ri 
Ue i NO Vases gs BoA by ee feed 2 a rt as se ere CG EN 
=a 


nehmen mit Hilfe der Formeln (48) und (46) die Werte an 


S( ear Se 7,) ->(a2 8) a OAT 


ie h=l 


Es kommt also 


n—1 
(51) Dens), a .f,=—bt/_,,,=0 (mod). 
h=1 
(att 


Fassen wir irgendwelche »—1 von diesen m Gleichungen zusammen, 
etwa alle diejenigen, welche einem Index 7+ g entsprechen, so kénnen 
wir dieselben nach den m — 1 GréBen 6, auflésen, und es ergibt sich 


at : ms 
een coe ee ant 87 = med) GH) 
(?) 


*) Siehe Gau8, Disquisitiones arithmeticae, art. 282. 
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Hs ist klar, daB die GroBen ¢,, a vermittels der Koeffizienten 3, * 
n—t+1 
der Darstellung (’) ausgedrtickt werden kénnen; es sind daher auch die 
Reste der Zahlen 
10h, te Og ne Bayi, Un 


nach dem Modul 6} durch diese Zahlen #,* vollsténdig bestimmt. Da die 
Darstellung (8) eine eigentliche ist, kénnen die m Zahlen ¢,, t,, ..., ¢, 
keinen gemeinsamen Teiler gréBer als 1 besitzen, und es miissen sich 
daher unter diesen » Zahlen solche befinden, die zu einem beliebigen 
Primfaktor q von 6 relativ prim sind. Infolge dieses Umstandes sind 
auch die Reste der » — 1 Zahlen 6, fiir jede in 6 aufgehende Primzahl- 
potenz gq’ und mithin fiir den Modul 6 selbst eindeutig durch die Koeffi- 
zienten %,* bestimmt, und hieraus geht unmittelbar das Behauptete hervor. 


Setzen wir jetzt voraus, man kénne » Zahlen 7¢,’ (Se a es —1) 


so finden, daB die Darstellung (8) zu der Wurzel (6,) der Ratan (50) 
gehért, und es mége (6,) eine andere, nach dem Modul 6 der Wurzel (0,) 
kongruente Wurzel dieser Kongruenzen sein. Alsdann kann man » Zahlen 


(su a-iti = 1) derart finden, daB die Darstellung (8) zu dieser 


Wee (b,) gehort. 


In der Tat, es mége 6,=b, + be, sein. Fiir die Zahlen #/ miissen 
die Beziehungen 


n—1 


(51) =>, Bets ~ Shout =~ OB ys 


h=l1 


statthaben. Die Differenz der Gleichungen (51) und (51) ergibt sogleich 


n—1 
(52) i = tf — >) 8/7 e, 
b= 


Daraus geht hervor, da8 die Bestimmung der Zahlen ¢, jedenfalls nur 
auf eine einzige Weise méglich sein kann. Fiihren wir nun fiir die 
Zablen ¢; die Ausdriicke (52) ein, so ist die Q@leichung (51) wirklich 
erfiillt. Multiplizieren wir dann diese Gleichung mit ¢, und bilden die 
Summe iiber alle Werte i=1, 2,..., m, so bekommen wir 


b- >a —i41% v= Seat ths 
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oS re 


Die Darstellung (#’) gehdrt also in der Tat zu der Wurzel (6,) der Kon- 
gruenzen (50). 
_ Ist insbesondere e¢, = 0, 6, = b,(h=1, 2,..., n— 1), so wird 
t= t/(@=1,2,...,). Man sieht demnach, da8 es nicht zwei ver- 
schiedene Substitutionen (¢’) geben kann, welche dieselben Koeffizienten 9, * 
besitzen und die Form f’ durch dieselbe Form B’ ersetzen. 

III. Zu den eben bewiesenen Siitzen gelangen wir auch auf folgendem 
Wege*): 

Es seien #,’, ¢,’,..., t,’ irgendwelche Zahlen, welche ebenso wie die 
Zahlen ¢,’, t,',..., ¢, der Gleichung 


Sy an 1 
i=1 


gentigen, und es moége die Form f’ durch die Substitution 


n—-1 
(t): x, = >) 8, *E + £6 G@=1, 2, seey n) 
P= | 
in eine Form ; 
n—1 nm 
B’-> b.6, E+ 2 > b/ E/E ity bE? 
i,k =1 i=1 
tibergehen. Der Substitution (¢’) sei die Substitution 
n—1 
(t) oe t,§ +> afe, (a = ue 2, ) n) 
Sab 
und der Form RB’ die Form 
bavi +2 S584 SHE 
i=1 t,k=1 


- adjungiert. Wie man aus Kap. XIV (II) ersieht, geht alsdann die Form B 
mit Hilfe der Substitution 
m—i1 


(i)-*. (i): f= E +>: ss E.= a (h=1,2,.. 7) n—1), 


in welcher 


*) Siehe GauB8, Disquisitiones arithmeticae, art. 282. 
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ist, in die Form B tiber. Wir bekommen daher 
b,=b,+be,,  6,=0, (modd), 


und die beiden Lisungen (b,) und (b,) der Kongruenzen (50) sind in der 
Tat kongruent modulo 0. 

Die Substitution (¢’)-!-(’), welche die Form B’ in B’ verwandelt, 
148t sich jetzt schreiben 

@)*(@): &— by —e, 476 (b=1,2,....9—1), b= s. 
Durch Zusammensetzung der beiden Systeme (t’) und (¢’)-*(¢’) miissen 
wir zu dem System (¢’) gelangen. Auf diese Weise erhalten wir von 
neuem die Bedingungen (52). Fiihren wir aber fiir die Zahlen ¢/ die 
Werte (52) ein, so ist die Substitution (¢’) in der Tat von der Deter- 
minante 1 und verwandelt die Form f’ in eine Form B’, deren ad- 
jungierte Form B anstelle der Kooeffizienten b, die Zahlen b, aufweist. 

IV. Man kann leicht die folgende Relation beweisen, welche spiater 
Anwendung finden wird: 


n— n—1 
(53) es ——(n—2)d0". [Tot oes 0 Maria? 
ik= 


In der Tat hat man 


d. i. nee 


(54) 0; 05.2 0 2b'— >’ OaG 


n—i,n—k* 
c= 


Die Determinante der Form B 148t sich schreiben 


0 
ata Zale iol Sh, bn 


daraus ergibt sich 


am—1 n—1 n—-1 

25 Ae m5, A i a 
| [> = bb | [> 01 >"0,, Gaieweae 
k=1 k=1 4,k=1 


Fiihren wir hierin statt der Zahlen b,b, die Zahlen —o,c,, +0b,, ein und 
benutzen die Beziehung (54), so bekommen wir sofort die behauptete 
Gleichung. 

V. Es ist klar, daB es tiberhaupt keine eigentiiohen Darstellungen 
der Form meipe von der Determinante (—1)'.d’_,-b durch die 


Form f” geben kann, sobald nicht die GréBen c,_ eee ere 1). an a 
3 O0:% 
ganze Zahlen werden. Sind aber diese simtlichen GréBen ganze Zahlen, 
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so wird eine jede eigentliche Darstellung (#’) der Form g’ durch f’ zu 
einer einzigen Lisung (b,) (mod b) der Kongruenzen 

— 0,6, = b;b, (mod b) 


gehéren, und wir werden sonach alle méglichen eigentlichen Darstellungen(®) 
der Form g’ durch f’ bekommen, indem wir die simtlichen modulo 0 in- 
kongruenten Systeme 

(b,, bs, pee) Dx) 


aufsuchen, welche diese Kongruenzen erfiillen, und fiir jedes dieser Systeme 
die simtlichen eigentlichen Darstellungen (®’) bestimmen, welche zu dem- 
selben gehéren. 

Fiir ein bestimmtes gegebenes System (b,) (mod b) kann dies auf 
folgende Weise geschehen: 

Wir bezeichnen die ganzen Zahlen 


01 C;% + ;b, 
b 
durch 6,, und untersuchen die Form 
n—1 n—-1 
B= dg? +2 >" d,£E, + > Bisby 
i=1 i,k=1 


Diese Form geht mit Hilfe der Substitution 


n—1 
b 
E=1-> Mh E,= (A=1, 2,...,n—1) 
(i | 


n—-1 
0, ¢; 
By =o? + > nm 
t,k=1 


iiber. Wir ersehen hieraus, daB die Determinante von B gleich (—1)/-d,_, 


in eine Form 


ist. Ferner gilt a =(—1)/-d,_,-b;,, und wir setzen 


n—t,n—k 
o|B\ 


Ol = (—1)Fd,yb' und 55 


= (—1)/-d._,-5,. 

Aus den vorhergehenden Sitzen leuchtet ein, daB wenn die Form B 
der Form f nicht aquivalent ist, keine eigentlichen, zu der Wurzel (0,) 
der Kongruenzen (50) gehdrenden Darstellungen der Form g’ durch f” 
existieren. Sobald aber B~f ist, so wird auch die zu B adjungierte 
Form B’ der Form f’ aquivalent sein und sich schreiben lassen 


n—-1 n—-1 
B= > b,8/ by + 2 >)b/ Ee’ + Ee ie 
4,;k=1 #=1 
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Eine jede Substitution 
nt 
(t’): a, = > 8/*6, + i (G= 1, Zon 29%) 
k=1 


von der Determinante 1, mit deren Hilfe die Form f’ in B’ iibergeht, 
liefert dann eine eigentliche Darstellung 


n—1 1 
(9): 2, — >) 0/48 Cee) 
k= 2 


von g’ durch f’, und wir gelangen, indem wir samtliche verschiedenen 
Substitutionen (¢’) von der Determinante 1 bilden, durch welche f’ in DB’ 
transformiert wird, zu allen iiberhaupt méglichen Darstellungen (#,), 
welche zu der Wurzel (b,) gehdren, und zwar zu einer jeden dieser Dar- 
stellungen ein einziges Mal. Denn wir haben gesehen, daB zwei ver- 
schiedene Transformationen (¢’) niemals die gleichen Koeffizienten 9,* 
darbieten kénnen. 


Kap. XVIII. Index, Ordnung und Genus der durch eine Form von 
n Variablen darstellbaren Formen yon n —1 Variablen. 


n 
Es sei eine primitive Form f= > a,,2;", von einem Index J, einer 
t,k=1 


Ordnunge O: % und einem Genus G gegeben, und es mége die Zahl b 
g geg , £ 


vermittels. eines Leer 
(1s gto ==, 
durch f dargestellt sein. 
Da die Koeffizienten a,,, 2a,, simtlich durch o, teilbar sind, wird 
die Zahl b den Faktor 6, enthalten. Es bedeute 0 das Vorzeichen der 
Zahl b und m den absoluten Wert von = Dann wird b=0-6,m. Wir 


betrachten insbesondere Zahlen 0, fiir mclche die GréBe m zu der Deter- 
minante A von f relativ prim ist. 
Wir nennen den griften gemeinsamen Teiler 7 der n Zahlen 


vi, => a;,t, den Tedler der Darstellung (¢), und sagen, eine Darstellung (#) 
k=1 

sel primar, wenn ihr Teiler 7’ gleich 1 ist. Eine primaire Darstellung ist 

stets eigentlich; denn der gréfte gemeinsame Teiler + der m Zahlen t, 

geht in allen Summen 7’, und folglich auch in der Zahl 7 auf. Ist daher 

7 =1, so wird auch der Teiler ¢ der Hinheit gleich sein. — Aus den 

Gleichungen (48) erhellt, da der Teiler 7 der Darstellung (¢) in den 


samtlichen Zahlen b, b,, b,,..., 6, _, aufgehen wird. Andererseits erkennen 
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wir aus den Gleichungen (51), daB der gréBte Teiler der Zahlen b, b, in 
den sémtlichen Zahlen 7, aufgeht. Es stimmt demnach der Teiler 7’ der 
Darstellung (¢) mit dem grdBten Teiler der Zahlen }, b, iiberein. Die 
Kongruenzen b = 0, 6, =0 (mod 7’) ergeben unmittelbar A = 0 (mod 7’). 
Folglich wird, falls die Zahl m zu A relativ prim sein soll, der Teiler 7 
in 6, aufgehen, und eine [[eigentliche]] Darstellung (¢) der Zahl b wird 
stets primar sein, auBer in dem Falle, daB 6, = 2, m=1 (mod 2) ist und 
die Zahlen 7; alle gerade ausfallen. 

Der Darstellung \¢) der Zahl b durch die Form / ist eine Darstellung (#’) 

nm—1 

einer Form gp’ = >) by bi Ee von der Determinante (— 1)/d’_,-b durch 


i,k=1 


die Form f =D) aj,2/ 2, adjungiert. Wir wollen die Beziehungen unter- 
i,k=1 

suchen, welche zwischen den IJndizes, den Ordnungen und den Genera der 

Form g’ und der Form f”’ bestehen. 


Index der Form op’. 

Nach dem Satze Q. (Kap. XV) muB der Index der Form gq’ gleich J 
oder J—1 sein, je nachdem die Zahl b positiv (0 = 1) oder negativ (6 = —1) 
ist. Da der Index einer Form von »—1 Variablen stets zwischen den 
Grenzen 0 und n—1 eingeschlossen ist, wird die Form p’ niemals durch 
die Form f’ darstellbar sein, wenn J=O und 6<0 oder J=n und 
6 > 0 ist. 

Ordnung der Form gp’. 

Es sei der gré&te gemeinsame Teiler der samtlichen Koeffizienten 6;;, 

der Form g’ gleich e’, und es seien ¢,’, é’,...,¢@,_2 die Invarianten o und 


. . . ope Q 5 
T',%,,+--,T, 2 die Invarianten o der primitiven Form —- Hs gilt als- 
dann die Beziehung 
' in-1, 9 'n-2p 'n-8 / 
(55) Od, ati C8 P07 BE RO Ds ae ek 


Wir bezeichnen durch q*, q die hdchsten Potenzen einer Primzahl g, 
welche in den Griéfen e’, e,/ aufgehen. Wir wollen jetzt die Zahlen «’, ¢,’ 
durch die Zahlen o,’ ausdriicken, 

1. Es bedeute zunichst qg eine in m aufgehende Primzahl. Ware die 
GréBe e’ oder eine der »—3 ersten Invarianten e,',¢’,...,¢@,_; durch 
diese Primzahl q teilbar, so miiften die simtlichen ganzen Zahlen 


6, =(-— 1h gr: apr gleichfalls durch q teilbar sein, und die 


n—1 
Gleichung (53) gibe [Jo, oder A=0 (modq), was gegen unsere Voraus- 


h=1 
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setzung streitet, daB die Zahl m zu A relativ se ist. Wir finden sonach 
fiir jede in m aufgehende Primzahl é = Oise 0,, 0), sce ug. 
Wegen (55) wird dann die GréBe qin-2 dee Peo pies Boeke von q gleich 
sein, welche in 6,m oder in 6 aufgeht. Indem wir dieses Resultat fiir die 
simtlichen in m enthaltenen Primzahlen g anwenden, erkennen wir, daB 
die Invariante e’_, durch m teilbar sein muB. 

2. Es bedeute jetzt q eine ungerade Primzah] p, welche nicht in m 
aufgeht. Da die Zahl 6 alsdann zu p relativ prim ist, so kénnen wir die 
Zahlen (b,, b,,..., 6,3), zu welchen die Darstellung (#’) gehért, so 
wihlen, daB sie neben den Kongruenzen (50) fiir den Modul 6 noch den 
weiteren Kongruenzen 

b,=0, b,.=0,..., 6,_1=9 (mod p’) 
fiir irgend einen Modul p'(> p’-1)) geniigen. Es wird alsdann 
0,0,,= bb, (mod p'), 
und die Form B besitzt fiir den Modul p‘ einen Rest 


b, OAe Bains, 0) 
0 0114 O1e; n—1 
) b Dae “eeED b t 
B= (mod p*). 
0 O1em—1,1 1 Sn ty n—1 
? Eee ta ? a 


Schliisse, pees denen von Kap. III ganz analog sind, zeigen jetzt, daB 


die Form >! ¢,,6: primitiv in bezug auf p sein mu und da8 die héch- 
t,k=1 

sten in den Invarianten 0 dieser Form aufgehenden Potenzen von p bzw. 

gleich p®n—2, p’n-s,..., p’1 sind. Andererseits miissen diese Potenzen 

gleich ptn—2, p'n—s,..., pr sein; denn die Form {c¢,,} ist ein Multiplum 


der zu , adjungierten Form. Wir gewinnen also die Beziehungen 


8, = Oy’, By = My, .-., &,_g =O, _g- 
Indem wir jetzt diese Werte der Zablen ¢,’ in die Formel (55) einfiihren, 
finden wir noch e‘= 0. Die Form g’ muB also in bezug auf p primitiv sein. 

3. Es mége endlich die Primzahl q gleich 2 sein. GemaS unserer 
Annahme, da8 die Zahl m zu A relativ prim sei, werden wir die beiden 
Falle m= 1 (mod 2) und m=0, A=1 (mod 2) zu untersuchen haben. 

I. Wir betrachten zunichst den Fall m = 1 (mod 2). 

(6,=1). Ist in diesem Falle 6,1, so wird die Zahl b ungerade 
sein, und wir kénnen infolgedessen die Zahlen (b,, b,,...,0,_,), zu 
welchen die Darstellung (#’) gehért, so wahlen, daB sie neben den Kon- 
gruenzen (50) nach dem Modul b noch den Kongruenzen 
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bp Oba == 10 ena. 550,2 = Ondo) 
fiir irgend einen Modul 2'(>,_,-2%,-1) gentigen. Alsdann wird 
01,C,, = bb,, (mod 2°) 
und folglich rer 
b, O Fis bers, 0 


aii Oy tenet 
2 = OF ane igs eae 
= (mod 2°). 
0 01, 1,1 O16, -1 2-1 
? b b ) 


n—1 
Aus diesem Rest von B ersehen wir, daB die Form >¢ ££, zu 2 primitiv 


4,k=1 


ausfallt, daB die Zahlen ¢’, «, durch die Gleichungen 
(56) a= 0, Ey = Oy’, & = Wy, «++, En 9 = Ong 
gegeben sind und daB die Potenzen o,_,- 2%.-1 mit den kleineren der 
Potenzen 
Bae 2's=2, orca, 
tibereinstimmen oder, was auf dasselbe hinauskommt, daf die Invarianteno,_, 


mit den kleineren der je zwei Zahlen 


/ , 
tie rane +e Oe Te: 


OP Beate Tt, 


tibereinstimmen. 
Wir wollen nun annehmen, da8 die x,—1(1<*,<~™) ersten der 
GréBen w,, nimlich w,, @,,..., @, —, gleich Null seien, wahrend die x,‘° 


dieser Zahlen, , , von Null Seana sei. Alsdann ist nach Kap.IV o,=1, 

6.1, 1 ta 15 6,—1. Die GréBe 77_,_,-2°7 7 7% wird fiir 

, Ny eieieh bar oa and fiir ‘ ee SRO oder gleich 277. = 't, _p. 

Fiir h >, ist daher immer o,_,=1, 
Die Relationen ie) ergeben 


, tA 
€ se ES ab ra UF En 43 = OF At Sea 


a 


n—h* 


Die x,—2 letzten Invarianten 1, kénnen infolgedessen nach den in 
Kap. IV gegebenen Satzen nur die Werte 


, 
(57,) Ti ne oe haa =1,4,_ =1 Ee =1,...,%,3=1 
oder die Werte 
~ I? P , , os 
(57,) Tr—-mtim 2) eg ey es al 
annehmen. 


Der letztere Fall (57,) ist an die Bedingungen x, — 1 = 0 (mod 2) und 
x, —1>0 gebunden. Wenn also x,=0 (mod 2) und auch wenn x, = 1 
wird, erhalten wir stets t, — 6, (h=1,2,...,n— 2). Ist dagegen x,=1 
(mod 2) und x, > 1, so sind die Fille (57,) und (57,) alle beide méglich. 
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Der zweite dieser Falle tritt offenbar nur dann ein, wenn die Invariante 
t, » gleich 2 ist, d. h. wenn die Zahlen 


seg pa pace ny hae 
Sig 0, (D0; 20; Ne Oi, (mod 2) 


alle kongruent 0 (mod 2) sind, oder, was auf das namliche hinauskommt, 
wenn die » —1 Kongruenzen 
(58) b; = b;, (mod 2) [b = 1 (mod 2)} 
gelten. 

Wir kénnen voraussetzen, daB der Rest f (mod 2) von der in Kap. ILI 
angegebenen Gestalt f,,) ist. Geht dann f durch die Substitution 


m—1 
(t): a, —48+>/9+%, (i= 1,2,...,n) 
k=1 
in B iiber, so wird 
bt op Oy ee Ob, = oO. uf a Gnod 2) 

und der Fall (57,) ist durch die Bedingungen 
(59) 4—1o'+@—1)8/4+---+@—Da, =0 (mod 2) @=1,2,....n—1) 
gekennzeichnet. Zu diesen Kongruenzen kénnen wir noch die Kongruenz 
(60) G—Dt FG —D6 er 1a Gnodi2); 
die wegen ¢,(t,—1)=0 (mod 2) evident ist, hinzufiigen. Da die De- 
terminante der Substitution (f) ungerade (= 1) ist, kénnen die x,- reihigen 
Unterdeterminanten des Systems 

ltr Oxy Oy +. OY? | (h=1,2,...,%) 
nicht siimtlich gerade sein. Demnach gibt es unter den m Kongruenzen 
(59), (60) x,, deren Determinante ungerade ist. Lésen wir dann diese 
%, Kongruenzen nach den x, Gréfen ¢,—1, 4,—1,...,4,—1 auf, so 
bekommen wir 

Oe Oh a ee ne ee 
Man erkennt also, da& die Kongruenzen (58) die einzige Liésung 
if marly ty earl ome mOcEs) 
zulassen. 
(6,= 2.) Hs sei jetzt o,—2 und mithin 6 =0-6,m=2 (mod 4). 

Die n —1 Zahlen (6,, b,, ..., &,_,) sind dann entweder alle gerade, oder 
es befinden meu unter ihnen auch ungerade GréBen. Im ersteren Falle 


wird Z, -> a,,t, = 0 (mod 2) (i=1,2,...,m), und folglich ist die ge- 


gebene Danette (¢) der Zahl 6 nur im zweiten Falle primar. 
Wir wollen annehmen, von den Gréfen w, seien die x,—1(1<x,<n) 
ersten, niimlich @,, @,,..., @,_,, gleich Null, wihrend die x," dieser 
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Zahlen, w,,, von Null verschieden sein mége, und wir wollen annehmen, 
daB der Rest f (mod 4) von der in Kap. III angegebenen Gestalt fi, Sel. 
Dann gelten die Kongruenzen 
f, =, T,=%4, T,=4, T,= ts, .. sy Le =t,, ie = 1,,-13 
Y,=U' (mod 2) (> %,), 
und es werden die Zahlen 7’; nur dann samtlich gerade ausfallen, wenn 
e000, eat, = 0 (mod 2) 

wird. Diese Kongruenzen bilden demnach die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir, daB die » —1 Zahlen 6, simtlich durch 2 teilbar werden. 
Diese Kongruenzen sind jedoch mit der Annahme 6 = 2 (mod 4) nur in 
dem Falle vertraglich, daB 2%o6,.,—=—2 und also 2% = 2, O41 = 1 
wird. In der Tat, ist 2%o, ,,=0 (mod 4), so sieht man leicht, daB in 
dem Rest f= ,) + 2%/) (mod 4) alle Koeffizienten 2°%a(), 2° 2a(a) 
kongruent Null (mod 4) werden. Infolgedessen ist eine jede Zahl b, 
welche durch f vermittels gerader Zahlen ¢,, t,,...,¢, dargestellé wird, 
durch 4 teilbar. 


Wenn von den »—1 Zahlen 6,, b,,..., b,_,; eimige ungerade aus- 


x. 


fallen, so werden sich auch unter den Zahlen ¢,,= = (— 67+ bb,;) ungerade 
1 


n—1 


GréBen befinden. Die Form © = ebb wird daher in bezug auf 2 pri- 


t,k=1 
mitiv ausfallen und sich in einen Reprisentanten 
* 23 # 

Ce ON piano 10. ae) 
if % % 
kaa DY MASc are mT 

BE * * 

Cae C3, 1? nn) Cas 


verwandeln lassen, in welchem c*= 1 (mod 2) ist und die Koeffizienten 
c,*,..., ¢*., kongruent Null nach einem Modul 2‘(>6,_,- 2’-1@) sind. 
Bedeutet M den gréSten Teiler der simtlichen Koeffizienten von ®, so wird 


die Form sae der Form 5 adjungiert sein. Wir wollen durch a die 


zu on adjungierte Form bezeichnen. Dann ist die Form g’ der Form q’ 


fiquivalent. Anstatt der vorliegenden Darstellung (9) der Form g’ durch 
f kénnen wir jetzt irgendeine fiquivalente Darstellung (9) der Form gq’ 
durch f’ betrachten. Fiir diese Darstellung (9) mége anstelle der Form 


B eine Form 


n—2 n—32 
B = be? + 2 >) b,EE, aD Oats 
7=0 i,k=0 


treten. 
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Wir erhalten die Gleichungen 


— 0,c% = be —b- Boo) — 1G = bob; — b- by,, — 0,08 = 6b, — 0 - by. 
Da wir b=0 (mod 2) und ct =1, ¢* =0 (mod 2) vorausgesetzt haben, 
ergeben sich die Kongruenzen 

Dean; Oue=OM, ANS b, 3=0 (mod 2). 
Die Darstellung (#’) bestimmt nur die Reste der Zahlen b, nach dem 
Modul b [= 2 (mod 4)]. Wir kénnen daher die Zahlen so wihlen, dab 


sie den Kongruenzen 


bo Ce. bg = 0 eee mod 7) 
geniigen. Alsdann werden wegen b,b, — b- b; = — 0,6;* die Kongruenzen 
b,; = 0 (mod 2‘) und wegen bb, — b - b,, = — 0,c% die Kongruenzen c&=0, 


2c* = 0 (mod 4) statthaben, und die Form B wird fiir den Modul 2 
einen Rest 


Zz vAV) 
0» %0 , 
¥ 0444 01¢; ,-9 
B= bo b (mod 2°) 
OCF 94 016," 9 n—2 
Sto ae CeO} b 
: : Ce. 5 
liefern, in welchem }=0, b,=1, b),=0, ats = 0 (mod 2) ist. 


Dieser Rest von B zeigt, daB die héchste in allen Koeffizienten c* 
n—2 

der Form > oth b, aufgehende Potenz von 2 gleich Qun—2+1 ist, sowie 
k=l 


daB fiir die in bezug auf 2 primitive Form leer die Invarianten 
Q°n-2 


2%) gleich 2-8, ..., 2%" und die Invarianten 6 gleich °6,,5 | .::.a5.005 
sind. Indem wir dieses Resultat auf den Rest der Form © (mod 2') an- 
wenden, erkennen wir, daS die Invarianten 2°® dieser Form gleich 
6, 2-2, Qn-3,.,., 2%" und die Invarianten 6 dieser Form gleich 6/_ 4, 
6, _3,.--, 6, sind. Andererseits ist offenbar, daB die Invarianten 2°) 
der Form ® mit den Zahlen Qen—2, Qen—3, ..., 2% und die Invarianten 6 
dieser Form mit den GroBen t/_,, t,_5,..., 1, tibereinstimmen. Folg- 
lich wird 


t , , , i/ 
ae By . DWy— 
rosy §,-3 = Og, 2-2 = 6, - Bn-3, 


v , / 
na Sy gy Sh gh Og etl 
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Fiihren wir diese Werte der Zahlen ¢,’ in die Relation (55) ein, so finden 
wir noch ¢ = 0. 

I]. Wir betrachten endlich den Fall, in welchem m= 0 (mod 2) und 
4 = 1 (mod 2) ist. Es sei 2° die hichste in m aufgehende Potenz yon 2. 
Wir sahen in 1., daB die Zahlen ¢’, ¢,/ durch die Gleichungen 


e&=0, 2, =0, ¢,/=0,..., 6, = 0, Qu-2 = 6, . 2 
gegeben sind. 

Wir haben sonach nur noch die Invarianten 1,’ zu bestimmen. Die 
letzte dieser Invarianten, t/_,, wird, da 2-2 > 2 ist, stets gleich 1. Die 
tibrigen »— 3 Invarianten +,’ miissen nach den in Kap. IV gegebenen 


Satzen entweder die Werte 


| 
— 


if / ‘2 
ita et DAA Pen SU 


oder die Werte 


/ 


, , 
TS s yt Lh. , eee 2 


erhalten. Der letztere dieser beiden Falle ist an die Bedingung n —2=0 
(mod 2), also »=0 (mod 2) gebunden. AuBerdem muB, wie wir leicht 
einsehen, eine jede Invariante +, die entsprechende Invariante 6,’ als 
Faktor enthalten. Wir gewinnen daher das folgende Resultat: Wenn 
n =1 (mod 2) wird, in welchem Falle stets 6,’= 1, 6, =1,...,6,_,=1, 
Omen l a isl, 80 haben —wit 7, == 1 at, mel ue ty Fg = Loe 
wenn dagegen »=0O (mod 2) ist, so wird, falls o,°=1, 6,)=1,..., 
6,_,=1, 6, _,= 1 ist, entweder 1,/=1, t,’=1,..., t{_3=1, t{_,»=1 
oder 7, =)2, 7, = 1;)..4) t, £5 = 2, %,-,9 = 1, und falls ¢,’/=2, 6,’ = 1, 
) 0... — 1, 6,_,—2' wird, haben wir stets += 2, 7, —1, ..-, 
PAO 5 PA a 


yal 


Wir kénnen die Satze, zu denen wir gelangt sind, in der folgenden 
Weise zusammenfassen: 

Wenn eine primaire Darstellung (¢) einer Zahl b = 0 - 6,m (m relativ 
prim zu A) durch die Form f einer Darstellung (@’) einer Form gy’ von 
m —1 Variablen und der Determinante (— 1)/-d/_,6 durch die Form /’ 
adjungiert ist, so fallt gm’ primitiv aus und gehdrt zu einer Ordnung 


7 

t 
h ; 1—d 

( ) (himil 25m ty 2nd ima ay 
C; | 
deren Invarianten e,’ den Gleichungen 
/ / / rg ¢ i) / / 
ey =O) 6 C5 = 05, re) Ca Co On 3 : 0,™m 


geniigen und deren Invarianten +, entweder die Gleichungen 


, / , , / , / , 
(I) TO, Vee Os ty ty 8 On as). Saas ™ Sng 


oder auch, falls 6, = 1, m=x, =1 (mod 2), x, > 1 ist, die Gleichungen 
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, , sant Gs , = 6 
1%, To = Og 9 vy Ty iy, = Ono) 


(11) ion ee Tn 412 =, 2 95) 1, gL, T,-3= 2, 
On wei i, 6, -ng2=l, ’ Cs 1s 6,-.=1, 
oder, falls x, =, 6,=1, m=x,=0 (mod 2), x, > 2 ist, die Gleichungen 
t = 2y % = 1 92, o=—t 
(II) 1 2 ) ) : 3 ? ‘ 2 ? 
O; a L, 6, Sh ED) y) On ar Ly, O,-2 Sa 1 


erfiillen. 

Wir wollen die Ordnung der Form g’, je nachdem die Gleichungen 
(I) oder (II) statthaben, durch O,'(b) oder durch O;;(b) bezeichnen. 

Sei jetzt gm die der Form g’ adjungierte Form. Aus dem obigen 


n—1 n-1 
Satz erhellt, daB g gleich abe oder gleich x eabe: sein wird, je 
nachdem die Zahl b ne oder negativ ist, Wir kénnen daher 
p= > enbib, setzen, und die Form g wird primitiv sein und der 
de dunincgiin ; 

hee he _ . ea [e, s=0,_5:6,m] 
angehoren. 


Wir wiahlen die Form gq’ in ihrer Klasse so aus, daB m einen Haupt- 
rest fiir den Modul 0b vorstellt. Dann wird 


Do * # 33 * 
Co ek MARGE Meio am ioe Cee OO er pet 
# * Hf % 
CC, Ci) oho Cae 0 OOO) aes 
0-p=] c* * Hf * = m 
Ciara Crit ie Ch en eee ae 0,0, 0, ..., Of (mod 6), 
# a = 
OL Ce Aga pten eee es cs O20 ARTO 


wo c* zu b relativ prim ist, und den Kongruenzen 


n(n — 1) 
2 


(61) —o0,c¥=6,? (mod b), — 0,¢,* = byb, (mod b), — 0,c% = b,b, (mod b) 
(,k=1, 2,...,n—2) 

kann nicht anders geniigt werden, als wenn man 

(62) —0,c* =b,? (mod b) 

und 


6, =0, 6, =0, ..., by_, =0 (modd) 
hat. Es wird daher die Anzahl der simtlichen inkongruenten Systeme 


(by, b,,.-., 6,5) (mod b), welche den wa! Kongruenzen (61) geniigen, 
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mit der Anzahl der inkongruenten Lésungen }, (mod b) der einzigen 
Kongruenz (62) iibereinstimmen. Diese letztere Anzahl ist, sobald die 
Kongruenz (62) iiberhaupt keine Lésungen besitzt, gleich Null, dagegen 
wenn die Kongruenz (62) lésbar ist und wenn in der Zahl b im ganzen 
# ungerade Primzahlen p aufgehen, gleich 2”, falls b= 1 (mod 2) oder 
6 = 2 (mod 4) ist, oder gleich 2“+1, wenn b = 4 (mod 8) ist, oder gleich 
2u+2, falls 6 =0 (mod 8) ist. 


Genus der Form gq’. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Form g’ nur einem einzigen Genus 
G(b) oder Gy(b) der Ordnung O/(b) resp. O7,(b) angehdren kann und 
daB die Charaktere dieses Genus véllig durch die Charaktere des Genus G’ 
der Form f’ bestimmt sind. 

Vergleichen wir zu diesem Zweck die Charaktere der Form g’ und 
der Form B’ in bezug auf einen Modul gq’ miteinander. Der Hinfach- 
heit halber denken wir uns die Form g’ als eine Grundform fiir den 
Modul q gewiahlt. Bezeichnen wir die aus den h ersten Reihen der 
Form B’ und der Form gq’ gebildeten symmetrischen Unterdeterminanten 
durch o,d,_,B, und durch 1,/d;_,9,, so bestehen die Beziehungen 
ME atone ietn = 2)tund:) oly aib oa — e =d-m. Die GriBe 
(—1)'-7/_.,_, stimmt mit dem Koeffizienten c* der Form 0-  tiber- 
ein, so da® wir die Kongruenz (62) auch 
(63) sel a oes b,? (mod 6, b) 
schreiben kénnen. 

1. Bedeutet zunichst gq eine ungerade Primzahl p, welche nicht in b 
und nicht in A aufgeht, so besitzt weder die Form g’ noch die Form B’ 
einen Charakter C,. 

2. Zweitens sei q eine ungerade Primzahl p, welche in b aufgeht 
und mithin zu A relativ prim ist. Alsdaun besitzt die Form DB’ keine 


Charaktere C,, wihrend die Form g’ den einzigen Charakter (ee 


(—1)' +o “a=3) 


liefert, welcher wegen der Kongruenz (63) den Wert (= ip 


erhialt. 

3. Wenn drittens q eine ungerade Primzahl p ist, welche in A aut- 
geht und mithin zu b relativ prim ausfillt, so stellt die Form B’ eine 
Grundform fiir den Modul p vor, sobald wir fiir g’ eine Grundform fiir 
diesen Modul genommen haben. Es besitzt die Form g’ einen Charakter 


(2) , wenn die Invariante e,’ durch p teilbar ist, und die Form B’ einen 


Charakter (F+), wenn die Invariante 0, durch p teilbar ist. Nun ist 
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offenbar ein jedes e, (2 <m—2) dann und nur dann durch p teilbar, 
wenn das zugehdrige o, durch p teilbar wird. Demnach zieht ein jeder 
Charakter (F+) einen bestimmten Charakter ay nach sich, und es sind 


diese beiden Charaktere wegen o, B, =, y, gegenseitig durcheinander 


Pn=1) 
p 


bestimmt. Es muf ferner, wenn 0,_,=0 (mod p) wird, der Charakter ( 


eis 
gleich aT ee sein. 


4, Endlich untersuchen wir die Charaktere fiir einen Modul g‘ = 2%. 

I. Es mége zuerst m=1 (mod 2) sein. Gehért dann die Form gq’ 
zu der Ordnung 0/(b), gelten sonach die Beziehungen o6,/=1, (h<in—2), 
so stimmen die Zahlen gp, mit den entsprechenden GréBen B,’ tiberein, 
und es werden die GréBen t,_,¢,t,,,; (4 <m— 2) nur dann den Faktor 
A oder 8 enthalten, wenn die entsprechenden GréBen 6,/_,0, 6,,, (h<n—2) 
durch 4 oder durch 8 teilbar sind. Infolgedessen wird jeder Charakter 
C,, Cz, ©, der Form g’ gleich einem bestimmten Charakter C,, Cy ©, 
der Form B’ sein. AufSerdem wird, wie wir leicht bemerken, es 
i vf o 4 


6, 20, ,=0 (mod 4) ist, der Charakter (— i i gleich (— 1) , 


und wenn G,_,0,_ ,=0 (mod 8) ist, der Charakter (47 ) gleich (=) 
wal ed 


6. 
Ferner liefert, falls 6,2 ist, die Kongruenz (63) die Bedingung 
— (—1)'- 0,9, _,=1 (mod 4) oder 


Ge alee (Sry Sai 
Cc)? =C1) 

Wenn die Form g’ der Ordnung O/;;(6) angehért, so kénnen wir 
ahnlich schlieBen, oder wir kénnen auch auf die folgende Art vorgehen: 
Im Falle einer Ordnung 07;(0) ist jedenfalls 6, = 1 und b=0-6,m=1 
(mod 2). Infolgedessen kénnen wir in diesem Falle die Zahlen b,, d,, 
-..,6,_, samtlich kongruent Null (mod 2%’ +e’+:-;+on—-1 = 2¢n—-1) an- 
nehmen. Alsdann werden wegen der Gleichungen 


—bv' = $1,.0/-f Jou ~ 06/— Db, 
‘= A=1 thank 


auch die Zahlen 0’, b,’, 6,,..., o, , durch 2°n-1 teilbar sein. Daraus 
erhellt, da8 fiir tic! ganze Zahl 2’ die Kongruenz B’ = 2’ (mod 2°n- ‘) ge- 
nau 2°-1 mal soviel Lésungen besitzen wird als die Kongruenz g’ = 2’ 
(mod 2°n— 1), Nun kénnen nach Kap. IX, wie wir wissen, die Charaktere 
der Form B’ und die der Form q’ fiir die Moduln 2‘ aus den Anzahlen 
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der Lésungen der verschiedenen Kongruenzen B’= 2’ (mod 2’ -1) und 
p =’ (mod 2%-1) hergeleitet werden. Es sind daher in dem vorliegenden 
Falle wirklich die Charaktere der beiden Formen g’ und B’ fir die 
Moduln 2° gegenseitig durcheinander gegeben. 
Il. Es mége endlich m=0, A=1 (mod 2) sein. Die Form g’ be- 
pe ae 
2 


sitzt dann, falls 6,b = 0 (mod 4) ist, einen Charakter (— 1) , welcher 


=(1o-1 
infolge der Kongruenz (63) den Wert(—1) ? besitzt, und falls 
6,b = 0 (mod 8) ist, einen Charakter laa ) welcher wegen (63) gleich 


(=) ist. Alle tibrigen Charaktere der Form gy’ fiir die Moduln 2‘ kénnen 
1 


p91 


durch diese Hinheiten (—1) ? und (Fa und durch Charaktere C, aus- 
n—-2 


gedriickt werden. 


Kap. XIX. Uber den Inbegriff der Darstellungen einer ganzen Zahl 
durch die verschiedenen Formen eines Genus G. 


Bekanntlich gibt es nur eine endliche Anzahl von Formenklassen, 
welche dieselbe Determinante A und denselben Index J aufweisen. Da 
nun die Formen, welche einem und demselben Genus angehéren, gewiB 
dieselbe Determinante und denselben Index besitzen, so wird infolgedessen 
auch ein jedes Genus nur eine endliche Anzahl verschiedener Klassen be- 
sitzen. 

Es sei ein bestimmtes Genus G von Formen gegeben; wir greifen 
aus jeder seiner Klassen irgendeinen Reprisentanten heraus. Wenn das 
Genus G sich im ganzen aus g verschiedenen Formenklassen zusammen- 
setzt, bekommen wir auf diese Weise g untereinander nicht-Adquivalente 
Formen f,, fy, -.-.,/,, und es ist klar, daf eine jede Form des Genus G 
einer und nur einer dieser g Formen iquivalent ist. Daher wird das 
System dieser g Formen f,, f,,...,f, ein vollstindiges Formensystem fir 
das Genus G genannt. Man erkennt leicht, da die den Formen /;, fy, ..., f, 
adjungierten Formen /,’, f,’,-.-, f; em vollstindiges Formensystem fiir das 
dem Genus G adjungierte Genus G’ bilden. 

Bezeichnen wir durch 6,9, irgendeine durch Formen f des Genus @ 
darstellbare ganze Zahl, fiir welche gy, zu A relativ prim ausfallt. Hine 
jede andere Zahl b, welche ebenfalls durch Formen f des Genus G dar- 
stellbar ist, muB alsdann einer bestimmten Kongruenz von der Form 
b=6,9,Z" (mod 6,0,6,) Geniige leisten. Es liege eine solche Zahl 
b = 0-6,m vor, fiir welche m zu A relativ prim ist, und wir wollen die 
Gesamtheit der primaren Darstellungen dieser Zahl b durch die ver- 
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schiedenen Formen / eines vollstindigen Formensystems des Genus G be- 
trachten. 

Erinnern wir uns, daB wir in Kap. XVII fiir jede Zahl b —d-o,m 
(m relativ prim zu A) ein bestimmtes Genus G/(b), und falls o,=1, 

= #,=1(mod2), »,>1 oder 6,=1, m=x,=0 (mod 2), x, > 2 ist, 
auBerdem ein bestimmtes Genus G/,(b) definiert haben. Wir verschaffen 
uns jetzt ein vollstindiges System von Formen g’ fiir das Genus G;(0) 
und, falls das Genus G/,(b) zulassig ist, auch fiir das Genus G;/(b). Als- 
dann wird jeder primaren Darstellung der Zahl b durch eine der Formen f 
eine einzige Gruppe von Darstellungen einer einzigen dieser Formen g’ 
durch eine der Formen f’ adjungiert sein. Wir erhalten mithin simtliche 
moglichen primiaren Darstellungen der Zahl b durch die f, indem wir fiir 
jede der Formen g’ die siimtlichen nicht-dquivalenten Gruppen von Dar- 
stellungen durch die Formen f’ aufsuchen. Fiir eine bestimmte Form 
gp’ ={b;.} kann dies auf folgende Weise geschehen: 

Wir denken uns der Hinfachheit halber m’ so angenommen, daf die 
ihr adjungierte Form m = 0-{c;,} einen Hauptrest fiir den Modul 0 vor- 
stellt, und bezeichnen durch (—1)/-dt/_,q,/_, den ersten Koeffizienten 
dieser Form g. Infolge der besonderen Wahl des Genus G/(b) oder zu- 
treffendenfalls des Genus G/,(b) ist gewiB die Kongruenz 


eae garnet = b? (mod 6,}) 
auflésbar, und wir schlieBen hieraus mittels der in Kap. XVIII gegebenen 


Sitze sofort, da® auch die Bee! Kongruenzen 


(50) — 0,¢,,=5;b, (mod b) 
lésbar sein werden. Hs sei N die Anzahl der siimtlichen inkongruent 
Lésungen (b,, b, ..., 6,_,) (mod b) dieser Kongruenzen. Enthalt der 
Modul 6 genau w verschiedene ungerade Primzahlen, so ist die Zahl N, 
wie wir sahen, gleich 2, wenn 6=1 (mod 2) oder b =2 (mod 4) ist, 
gleich 2“+?, wenn 6 = 4 (mod 8) ist, und gleich 2“+?, wenn 6 = 0 (mod 8) 
ist. Kine jede Gruppe von eigentlichen Darstellungen der Form g‘ durch 
eine der Formen 7’, f,’,..., f,/ muB jetzt zu einem und nur zu einem 
dieser N inkongruenten Lésungssysteme (0,, b,, ..., 6,_;) (mod b) der 
Kongruenzen (50) gehéren. Um die Darstellungen von g’ zu finden, 
welche zu einer bestimmten dieser N Wurzeln (6,, b,..., 0,1) gehoren, 
k6nnen wir folgendermafen vorgehen: 

Wir setzen owtint bid,» 

ee ik 


und 


n—1 n—J 
B= b&+ 2 tee, + > bbb. 
| k=l 
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Da wir gezeigt haben, daB der Index, die Invarianten und die Cha- 
raktere des Genus G’ auf eindeutig bestimmte Weise durch den Index, 
die Invarianten und die Charaktere des Genus G/(b) oder des Genus Gy,(b) 
dargestellt werden kénnen, mu8 jetzt das Genus der Form B mit dem 
gegebenen Genus G identisch sein. Daher besitzt die der Form B adjun- 
gierte Form die Gestalt 


n—-1 n-1 
B =D a sale E/E’ 4 Oe 


und gehért dem Genus G’ an. Diese Form B’ wird daher einer und nur 
einer der g Formen /,’, /,’,...,f, aquivalent sein, die wir mit f’ bezeichnen 
wollen. Es gibt dann keine Darstellung von g’ durch eine der tibrigen 
g —1 von f’ verschiedenen Formen f,, welche zu der Wurzel (b,) gehért. 
Dagegen sind wohl Darstellungen von gy’ durch die Form f’ vorhanden, 
welche zu der Wurzel (b,) gehéren, und es liefert eine jede Substitution 


nm—1 
(1): a) = DS) ote + 8 Cee) 
=i) 


von der Determinante 1, welche die Form f in B’ verwandelt, eine der- 
artige Darstellung 


n—1 
RCs) oe one CS ear) 
2s; ro 


der Form g’ durch f’. Ferner ist aus Kap. XVII bekannt, daf zwei ver- 
schiedene Transformationen (¢’) von f’ in B’ stets zu zwei verschiedenen 
Darstellungen von q’ durch f” fiihren. Infolgedessen ist die Anzahl der 
simtlichen verschiedenen Darstellungen von g’ durch f’, welche zu der 
gegebenen Wurzel (0,) gehdren, gleich der Anzahl der verschiedenen 
Substitutionen von der Determinante 1, welche die Form f” in B’, oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, welche die Form f” in sich iiberfiihren. 

Diese simtlichen Darstellungen lassen sich dann in eine gewisse 
Anzahl R nicht-aquivalenter Darstellungsgruppen verteilen. Hine jede 
dieser R Gruppen enthalt genau soviel verschiedene Darstellungen (#’), als 
man yerschiedene Substitutionen von der Determinante 1 bilden kann, 
durch welche die Form g’ in sich selbst iibergeht. Den R verschiedenen 
Gruppen von Darstellungen der Form g’ durch f’ sind endlich f ver- 
schiedene Darstellungen der Zahl b durch die Form f adjungiert, welche 
alle zu der Wurzel (6,, b,,..., 6,1) gehGren. 


116 Zur Theorie der quadratischen Formen. 


Kap. XX. MaB eines positiven Genus. — MaB der Darstellungen einer 
ganzen Zahl durch die Formen eines positiven Genus. 


Wir wollen jetzt unsere weiteren Untersuchungen auf den Fall J = 0, 
d.i. auf den Fall positiver Formen f und f’ beschranken. Die Anzahl der 
ganzzahligen Substitutionen von der Determinante 1, vermittels deren 
eine positive Form f in sich selbst tibergefiihrt werden kann, ist, wie man 
weiB, stets eine endliche. Wir bezeichnen diese Zahl durch ¢(f). Die 
GréBe t(f) nimmt, wie man wei, fiir alle Formen f derselben Klasse den 
gleichen Wert an. Ferner erkennt man leicht, daf fiir zwei adjungierte 
Formen f und f’ die GréBen ¢t(f) und ¢(f’) gleich sind. In der Tat, wird 
die Form f durch eine Substitution S in sich selbst transformiert, so geht 
die Form f’ nach den in Kap. XII aufgestellten Satzen durch die adjun- 
gierte Substitution S’ in sich selbst tiber. 


Die GréBe ms heiBt das Ma der Klasse f*). Bedeuten f,, fy, ..., f, 
verschiedene Formenklassen, so wird die Summe der MaBe 


uf 
ig) = 1) 2, ++ 9) 


der einzelnen Formen 7, das MaB des Klassensystems /,, f,,..., f, genannt. 
Zum Beispiel ist das MaB eines Genus G die Summe der Mafe aller in 
diesem Genus enthaltenen Klassen und das Ma einer Ordnung O die 
Summe der Mafe aller in dieser Ordnung enthaltenen Klassen. Hiernach 
ist das MaB einer Ordnung O gleich der Summe der MaBe der simtlichen 
in dieser Ordnung enthaltenen Genera G. 

Durch eine positive Form f kénnen nur positive Zahlen b dargestellt 
werden, und durch eine positive Form f’ kénnen nur positive Formen 9’ 
dargestellt werden. 

Wenn eine Zahl 6 vermittels eines Systems w,= ¢; durch eine Form f 
dargestellt wird, so wird die GréBe a als das Ma dieser Darstellung 
bezeichnet. Wenn mehrere Darstellungen (¢) einer oder mehrerer Zahlen b 
durch eine oder mehrere Formen f vorliegen, so wird die Summe der 
Maf8e aller dieser einzelnen Darstellungen (¢) das MaB des ganzen vor- 
liegenden Systems von Darstellungen genannt. Hat man beispielsweise R 
verschiedene Darstellungen derselben Zahl b durch dieselbe Form f, so 
R 
t(f) 
Wir betrachten jetzt wieder den Inbegriff der simtlichen primiren 
Darstellungen einer Zahl b= 0-6,m[= 6,9,Z* (mod 6,0,6,), m relativ 
prim zu A] durch ein vollstindiges System von Formen f,, fj, .. -, f, eines 


wird das Ma dieser Darstellungen sein. 


*) Hisenstein, Crelles Journal, Bd 35. [[Math. Abhandlungen, 8. 180.]] 
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Genus G. Aber wir wollen jetzt die Zahl 6 und das Genus G als positiv 
voraussetzen (0 =1,2=0). Es sei wiederum g’ irgend eine Form aus 
dem Genus G/(b) oder auch, falls 6, = 1, m =x, =1(mod 2), *,>1 oder 
6,=1, m=x,= 0 (mod 2), x, > 2 ist, aus dem Genus G/,(b), und es be- 
deute p ={c,,} die zu gy’ adjungierte Form. Aus jeder Lésung der 


= Kongruenzen 


(50) — 0,¢,,= bb, (mod b) 


entspringen (nach Kap. XIX) R= faa verschiedene Darstellungen der Zahl } 


durch eine bestimmte Form f aus der Reihe der g Formen f,, fy, ..., ie 
Fiir das MaB M, dieser R Darstellungen erhalt man daher 


pately el fest hd 
ot) tA) t(D 

Die GréBe M, ist also gleich dem Mafe der Form g’ und fillt demnach 
unabhangig von der besonderen Form f aus. Infolgedessen liefert jede 
der verschiedenen Wurzeln (0,, b,,..., 6,1) der Kongruenzen (50) ein 
gleiches MaB von Darstellungen der Zahl b durch die Formen des Genus G. 
Hs ist dieses eben derjenige Umstand, durch welchen die Hinfiihrung des 
MaBbegriffes der Formen und Darstellungen eine so hohe Bedeutung ge- 
winnt. Das Ma aller Darstellungen von b, welche zu den N verschiedenen 
N 
t(y’)’ 
d.i. gleich dem N-fachen Mafe der Form gy’. Demgema8 wird dann das 
MaB aller derjenigen Darstellungen von b, welche aus den verschiedenen 
Klassen y’ des Genus G/(b) oder zutreffendenfalls des Genus G/,(b) ent- 
springen, gleich dem N-fachen Mafe aller Formenklassen des Genus G/(b), 
resp. des Genus G/,(b), d.i. gleich dem N-fachen MaBe des Genus G/(d), 
resp. des Genus G/,(b). Wir gewinnen dadurch den folgenden Satz: 

Das MaB aller primaren Darstellungen einer Zahl b = 6,m (m relativ 
prim zu A) durch die verschiedenen Formen f des Genus G ist im all- 
gemeinen gleich dem N-fachen Ma des Genus G/(b) und im besonderen, 
wenn 6, =1, m =x, (mod 2), x, > 2 wird, gleich dem N-fachen Ma der 


beiden Genera G/(b) und G/,(0). 


Wurzeln der Kongruenzen (50) gehéren, wird nun offenbar gleich 


Kap. XXI. Uber die Anzahl der Darstellungen einer ganzen Zahl 
durch eine Summe von fiinf Quadraten. 


Die Anwendung des zuletzt gewonnenen Resultates auf den Fall 
n=b, A=1 verschafft uns einige interessante Sitze tiber die Darstellung 
yon ganzen Zahlen durch eine Summe von fiinf Quadraten. 
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Bekanntlich bilden die positiven Formen mit fiinf Variablen von der 
Determinante 1 eine einzige Formenklasse, welche durch die Form 
HD en A es lt 2 
reprasentiert werden kann. Diese Form f gehdrt dem einzigen Geschlecht G 


der Ordnung 
0: t= 6,=—1, o,—1, ees FXO 


an, und sie reprasentiert zugleich, da alle Formen dieses Genus die Deter- 
minante 1 besitzen miissen, die einzige Klasse dieses Genus. 
Der Form f ist die Form 
f= ee + xy" + x7 + ve + BP 
adjungiert, welche mit f identisch ist. Das Ma8 der Klassen f und f 


oder des Genus G ist, wie man ohne weiteres erkennt, gleich 


1 If Daisey 1 
1.223.4.5-24 427.305) 1920. Ie 


0, =1, 6, =1, op—=1,.0,—1 


Bezeichnen wir fiir einen Augenblick die Anzahl der simtlichen 
Systeme z, ohne gemeinsamen Teiler, welche einer Gleichung f(a,) = m 
geniigen, mit (m);, so ist das Maf der eigentlichen Darstellungen einer 
Zahl m durch eine Form des Genus G gleich ae Da A = 1 ist, so wird 


eine jede beliebige Zahl m zu A relativ prim, und es kénnen die GréBen 


ob nach dem in Kap. XX bewiesenen Satze durch das MaB des einen 


Genus Gj (m) oder der beiden Genera G/(m) und G‘,(m) von Formen mit 
vier Variablen ausgedriickt werden. Wir haben infolgedessen, um zu einer 
Kenntnis der Groen (m), zu gelangen, nur die Mafe dieser Genera auf- 
zusuchen. 

Die Form f ist ein Hauptrepriisentant fiir den Modul 2; es ist 6, =1 
und %,=5=1 (mod 2). Wir miissen demnach fiir eine Zahl m die Dar- 
stellungen x;=¢,, in welchen die fiinf Zahlen ¢, nicht alle ungerade sind, 
und die Darstellungen «,—= ¢,, in welchen ¢, = ¢,=¢,=t,=t,=1 (mod 2) 
ist, voneinander unterscheiden. Die Darstellungen (f) der ersten Art sind 
mit Darstellungen von primitiven Formen g’ des Genus 


G(m): ( 


adjungiert, wahrend die Darstellungen (¢) der zweiten Art mit Darstellungen 
primitiver Formen g’ des Genus 


G! (m): ( 
(™) @, =a, G = 1g =m 


adjungiert sind. Bezeichnet N die Anzahl der Liésungen der Kongruenz 


 =1,7, =—1, c =1 


ve Ud dg 
é=1,4=—1, 4 =m 


Lapa db ibe AS als 5 
t =2, % =1, 7, = 2 


i J’=0; —2g; = X? (mod m) 
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X*=1 (mod m), so ist infolgedessen die Anzahl (m),! der Darstellungen 
erster Art gleich dem M,-N-fachen MaBe des Genus G/(m) und die An- 
zahl (m);? der Dastalnieen zweiter Art gleich dem M,.N-fachen MaBe 
des Genus G’_(m). 

Wie man leicht erkennt, gibt es fiir eine Zahl m nur dann Dar- 
stellungen (¢) der zweiten Art, wenn m= 5 (mod 8) ist. Denn die Kon- 
gruenzen = 1 (mod 2) @=1, 2, 3, 4, 5) ergeben unmittelbar ¢ = 1 (mod 8) 


und m = >= 5 (mod 8). — Die in Kap. XI aufgestellten Bedingungen 


fiir die atone eines Genus lassen erkennen, dai das Genus G/(m) fiir 
jede Zahl m und das Genus G/(m) nur fiir ein m=5 (mod 8) Formen 
enthalt. Es wird demnach eine jede Zahl m als eine Summe von fiinf 
beliebigen Quadraten darstellbar sein, wahrend nur die Zahlen m =5 
(mod 8) sich als eine Summe von fiinf ungeraden Quadraten darstellen lassen. 


Alle Darstellungen eimer Zahl m durch eine Summe von fiinf Qua- 
draten, bei welchen die fiinf einzelnen Quadrate abgesehen von ihrer 
Reihenfolge und den Vorzeichen ihrer Wurzelu x, miteinander tiberein- 
stimmen, fassen wir als eine einzige Zerfdllung der Zahl m in eine Summe 
von fiinf Quadraten zusammen. Bezeichnen wir die Anzahl der Zer- 
fallungen einer Zahl m in eine Summe von fiinf Quadraten durch D,;, die 
Anzahl der simtlichen Darstellungen von m durch eine Summe 

0," nga? +--+ ++ n,o,* (n+ mgt >>> +n, <5) 
durch R(n,, ”,, ..., %,), 80 a die Relation 


Ds= sap BO 11,1, +k 1,1,24+3% 


+2R(, 1,3) + 4 R(1, 2, 2) + gz RC, 1, 2) + pg RG, 1,1) 
1 3 
+ 7g R(1, 4) + RO 3) + = RU, 3) +5, R(2, 2) + RU, 2) 


1 1 
+a5RO,D-F +, RS) + 5 R(4) + gz BQ) + see RC). 


Pen tall) 


192 768 


Kap. XXII. Uber die Bestimmung des Mafes einiger positiver Genera. 


Unter Anwendung der von Dirichlet*) gegebenen Prinzipien kénnen 
wir das MaB eines beliebigen Genus G positiver Formen bestimmen. Ich 
wollte zeigen, worauf sich allgemein diese Bestimmung griindet; wegen 
der Kiirze der Zeit muB ich mich jedoch darauf beschrinken, in dem 


*) Dirichlet, Recherches sur diverses applications de l’analyse infinitésimale 
a la théorie des nombres, Crelles Journal, Bd. 19 und 21. [[Werke, Bd. I.]] 
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Folgenden nur die Mafe einiger spezieller Genera mit drei und vier 
Variablen zu betrachten. 
I. Wir gehen dabei aus von Summen der Form 
ee ea (n = 2) 
x 7 ite) 
i | f(a | 2 
in welchen f(x,) eine beliebige positive Form von einer Determinante 
A>O und @ eine beliebige positive GréBe bedeutet, und in welchen die 
Variablen x,, %,..., Z, Systeme von » ganzen, nicht sémtlich verschwin- 
denden Zahlen durchlaufen sollen. 

1. Es sei N eine ganze positive Zahl und a, o,,..., a, irgend- 
welche n Reste fiir diesen Modul N. Wir wollen zunichst fiir die GréBen 
Ly, Ly, +++) Z, alle Systeme von ganzen Zahlen einsetzen, welche nach dem 
Modul N die Reste a,, a,,..., @, lassen, das sind alle Systeme von der 
Gestalt 

(x) x,= Nv, + @;, (v= — 00,---,—1, 0, 1,-+-, +00) 
(wobei das System %,= 0, 7 =0,..., 7, = 0, falls es gleichfalls von der 
Form Nv,+ «, (@=1,2,..., ) ist, stets ausgeschlossen wird). Da die 
Form f positiv ist, so nimmt fiir jedes einzelne dieser Wertesysteme (x) 


der Ausdruck {f(x,, 4, ..., %,)}? einen positiven und von Null ver- 
schiedenen Wert an. Wir wollen die Anzahl aller derjenigen unter diesen 


n 


Systemen, fiir welche die GroBe {f(#,)}? nicht gréBer ausfillt als eine 
positive GréBe ¢, durch + bezeichnen. Anstelle der Ungleichung 


nm a 
( » satin) St 
; ik=1 
k6nnen wir schreiben 


n 
x, Uy, 
: } A; Ty oat = is 
iR=1 gn gn 
oder, indem wir 
oe Le al oe, 9 
— iasaeeing as iby a;,N*? = A;, 
Nt” te Nt” 
setzen, auch 
n 
> 4a S1. 
hel 


Der Grenzwert des Verhiiltnisses — ftir ein unendlich wachsendes ¢ wird 
nach einem bekannten Satze von Dirichlet gleich dem m-fachen Integral 


T= f---fdi,dé, --- dé, 
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in welchem die Variablen £ alle diejenigen Wertsysteme zu durchlaufen 
haben, fiir welche die Ungleichung 


4 eet 
i,k=1 
erfiillt ist. Dieses Integral erhilt nach Dirichlet den Wert 
iL n 
Le "(3)} 
2 my? 
Jaa? (+9) 
in welchem |A,,| die aus den n? GrdBen A,, gebildete Determinante be- 
deutet. Diese Determinante ist wegen A,,—=a,,N® gleich |a,,|N?"=A-N?". 


id 
Ferner wird bekanntlich die GréBe (5) = a*, wihrend [ (1 + 3) je nach- 
dem ” gerade oder ungerade ist, den Wert 


ye 


n n—2 4 2 


1-2-3-..-25 
oder den Wert 


annimmt. Wir k6énnen mithin aa 
| 
Ir i aK 
| lp Me 1] (=) me 


nee fae 


setzen, und wir bekommen 


sae! 
A 2 


T= 6 Sa 


Der Grenzwert des Quotienten = — fiir ein unendlich abnehmendes ist 
hiernach endlich. : 
Infolge dieses Umstandes konvergiert nach einem weiteren Satze von 


Dirichlet die unendliche Reihe 

gee ae ecag ee iy weenie) 
ify}? @) (@,, &y,.--, ©) + (0, 0, ..., 0) 

fiir ein jedes positive 9, und es wird der Grenzwert von 9-S fiir ein 

positives unendlich abnehmendes g gleich 


A 
li ey =— jf = . n° 
im (@ ) Cn W 


no|He 


Ist der Modul N gleich 1, so haben die Variablen 2; alle er 
Systeme von ganzen Zahlen mit teatime des einen 7, = 0, 4, =0,...,2,=0 
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zu durchlaufen, und der Limes von 9-S nimmt seinen gréften Wert 
e,: VA an. 

2. Wir wollen jetzt annehmen, daB der gréBte gemeinsame Teiler der 
n Zahlen «, zu N relativ prim wird, und wir wollen den m Gréfen v, nur 
solehe ganzzahligen Werte erteilen, fiir welche die m Zahlen 2,= Nov,+ «,; 
ohne gemeinsamen Teiler ausfallen. Anstatt der Summe S erhalten wir 
dann eine kleinere Summe Sp. 

Bezeichnen wir die verschiedenen in N aufgehenden Primzahlen durch 
Gi) Gey +++) Uy und setzen wir 


Ss 1 1 1 1 
So = Vik qe (oh Cr ont rhea ae 


p,(N) = N*(1—35) (1 — ga)---(1 — ga) = BA)» 


qs" 
so wird der Grenzwert von 9-8, fiir unendlich abnehmendes 0 gleich 


lees) ig (Ny) 
Wir bemerken, daB® wir den hier auftretenden Ausdruck »,(NV) in 
abnlicher Weise definieren kénnen wie die speziellere Funktion 


1 
Pah NU gl cals eels 
Denn wir haben den Satz: 

Lassen wir jede der  Zahlen a; die simtlichen N Werte 1,2,..., N 
durchlaufen, so gibt es unter den N” sich dabei ergebenden Systemen 
y,(N) Systeme, fiir welche der gréfte Teiler der » GréBen aj, a,..., & 
zu N relativ prim wird. 

Man kann leicht die folgenden Relationen beweisen, in denen die 


GréBe m alle ganzen positiven und zu N relativ primen Zahlen durch- 
laufen soll: 


or ure Le wat ne INTE 1 
1 = limo 46) = 5c lim (0 Sa) Sy Pn(N) nt ("> 1). 


3. Wir leiten jetzt eine Umformung her, welche fiir die weiteren 
Untersuchungen wichtig ist. Wir wollen mit m oder my alle positiven 
und zu WN relativ primen ganzen Zahlen und mit q’, q”, ..., q“ die ver- 
schiedenen in einer Zahl m aufgehenden Primzahlen bezeighnen. Es 
seien ~(m) und Y(m) zwei Funktionen, welche den Bedingungen 


(Mm - my) = (Mm) - p(mp); cas tae eae 
o)=1, -lx¥@ <1; ¥Q)=1, ¥@= 


gentigen. 


n 


waleaye 
tar 
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Die ther alle verschiedenen Zahlen m ausgedehnte Summe 


Y-S {TT + 41g") ¥(m)| 


WM kes 
ist fir jedes positive g konvergent, 
Indem wir die Lablen m in ihre verschiedenen Primzahlpotenzen q/ 
uenegen, erkennen wir, dah die Summe 5 gleich dem tiber simtliche in N 
nicht autgchenden Primzabhlen q ausgedehnten Produkt 


[To +N 4+ WG)V(Q) + (14+ OQ)¥ G9?) +1 + W@)¥ Gq) +--4 


4 
wird, Die Kinzelglieder dieses Produktes sind wegen ¥(q‘)=[¥(q)|‘ gleich 
1 4 TION _ __1— fe @ -¥@))’ 
1—¥(q) [1—¥ QJ (1 —9 aq -¥Q))’ 
wodab wir 


y- Ure =sar0 
1B 1—[ zB ¥(q)\* 


bekommen. Nun gilt, wenn man D=—Y oder —y-Y oder = y?-Y? 


nimmt, stts : 
i l=sg- / o(m), 


und hieraus geht sofort die Identitat 


> Ym) v(m) ¥(m) 
(64) > = # Bese 
th 
hervor. 
IL (n=—2.) Bekanntlich haben zwei positive binare Formen f, welche 


' i 1 1 1 
demselben Genus angehdren, stets dasselbe Mah if (— a Oter = = 


oder = ; )- Infolgedessen ist das MaB eines Genus f von Formen mit 
zwei Variablen gleich der mit der Konstanten ; A multiplizierten Klassen- 
aniah) dieses Genus und kann daher mit’ Hilfe der von Dirichlet auf- 
gesteliten Formeln bestimmt werden. So findet sich z. B., wenn N irgend- 
gine Zab) kongruent 1 (mod 4) ist und P,, P,,..., P, die verschiedenen 
in N aufgehenden Primzahlen sind, das Mab eines beliebigen Genus 


hated (Z) (kb —1, 2,..-,) 


, 
gieic 
ma 
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wo 


h(N) = => (=) = (m rel. pr. zu 2.N) 


ist [h(N) > O]. 
(n =8). Wir betrachten jetzt eine Ordnung 


b. ( #8) 
Oae0 


von primitiven Formen mit drei Variablen. Dieser Ordnung wird die 
Ordnung 


6, 6 
O- ( ; ) 
O10 
adjungiert sein. 


Wir beschiftigen uns insbesondere mit dem Fall, in welchem die In- 
varianten 0 und o’ alle beide ungerade sind. In diesem Falle wird o=1, 
6’=1; 0=1, 0’=1 (mod 2). Wir bezeichnen die Primzahlen, welche 
in o aufgehen, Ese t,, &, ..-, t3, die Primzahlen, welche in 0’ EE 
durch ty t,, «- -3,bor,) ale Preestlen welche in 0, aber nicht in 0’ auf- 
gehen, durch p,, p,,..., py, die Prince Ba che in 0’, aber nicht ino 
aufgehen, durch p,’, p),...,Pj,, endlich die Primzahlen, welche sowohl 
in o als in 0’ aufgehen, durch 7,=1',7, =1),...,7,=7,,(t=1'). Die 
Zahlen ¢ bestehen aus den Zahlen y» und den Zahlen 7, die Zahlen ¢’ aus 
den Zahlen p’ und den Zahlen 7’; mithin ist = d+ 1, &=0'+ 1’. 

1. Es moége ® eine in der Ordnung O auftretende Grundform fiir den 
Modul 200° und ©’ ihre in der Ordnung 0’ auftretende adjungierte Form 
sein. Setzen wir den ersten Koeffizienten von ® gleich m und den ersten 
Koeffizienten von ’ gleich go’, so besitzen die Formen © und ©’ die 
®@ + & Charaktere 


9): (2) (2) (2s OO. @, 
Co (SS) Gi Ch Ss @, 


welche der Gleichung 


, g-1 g'-1  o+1 g-1 o'41 g’-1 
(2)-(S)=C yh 2 Saale Pitrind Vikki wns 
0 0’ 
oder 
oars. op’ +1 Oar Olea ‘ 
= 9 Gf ND ea ae EN 
er ey (2).@)=T 
geniigen. 


Wenn die Form © Hauptreprisentant fiir einen Modul N ist, so abt 
sie sich schreiben 
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yg, 9, O 
Og’ 
o=| 9, “go? 0 (mod NV). 
Oe ma 


Indem wir N=t oder N=p’ annehmen, erkennen wir hieraus leicht, 
da die Anzahl der Lisungen der Kongruenz 


: © (&,, &, 3) =0 (mod t) resp. (6, &,, £,) =0 (mod p’) 
gleich 


t® resp. p’? + (22) p'('— 1) 


ist. Dementsprechend wird die Anzahl der nach einem Modul ¢ oder p’ 
inkongruenten Systeme (&,, &,&), fiir welche die Form 9% (&,, &, &) zu ¢ 
resp. p’ relativ prim ausfallt, gleich 


ie (1 — +) resp. p’® (1 — a [1 — oe | rab 
Ist der Modul N gleich 4, so hat die Anzahl der Losungen (é,, &, &) 
(mod 4) der Kongruenz 
 (§,, §2, £3) =0' (mod 4) 
den Wert 2°(2 — 1) oder 2°(2 +1), je nachdem die Einheit 


og’'t+1 o'ptl 
T=(—1) ? 3 
gleich 1 oder gleich — 1 ist. Unter diesen 2*(2 — T) Liésungen der Kon- 
gruenz ®(&,) =o’ (mod 4) befinden sich, wie man leicht erkennt, jeden- 
falls nicht die Systeme & =1, & =1, & =1 (mod2). Denn fiir diese 
Systeme wird stets 
ee ea (mod 4). 


2. Wir gehen jetzt zur Bestimmung des Maes M eines Genus 
el eters 
a (©), C@), C@) 
0, 0 


- iiber, in welchem die Charaktere C(p), C’(m’) gegebene Werte (1 oder — 1) 
besitzen. Wir bilden zunichst ein vollstandiges Formensystem 9,,®,,..., Px 
fiir das Genus G. 

Eine zu 200’ relativ prime, positive Zahl m, welche =o’ (mod 4) 
ist, kann offenbar nur dann durch die Formen © dargestellt werden, wenn 
die Hinheiten O(m) gleich den gegebenen Charakteren C(g) sind. Sobald 
aber die simtlichen Gleichungen C(m) = C(g) statthaben, wird, wenn wir 
annehmen, daf die Zahl m die u ungeraden Primzahlen q,, q,---, 4, ent- 
hilt, das MaB der eigentlichen Darstellungen von m durch die Formen ® 
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gleich dem 2“-fachen Mae des Genus 
1 é é : x 
2 (om): @)- () @)- GP) 


57 Vom: h(o'm) 


d. i. gleich 


sein. 
Wir bilden jetzt die Summe 


Dae re re) 


{. (6: &3 1&5) 
in welcher die GréBen &,, £5, & alle verschiedenen Systeme von ganzen Zahlen 
ohne gemeinsamen Teiler durchlaufen sollen, fiir welche ,(&, &, &) zu 
200’ relativ prim und = 0’ (mod 4) ausfallt. Diese Systeme &, &, & sind, 
wie sich aus dem in 1. tiber die Kongruenzen > = 0 (mod ¢) oder (mod p’) 
und © =o’ (mod 4) Bemerkten ergibt, in. 


utero ae Uitte obs 
arithmetischen Reihen : 
§ = 400° V,+ =,,. & =—400 V,+=,, &=400' V, +2; 
enthalten. Der Grenzwert von g- eae fiir ein unendlich abnehmendes @ 
wird infolgedessen gleich 


1 T ’ Ff —og’\ 1 
= (1-3) (400’)'- (200 TY] E == ea rate -M 
Vo?0’ (400) $ (200), +8, 
Jetzt kénnen wir die Summe =>) nach den numerischen Werten der 
Zahlen ©,(&,, §&,&) ordnen, und wir bekommen dadurch einen Ausdruck 


> -> ss ns (" rel. pr. zu ee) 

: m2 +e) o’'m =1 (mod 4) 
in welchem die Funktionen {m} die Mae der Darstellungen der Zahlen m 
durch die simtlichen Formen © bedeuten werden. Mithin kénnen wir 


schreiben 
Vo'm-h(o'm) C(m) = C(g) 
He Oh 2 21 +¢) bee 1 (mod rm 


und 
L = lim (@ Satelit ( ya : (ones = C(g) 
lia ( on 97 Q miat® O een (mod 4) 


Ein Vergleich der beiden fiir den Grenzwert ZL gewonnenen Aus- 
driicke ergibt die Formel 
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(Feo TT (22) STD (29) 4 ae 


200°: (200'), - Sy 4a 


reer oTL- 59), 


3 +9) _ 


so tim o> 


2+) 


ld 29 Tim (¢ van (070 Pk 


[0?0’m =1 (mod 4); “Olm) = C(g)] 


Dieselbe verwandelt sich, indem wir 
wer LID+G"); eee 
Pp 
Sy Oy Se Poa Bier 


setzen, in 


(200’), - (200), - col Vmh(o20'm) 0?0’m=1 (mod 4) 
65 =h : 
(69) (a00, 28, Se (eS meet bGeae 


Beachten wir nun, daB das MaB des Genus 


1 ? 1 , ’ 
a (7 |, eo) 0) 
mit dem Mafe des Genus 
, iN 1 , , Y 
eo: (77°), @) C@) 
tibereinstimmt, so kénnen wir sofort eine zweite Gleichung hinschreiben: 
(65’) Stans (200') +s Mo __ Jim (0 Vm mie 3 ete: (mod 4) 
27". (200'), «2S, 3 (1 +0) C'(m’) = C'(9’) 
Wir ersehen jetzt aus der othe (65), daB die GréBe M, von 
den speziellen Charakteren C’(y’) unabhiingig ist, und aus der Gleichung (65’), 
- daB die GréBe M, von den speziellen Charakteren C(q) unabhangig ist. Die 
GréBe M, kann daher nur von den beiden Invarianten 0 und 0’ abhingen. 


3. Um den Wert von M, zu finden, kénnen wir auf folgende Weise 
verfahren: 

Bilden wir die Summe der Gleichungen (65) fiir die simtlichen Genera 
der Ordnung O, welche die nimlichen Charaktere C’(p’) besitzen, so ergibt 
sich die eae 
(200’), - (200'), + ¢s My __ yin (0 ee 8) er ay eae hora 


(200'), - 28, mit? m rel. pr. zu 070’ 
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worin die Summation jetzt tiber alle zu 2070’ relativ primen Zahlen m, 
welche = 070’ (mod 4) sind, auszudehnen ist. Ebenso erhalten wir aus 
der Gleichung (65") die Relation 

(200'), -(200/), +e My 45 ae Goh Sarees 


3 
(200’), - 285, mre r® m’ rel. pr. zu 00 


worin die Summation tiber alle zu 20’%0 relativ primen Zahlen m’, welche 
= 0'%o (mod 4) sind, auszudehnen ist. Es ergibt sich demnach die Gleichung 
{070'\ = {070}. 
In dem Falle, da8 eine der Invarianten 0,0’ gleich 1 ist, gewinnen 
wir daraus insbesondere die Formel 


{.D?} ={D}, [D = 1 (mod 2)] 
mit deren Hilfe wir dann noch 
{070°} = {00 7} = [070 *} =| 00°}; 10 70) = {0 *0"} = {0 *07} = {0 of; 


[0%0"} = {0’80) = {00'} 
bekommen. 
Wir wollen ce die GréBe 


Te (c Pid ee ee =1 (mod 4) 
£22) R rel, pr. zu oa 


bestimmen. Hs mége r eine in der GréSe D nicht aufgehende ungerade 
Primzah] bedeuten. Wir zerlegen dann {D}, indem wir die Zahlen R 
nach der héchsten in ihnen enthaltenen Potenz von ry ordnen, in eine 
Summe von Grenzwerten 


co 


{D} =>) {D; s}, 


s=0 
py ten VR, h(DRyr ) edie VR A(DRyr)\ | 
{D; s} = lim (eS (R, pyrate rita = e 2) Rote 


[Dr* Ry =1 (mod 4); Ry rel. pr. za Dr] 
Die hier auftretenden einzelnen Grenzwerte 


in ( VR, Mor Be) 
Ro 


R 2 +9) 
sind, wenn s>0 ist, gleich {Dr*}={Dr}. Ist aber s=0, so kénnen 
wir die Summe 
(D; 0} } = lim (¢ Pe er (ane: (mod xa 
n oak g Ry rel. pr. zu Dr 


in zwei Partialsummen L, und L_ zerlegen, indem wir alle diejenigen 
Glieder von {D; 0}, fiir welche R, quadratischer Rest von r ist, in eine 
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Summe L, und alle diejenigen Glieder yon {D; 0}, fiir welche R, qua- 
dratischer Renee von r ist, in eine Summe Z_ zusammenfassen. Jeder 
der beiden Grenzwerte L,(e = +1, —1) 14Bt sich schreiben 


V PAD ee |e el 
L,= : —— —— lim [e> Fae ft Hl 
ee r a ee 
Sree te) [Ce) =a 
1 ( - )= R,? 


ee ee Sn) 
oo) ol 
da sich ee 
so daB sic 
D 
(D0) =D, +2 =199 
fee 
r? 
ergibt. Demnach finden wir 
1 
pu eD 1 Ge *Y D 1 38 
(D)=|{ 1 cee aie ee aaa ae some 
7 (oti) ta) 


tars S12 Dy Ve Dr \ {D} Os, 


Durch eine wiederholte Anwendung dieser Formel gewinnen wir die 


Gleichung 
(66) (Dj ={1}- Cher. 
Die Relation 
(200°), : (200'), ¢ M, a 
(200'), - 28, Noy 


nimmt jetzt die Form an 


My = 5. 85° {1}. 


es 


Die GréBe M, ist mithin eine Konstante; wir bestimmen mi aus 


thee | 
dem Maf des Genus le a Bekanntlich ist dieses Ma8 gleich — 5 a? und 
? 


es wird folglich M, = 

Dieser Wert von M, kann auch direkt mit Hilfe der Formel (66) 
hergeleitet werden. In der Tat, nehmen wir an, daB die GréBe D die 
simtlichen ungeraden patneanlen enthilt, die Cer einer GréBe Q 


liegen, so werden die Grenzwerte der Ausdriicke te L (D),, (D), fiir 


1 1 

Q = oo bzw. gleich —: r’ @,S,’ es - Wir finden also {1} = 
fs 1 

und folglich M, = 7 —-= 75° 


* es, 
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Wir gelangen auf diese Weise zu dem folgenden Resultate: 
Das Ma8 eines Genus 


iat 
(Fy) CO CW) — [a o'=1 (nod 2) 
ist gleich j 


ene got? OC) gee + =e a 
TE+Gel ie 2 


Dieser Satz ist bereits von Eisenstein in Band 35 von Crelles Journal 


angegeben worden. 
Insbesondere schlieBen wir hieraus fiir das MaB eines Genus 


, 1, 1 Q 

area ent 
wenn die Zahl m ungerade ist und im ganzen w Primzahlen g enthilt, 
die Gleichung 


Ss "Fy (@)|.4 mats ho 
wap aco? ©) sb + Ga 
g 
Mit Hilfe ahnlicher Betrachtungen kénnen wir auch das Maf8 eines 
beliebigen Genus von Formen mit drei Variablen bestimmen. 


Wir erwdhnen hier nur noch den besonderen Fall, daf das Mak 
eines Genus 


#2 (Pom) (Sp CDF == 1 [mat (moa2) 
gleich , 

Peo Beet Gas 
ist. 


Ill. (n = 4). Wir werden die Ordnungen 
Ce (3 ay a 
ROME 
untersuchen, welche eine so wichtige Rolle in der Theorie der Darstellung 
ganzer Zahlen durch eine Summe von fiinf Quadraten spielen. — Es 
mége 2° die héchste in d aufgehende Potenz von 2 sein. Setzen wir 
d = 2°. d, [d) = 1 (mod 2)] und bezeichnen wir mit p,, p,,..., po die in 


d, enthaltenen ungeraden Primzablen, mit ©’ eine Grundform der Ord- 
nung O,'(d) fiir den Modul 2d, so besitzt die Form ’, wenn g, den 
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ersten Koeffizienten ihrer adjungierten Form ® bedeutet, je nach den 
Fallen vo << 2,0=2,0>2, die #,=8, +1, &+ 2 Charaktere 


(n.)> Gos)» «> Ge)» Os) 
Oo.) 2), (2)... (%), C08, =2) 


ieee 
lee ae gee pe) Gehl (o> 2) 


Folglich besteht die Ordnung 0,’ (d) aus g = 2% verschiedenen Genera G,’, 
G,,..., G. Wir bezeichnen die Mae dieser Genera durch 1,’, My, 
lee 

Ist p eine der & Primzahlen p,, p,,..., 9, 80 besitzt die Kongruenz 
(§;) = 0 (mod p) p® Losungen (&,) (mod p) und die Kongruenz 0(&,) = 
(mod 2) im ganzen 2° Lésungen (&) (mod 2). Infolgedessen wird die 
Anzahl der inkongruenten Wertsysteme (&,) (mod p) oder (mod 2), fiir 
welche die Form ®(&;) zu einer der Primzahlen p oder zu der Zahl 2 


relativ prim wird, gleich pt—p—p*(1 -~ = oder gleich 24— 2°= 24 (1 — 5) 
und die Anzahl der nach dem Modul 2d inkongruenten Wertsysteme (§,), 
fiir welche (&,) einen zu 2d relativ primen Wert annimmt, ist gleich 
(2a)*- (2d), . 
Bedeutet jetzt P(g,) irgendein Produkt der Charaktere C(g,), 80 
muB8 die Funktion P(m) (m relativ prim zu 2d) den Bedingungen 
P(m) - P(m) = P(m+m), P(m)-P(m)=1 


gentigen. Bestimmen wir jetzt ein vollstindiges Formensystem 9, %,, 
, Yx fiir die der Ordnung O/ adjungierte Ordnung OQ; und bilden wir 


die Summe 
Es ->(>—* ace Fa) 


{ b, (E, se, & €4) }? 


iiber alle méglichen ganzzahligen Wertsysteme &, &, &, & ohne ge- 
meinsamen Teiler, fiir welche der Ausdruck ,(&,) zu 2d relativ prim 
ausfillt, so wird dieselbe fiir jedes positive @ konvergieren, und der Grenz- 
wert von o- Pu, wird fiir unendlich abnehmendes @ gleich 


‘ " 
; , (2d), + & 
= ( Spr) sot 
werden. 


Wir ordnen jetzt die Summe >) nach den numerischen Werten der 
Zahlen ©, (£,, &, &, &). Das MaB der Darstellungen einer zu 2d relativ 
primen Zahl m, in welcher w ungerade Primzahlen g,, q@,-..,@, aut 
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gehen, durch die Formen ©, ist gleich dem 2#-fachen Mafe des Genus 
s ime x —d 
a ili ee ale aa 

d. i. gleich 


Bt Ta) Ma 


Infolgedessen kénnen wir fiir die Summe > schreiben 


Sd [b-300" * @@) b+ OH ae) 


re STC + Galera Te STIL + G)-a) Gn) rare 


Die Summen T, und T, kénnen wir mit Hilfe der in I. gegebenen 
Formel (64) umformen. Da die GréBe P(m) dem absoluten Werte nach 
gleich 1 ist, ergibt sich 


m P(m) (< P(m) d\ mP(m) | P(m) _ 

7 mite) = a a ila mete) mite) 

Me coay i i Pes 1 =e 1 ; 
Sti > ate 


Es wird also 


= tin eS) —aalin 07) — ack 
a (oT, \= ce ay S(s i > lim (0 Dam): 


3° e=0 


Lim ( tm eegtag SED: 2 ti ( nls) ). 
mer ACTS ure genet Ga mite 
Fiir die GréBe P(m) wihlen wir der Reihe nach die 2% Qlieder des 
iiber alle 0) Gréfen C(m) ausgedehnten Produktes 


=] [a+ cm) =1+.-- 


Durch jedesmalige Vergleichung der beiden Ausdriicke des Grenzwertes L 
erhalten wir dann 2% lineare Relationen zwischen den 2% Gréfen M,, 
vermittels deren diese Groéfen eindeutig bestimmt werden kénnen. Denn 
die Determinante dieser 2% Glschangen, ist, wie man leicht erkennt, 
dem absoluten Werte nach gleich 2%: °~ 


und 
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Die beiden Grenzwerte 
| Pen) | ( Pom) (n) 
ae lec are) gamittnle Dimer 

sind bereits von Dirichlet angegeben worden. In den Fallen v = 0, 
dy =— 1 (mod 4) und v =1 ist der Grenzwert (, gleich Null, wihrend 
der Grenzwert J gleich (2d), oder gleich 0 ist, je nachdem P(m) mit 
dem Gliede 1 des Produktes [f iibereinstimmt oder nicht tibereinstimmt. 
In diesen Fallen v = 0, d)=— 1 (mod 4) und v = 1 erhalten wir daher 


DO IG 


Wenn dagegen v = 0, d)=1 (mod 4) oder »>2 wird, so erscheint 


die GrdBe 
9 mal do —1 
eee ao) ame 


selbst unter den Gliedern des Produktes [7; es findet sich infolgedessen 
der Grenzwert |, gleich (2d), oder gleich 0, je nachdem P(m) = (<) ist 
oder nicht; ‘thnlich wird der Grenzwert J gleich (2d), oder gleich 0, je 
nachdem P(m) mit 1 tibereinstimmt oder nicht tibereinstimmt. Wir be- 
kommen demnach fiir die Faille v= 0, d)=1 (mod 4) oder v>2 die 


Formeln 
1 1 a OL eee ae 
Pico : 2 2 ela nas 3. segs: as Ew 
M, ay 24¢, E 2 ( 1) (3) (*)| ya ave >) m* 
Mit Hilfe dieser Gleichungen fiir die GréBen M, konnen wir ins- 


besondere das MaB des in Kap. XXI betrachteten Genus G'(d) finden. 
Wir bekommen so den folgenden Satz: 

Die Anzahl der eigentlichen Darstellungen einer ganzen Zahl d durch 
eine Summe von fiinf Quadraten, welche nicht simtlich ungerade sind, 
ist, wenn d = 3 (mod 4) oder = 2 (mod 4) ist, gleich 


1080. fav D8) ae 


dagegen, wenn d= 1 (mod 4) oder = 0 (mod 4) ist, gleich 


7 1920- aa VO DR) ar 


Wir kénnen diese beiden Formeln in eine einzige zusammenfassen 


und erhalten dann den’ folgenden Satz: 
Die Anzahl der eigentlichen Darstellungen einer ganzen Zahl d durch 


eine Summe von fiinf nicht lauter ungeraden Quadraten betragt 


< eee »L]) VE > (5) 5 — (m rel. pr. zu 24) 
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Ahnlich kénnen wir die Mae der Genera einer Ordnung 
apa he 4 
On(d): & ik d) 
bestimmen. Die Formeln fiir das Ma des in Kap. XXI betrachteten 


Genus G7;(d) ergeben dann den folgenden Satz: 
Eine Zahl d =5 (mod 8) besitat 


~ Va  YSAa (m rel. pr. zu 2d) 


eigentliche Darstellungen durch eine Summe von fiinf ungeraden Quadraten, 
Hine Zahl d, welche nicht kongruent 5 (mod 8) ist, 14Bt sich nicht durch 
eine Summe von fiinf ungeraden Quadraten darstellen. 

d 


Bie Ss : se ik : 
Die in diesen Formeln auftretenden Summen = a  SS)a sind 


spezielle Falle der Summen 
V 2s—1 8 
> =- S (4) 5 (d>0; m rel. pr. zu 2d) 


Indem wir, je nachdem s = 2s, oder s = 2s, — 1 ist, von den bekannten 


cos 2akz sin 27akz 
Werten der Reihe Se oder der Reihe : inraie Gebrauch 
k=1 
machen, kénnen wir _ diese Summen analoge Ausdriicke finden, wie 


sie Dirichlet fiir den Fall s = 1 aufgestellt hat. 


Kap. XXIII. Ma®B& eines beliebigen Genus einer Ordnung 
1 
( [o, = 1 (mod 2)]. 
On 


Die Untersuchung iiber die Mafe positiver Genera habe ich soweit 
gefordert, da ich in kurzer Zeit das MaB eines jeden beliebigen Genus 
angeben zu kénnen hoffe. Um einen Begriff von den Resultaten zu 
geben, welche ich auf diesem interessanten Gebiet erhalten habe, will ich 
das Maf eines Genus G: 


Ly ae Bos veers ED ) G0) 


O49999 ++ +> Om_gy Onna 
C(4), C(2), Soa e C(H,~2)) C(Pn-1) 
mitteilen, ftir welches die Invarianten 0, simtlich ungerade sind. 
Sind w’,w’,...; 0, v”,... irgend zwei peinen ganzer Zahlen, so wollen 
wir durch das Symbol NP(w, u’,...; 0’, 0’,...) alle Primzahlen be- 
zeichnen, welche in den simtlichen Prinmahlen wu’, ... enthalten sind 
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und welche gleichzeitig zu den simtlichen Zablen v’,v”,... relativ prim 


ausfallen. 
Es sei t, die Anzahl der verschiedenen Zahlen NP(6,). Die An- 


zahl aller der Ordnung i ) angehdrigen verschiedenen Genera wird dann 
n—-1 
a 
gleich g = 2’=! sein. 
Wir wollen mit k die simtlichen Zahlen der Reihe 1, 2,..., "=| 
bezeichnen und mit 7 alle Zahlen, fiir welche k << i<n—bk ist. Von den 
Zahlen o0,_, und 0,,, ist dann mindestens eine von Null verschieden, 


und es sind die GréBen 


h=1 
Sera 25 ; kh 
rO = 0; | } (0:5 O:4n) 
esl 


+ + = 
gleichfalls von Null verschieden. — Wir wollen die Zahlen N P(o;_,, 0;4;; ni) 


ob 
durch w;“) bezeichnen, ferner, wenn k<i<n—k ist, dieZahlen N. P(0,_4°0 0; Hs ri), 


wenn aber 1— k=O oder 1+ k=~n ist, die Zahlen NP(o,. os ae ri )) 
2k + 


durch @,” bezeichnen. Die Zahlen NP( [,) mégen py“) und die 
2k + h=l1 


Zahlen NP ( joe ) mégen p,“) heiBen. Bilden wir das Produkt 
h=i 
1 1 
(a9) Creme) 
igre worse rani) 
( ( a) (9,)?* 


tiber alle méglichen Primzahlen 
a, FO, po, Py”, (kStSn—k) 


welche einem bestimmten & entsprechen, so wird dasselbe, wie man leicht 
erkennt, ein vollstindiges Quadrat, und wir kénnen es durch IL, bve- 


zeichnen (ff, > 0): Das Produkt 


if} E ii (= 1). cpt th) a a 


welches iiber alle Primzahlen @;) ausgedehnt sei, die einem bestimmten k 
entsprechen, midge gleich D, gesetzt werden. Ferner schreiben wir 


Ee 


und get 
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Endlich fiihren wir die beiden Einheiten ein 


1,n—1 Ds ae ie = n-1 ie a 
nt este Ge) Ber li) 
$5 | Bia): Sa) ah (1 


| a ee be 
=] (2 4). es nti ieee cal t=1 


xo b 


Wenn n=1 (mod 2) oder n=O (mod 2), A= (— ie (mod 4) ist, 
findet man 0, = 0,,, und wir setzen 


d,+0 
ere eer 


dagegen, wenn » =0 (mod 2), A=-— (— 1)? (mod 4) ist, 
d= 0. 
Alsdann gelten fiir das MaB M des Genus G die beiden Formeln: 


a 
fir n =1 (mod 2): a! eon ah =) 
) 2 
und fiir » =0 (mod 2): 


1 
ral Dugar ee ae 


=) oF S(cura) 1 
5 ai z 


worin die Gréen ¢, gewisse rationale Konstante bedeuten, welche nur 
von der Zahl » abhangen. — 

Um diese Formeln fiir den Fall » zu bestiitigen, falls sie fiir den 
Fall n — 1 bereits bewiesen sind, kénnen wir, wenn m=O (mod 2) ist, 
genau auf dieselbe Art verfahren, wie Dirichlet zur Bestimmung des 
Mafes eines Genus mit zwei Variablen getan hat, und, wenn n=1 (mod 2) 
ist, genau auf dieselbe Art, wie wir soeben zur Aufstellung des MaBes 
eines Genus mit drei Variablen verfahren sind. 


2 


Note tiber die Kongruenzen fS¢ (mod q‘). 


In dieser Note wollen wir einen Beweis des Satzes M., Kap. X, geben. 
Wir bezeichnen durch g%-1() die héchste Potenz einer Primzahl q, 
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welche in den simtlichen k-reihigen Unterdeterminanten einer Form A 
aufgeht, und wir setzen q’* *s-1— q’, q’k~°k-1 = qt. 

I. [¢ =p=1 (mod 2).] — Zwei Klassen f und g von Formen mit 
n Vartablen sind in beaug auf einen Modul p'(> p’aa, > p'»-) kon- 
gruent, wenn die Relationen 


(67) fim; p'}=g{m;p'}  [m=1,2,...,p' (mod p')] 
statthaben und wenn die Determinanten A(f) und A(g) nach dem kleineren 
der beiden Moduln p‘*’n-2, »'*'n-2 Kongruent. sind. 

Beweis. Wir kénnen riraiaectoens daB die eine der beiden Formen 
f und g in bezug auf p primitiv ist. Denn ist f= p?-f\, g=p?-9% 
(@>0, @<?), so gilt f(h; p') =fy(h-p?; vp) = p”?- f\(h; p'-®) und 
gh; p*) = p"®- g(h; p'-°)*); die Beziehungen (67) ergeben also 


folks pt?) = go(h; pt~*); 

andererseits liefert die Kongruenz f, ~ g) (mod p‘~®) sofort fg (mod p’). 

Ist die Form f primitiv in bezug auf p, so wird die Kongruenz 
f(#;) =« (mod p‘) fiir gewisse zu p relativ prime Zahlen o@ lésbar sein. 
Fiir diese selben Zahlen « hat dann die Kongruenz g(y,) = « (mod p‘) 
gleichfalls Losungen; denn wir haben g {«; p‘} =f{«a; p‘} vorausgesetzt. 
Folglich mu8B die Form g ebenso wie f in bezug auf p primitiv sein. — 
Da die Zahlen @ zu p relativ prim sind, kénnen die 2; in einer Kon- 
gruenz f(“,)=« (mod p‘) nicht simtlich durch p teilbar sein. Es ist 
demnach méglich, m Zahlen &, =a, (mod p‘) zu bestimmen, deren griBter 
gemeinsamer Teiler gleich 1 ist. Alsdann kann man eine Substitution 


a eae ies 
Soe eae ) ) 
Rca at 


von der Determinante 1 finden, welche die Form f in eine Form ie tiber- 
fiihrt, deren erster Koeffizient kongruent « (mod p‘) wird. Nach Kap. II 
laBt sich diese Form ‘eh noch in einen Reprasentanten von der Gestalt 


fy = 08? + F® (mod p') 
transformieren. Fir die Form fj) gelten die Beziehungen 
4A y 
(FP) = af), &SD; AG) =22 (mod p't*n-2) 


und 


FMA; p') a i B, (wh; P') = 0. 


*) Siehe Kapitel VII. 
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Die nimlichen Schliisse finden auf die Form g Anwendung. Wir erhalten 
fiir diese Form einen Reprisentanten 


Ia = af?+ GM (mod p‘), 
fiir welchen 


%_1(G%) = 0,(9); (k = 1); A(GO) = ae (mod pit en-2) 


und 


he pt 
GO(h; p) = Bee 
ist. 
Setzen wir jetzt voraus, unser Satz sei bereits fiir Formen mit 
n—1 Variablen als richtig erkannt, so wird 


FOSG® (mod p‘) 


und folglich fy) gq) (mod p’). Damit wird unser Satz also auch fiir 
Formen mit ” Variablen bewiesen sein. 

Il. (q=2.) Zwei Klassen f und g von Formen mit n Variablen sind 
in bezug auf einen Modul 2¢(> 2°-1% , > Q?n- 19) Kongruent, wenn die 


Relationen 

f{m; 2*\=g{m;2*| [m=1, 2,...,2' (mod 24] 
und die Kongruenzen 
(68) Oe? a OE a nods) (k= 0,1,...,n—1) 
statthaben und wenn die Determinanten A(f) und A(g) nach dem kleineren 
der beiden Moduln o,_,(f)-2'*%-2™, 6,_1(g)- 2'*%-2 kongruent sind. 

Beweis. Es geniigt, den Fall zu betrachten, daf die eine, f, der 
beiden Formen primitiv in bezug auf 2 ist. 

1. Es sei zuniichst o,(f) = 1. Dann kénnen wir ungerade Zahlen «a 
finden, fiir welche f{«; 2'} > 0 ist, und fiir dieselben Zahlen « wird dann 
g{«; 2‘) >0 sein. Infolgedessen ist die Form g primitiv in bezug auf 2, 
und es gilt o,(g) = 1. 

Sobald fiir eine ungerade Zahl « die Kongruenzen 


f&) =a (mod 2), y(n) =e (mod 24 
lésbar sind, kénnen wir f und g in zwei Reprisentanten 

fay = 08? + FO = of? + 2%%.f (mod 24), 

Ia = 08? + GO) = of? + 2%). 9% (mod 24) 
transformieren, in denen f) und g® primitive Formen in bezug auf 2 
vorstellen. 


Wenn eine der beiden Zahlen @,(f), @,(g) gleich Null ist, so ver- 
schwindet die andere gleichfalls; denn es ist 2™(/) = 2% (mod 2). In 
dem Falle, daB 2a() — 2°) — 1 ist, kann man stets voraussetzen, daB die 
ungerade Zabl w und die Systeme & (mod 2") und y, (mod 2‘) so gewahlt 
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sind, da die Formen f® und g@ alle beide eine erste Invariante o 
gleich 1 besitzen. 
In der Tat, die Form f mége von der in Kap. II aufgestellten Ge- 
stalt /(,,, sein, und es mige 
A i ray ieee 
c= Bo, Dp, --., Oy? (mod 2%) 
a5 a eae. Ones 
diejenige Substitution bedeuten, welche f in fay verwandelt. Ist o,(f) =0, 
so wird x,(f) > 1. Damit die erste Invariante « der Form f“ gleich 2 
wird, miissen die Kongruenzen 
B+&4+---+6=1, G1 Oy cr Gag’ > 18 Os = 0, 
o,+ 9,f+-.-+01,=0 (mod 2) 
gelten. Wie man leicht erkennt, kénnen diese Kongruenzen nur in dem 
Falle bestehen, daf 
%,=1 (mod 2); C= bes, ae rood 2) 
ist. Fallt also x, = 0 (mod 2) aus, so wird stets o,(f%) =1. Ist aber 
x, =1 (mod 2) und x, >1, so finden sich unter den 2”'~' Systemen &, 
(mod 2°), welche die Kongruenz f(§;)=1 (mod 2) erfiillen, 2”'-? (1— =) 


9% —1 
Systeme & (mod 2'), denen eine Form f mit einer Invariante 6,(f) =1 
entspricht, und Boose Systeme & (mod 2), denen eine Form f® mit 


einer Invariante 6,(/“)) = 2 entspricht. 

Die Kongruenzen (68) ergeben die Beziehung x,(/) = x,(g) = %,, und 
wir gelangen fiir die Form g zu Resultaten, welche denen fiir die Form f 
erhaltenen ganz analog sind. Im Falle x, =0 (mod 2) findet sich dem- 
nach unsere Annahme verwirklicht. Priifen wir jetzt den Fall, daB x,=1 
(mod 2) und x, >1 ist. Wenn keine der Zahlen «, die man mit Hilfe 
von Systemen & (mod 2°), fiir welche 6,(f) = 1 wird, erhalt, mit Hilfe 
von Systemen 7, (mod 2°) erhalten werden kénnte, fiir welche o,(g)=1 


ist, so wiirde man aus den Gleichungen f{w; 2‘} =g {«; 2’! schlieBen, daB 
mindestens griotit eee i) Systeme 7, (mod 2‘) Formen g® mit einer 
Pages oe 

Invariante o,(g) = 2 liefern miiBten. Aber das kann nicht sein, da 
wegen x, >1 und =1 (mod 2) stets panes a oe (1 _— ae ist. 


Infolgedessen gibt es in der Tat Zahlen w und Systeme £; (mod 2‘) und 


n, (mod 2"), fiir welche man o,(f) =1 und 6,(g™) = 1 bekommt. 
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Nach Kap. II gelten jetzt die folgenden Relationen: 
0, _(F) = o,(f), 6,2 4(F) = 6,(f); 
ACE Ols 2) (nod enh) 2 ee): 
0, 1(4) = o,(9), 6,_,(G™) = 4,9), 
A(G%) =F (mod o,_,(g)-2°**-*), 
und wir finden die Formeln 


hy 2 h; 
FOR; 2) =, Gan, 2) -— FA, (ahs 2) +0 


in denen / irgendeine Zahl bedeutet, die inkongruent 2‘~* (mod 2‘) ist, 
und die Formeln 
PO(h; 2!) = 9, GOH; 2!) =0, (4 = 1) 
FOR; 2) = 2", GO(h; 24) = an (%, > 1) 
wenn h = 2‘-1! (mod 2°) ist. Nehmen wir also an, unser Satz sei bereits 
fiir Formen mit »—1 Variablen bewiesen, so erhalten wir FO) S G® 
(mod 2‘) und daraus fy) © gq) (mod 2°). 

2. Es mége jetzt o,(f) =2 sein. Da f in bezug auf 2 primitiv ist, 
wird die Zahl 2%(f) gleich 1, und die Kongruenz 2%(*) = 2%) (mod 2) 
ergibt 2% —1. Also ist die Form g gleichfalls primitiv in bezug auf 2. 
Wir finden o,(g) = 2; denn ware 6,(g) =1, so erhielten wir g(2‘—*; 2) =0, 
wihrend f(2‘—1; 2°) gleich 2”* wire. Die Kongruenzen (68) ergeben die 
Beziehung x,(f) = *,(g), welche uns sofort zeigt, daB fg (mod 2) ist. 
Es sei also ¢ > 1. 

Sobald fiir eine Zah] 2 = 2 (mod 4) die Kongruenz f(&;) =2« (mod 2‘) 


lésbar ist, kénnen wir f vermittels einer Substitution 
a n—1 
ae vy, Pi age oe a, 


ce aN A (mod 2°) 
ey on ee i a 
von der Determinante 1 in eine Form 


2 y= gli ao) eee 


n—1 
hy = Sagas ee ee (mod 2°) 
LEE RAIN 2 


transtormieren. Wir nennen das System &; (mod 2°) primar, wenn unter den 
Zahlen E,,..., H,_, ungerade vorkommen. Allemal, wenn das System &. 


n a 


primar ausfallt, laBt sich die Form ae in einen Repriasentanten von der Gestalt 
fey = 2(a8" + AEE + &E*) + 2%). fM=y4 FO (mod 2!) 


verwandeln, in dem % = 1 (mod 2) ist. 
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Wir wollen jetzt voraussetzen, die Form f sei von der in Kap. II 
betrachteten Gestalt f,). Damit die Zahlen F,,..., i, _, samtlich gerade 
sind, mitissen dann die Kongruenzen 

&,9,' + hs a cee so =0 (mod 2) 
gelten, deren einzige Lésung 
[x,=9 (mod 2)), boi ee 0 (mod 2) 
ist. Aber diese Kongruenzen sind nur dann mit der Kongruenz 2a = 2 
(mod 4) vertriglich, wenn 6, ,,(f)-2%1\ = 2 ist. Also werden, falls 
6, 41(f) > 2%) > 2 ist, die simtlichen Systeme £,, fiir welche f(t) =2 
(mod 4) ausfillt, primar sein. Sobald hingegen o, ,,(f)- 2%) = 2 ist, 
finden wir unter den 2%‘~1 Systemen &£; (mod 2‘), fiir welche f(&,) = 2 
(mod 4) ist, Pag — =) primare Systeme und 2”’-1. = nichtprimiire 


Systeme. Dieselben Schliisse finden auf die Form g Anwendung. 
Indem wir fiir den Fall 6, ,,(f)- 2%, = 2 bemerken, daB die Zahl 


Qri-4, ai <2nt-4(1 — a ist, schlieBen wir wie in 1., daB wir die Zahl 2 


so wahlen kénnen, daB einerseits die Kongruenz f(&,) = 2a (mod 2‘) eine 
primaire Liésung § und andererseits die Kongruenz g(n;) = 2a (mod 2°) 
eine primaire Lésung 4, besitzt. Ist dies geschehen, so liefert die Form f 
einen Reprisentanten von der Form f,),, und die Form g kann in eine 
Form von der Gestalt 
Je) = 2(a8? + AE + a8!) +240. 9 (mod 24 

verwandelt werden, in der A= 1 (mod 2) ist. 

Wir kénnen jetzt voraussetzen, dai a= & (mod 2) ist. In der Tat, 
es sei zunichst 6,(f) -2™() > 4. Alsdann wird die Anzahl der Lésungen 


der Kongruenz f= 2 (mod 4) gleich 2?"~' [1 : . Goa :) |: Die 
Kongruenz 2” (7)=2(9 (mod 2) ergibt 2%) >2, und es gilt 6, (g®).2%@> 4. 
Denn wire 6,(g)-2%) = 2, so bek’men wir 2” = 2, 6,(g®) =1, 
und die Kongruenz go) =2 (mod 4) hiitte 2°"~* Loésungen, so dab 
9a)( 234} + fe {2;4} ware. Ist jetzt 6, (g®). 2) > 4, so liefert die Be- 
ziehung fig) {2; 4} = Je){2; 4} sofort (faa) = (<7): d.i.g=a 
(mod 2). 

Gilt aber 6,(f®)-2™() = 6,(g®) - 2% = 2 und a=& + 1 (mod 2), 
so kénnen wir die Form 29). g@ zuniichst derart transformieren, daB 
einer ihrer mittleren Koeffizienten, r{?), kongruent 2 (mod 4) wird. Durch 


Anwendung einer Substitution 
B= E 2 = &'+ 2 


gelangen wir dann zu einer Form, in welcher der Koeffizient a durch 
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einen Koeffizienten a, =a + 1=6& (mod 2) ersetzt ist, und diese Form 
kann wiederum in eine Form von der Gestalt gj) verwandelt werden, in 
der der Koeffizient a, der niamliche ist. 
Demnach ist es stets méglich, anzunehmen, daf 
=é& (mod 2), 

4eé—U?=4aa— A? (mod 8) 
gilt. Infolge dieses Umstandes kiénnen wir eine Zahl Z finden, welche 
der Kongruenz 


d. 1. 


Aaa —U? = (4aa— A*)Z* (mod 2‘+?) 
genligt, und gg geht vermittels einer Substitution 
ee aA AG 5 -2;) (mod 2‘) 


von der Determinante 1 in eine Form tiber, welche dieselbe Gestalt be- 
sitzt, in der aber der Rest 


ie vote ee ) (mod 2%) 
Heiss mod 2 
dureh den Rest Pepa es 
AZ, — tee 
ersetzt ist. Dieser letztere Rest verwandelt sich noch durch eine Substitution 
; W— AZ 
S)= ee Wee i re (mod 2°) 
in einen Rest 2a, ie 
=( a1 ae (mod 2°). 
? 


Fiir die Form gj) erhalten wir demnach eine Kongruenz von der Gestalt 
Ja) 24+ G® (mod 2°). 
Wir haben jetzt die folgenden Beziehungen: 
,_2(F) = @,(f), Gye att) O17) 


AF) = See (mod 6,_,(f) - 2¢+@n-2); 


@,_9(G) = a,(9), G,_9(G) = 6,(9), 


A(GM) = OO, (mod 6, _4(g) + 2¢+%-20) 
at F®(h; 2 TARY) Gap. ot) — 252 t 
pe x (h; 2%)? (hs eine [x(h; 2°) + 0] 


Nehmen wir an, unser Satz sei bereits fiir Formen mit einer kleineren 
Anzahl von Variablen als m bewiesen, so finden wir F® S G® (mod 2¢) 
und daraus auch /(») <9») (mod 2°). 
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re 


Sur la réduction des formes quadratiques positives 
quaternaires.*) 


(Comptes rendus de l’Académie des Sciences, Paris 1883, t. 96, pp. 1205—1210). 
(Note de M. Minkowski, présentée par M. Jordan.) 


M. Charve a publié, aux Comptes rendus de 1881, une Note sur la 
réduction des formes quadratiques positives quaternaires. Je prends la 
liberté d’ajouter sur cet objet les observations suivantes, auxquelles je 
suis parvenu en étudiant les beaux Mémoires de M. Hermite dans le 
Journal de Crelle t. 40, 41 et 47. (Ocuvres, t. I, p. 94, p. 100, p. 164, 
p- 193, p. 200, p. 234.) 

Les recherches sur la réduction des formes quadratiques positives 
s'appuient sur le théoreme suivant: 

I. Une forme quadratique positive f= = Sense a déterminant D 

h,k= 
wobtient que pour un nombre fini de systémes ae (x,) une valeur 
qui ne surpasse pas une quantité positive donnée E. 
Démonstration. En appliquant a f la substitution au déterminant 1, 


aD 
ee 
Ly= Yn, He YT Y> (k +h), 
pa 
f sera transformée en 
D 
Bears 5 a Yn + (Y,=%), 


Op 
ot g, représente une forme positive aux m —1 variables y,(k+h). Par 
conséquent, si la valeur de f ne doit pas étre plus grande que la quan- 
tité H, nous obtenons un systéme d’inégalités 


D 
He] =o Zan au," 


Ody » 


auquel ne peut patiataits qu’un nombre fini de nombres entiers «,. 


*) Der Text dieser Arbeit, wie er hier veréffentlicht wird, folgt einem Manu- 
skript, das von Minkowski angefertigt wurde, nachdem die Arbeit bereits in den 
Comptes rendus erschienen war, und das weit korrekter ist, als die dort zum Ab- 
druck gelangte iltere Fassung. (Anm. d. Herausg.) 
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Nous arrangeons toutes les formes positives en un certain ordre. 


n 
. oye 7 x Ay? ) 
Nous disons qu’une forme positive g = Db ate est placée a coté dune 
hak=2t 


forme f = yt. si les coefficients b,, sont égaux aux coefficients 
hy k=l 

G,,) par contre au-dessus (ou au-dessous) de la forme f, si les coefficients 

b,, et a@,, ne sont pas tous d’accord, et si le premier coefficient b,,, qui 

n’est pas égal au coefficient correspondant a,,, est plus grand (ou plus 

petit) que a,,. 

A Vaide du théoreme I on peut facilement démontrer: 1° que, parmi 
toutes les formes qui résultent d’une forme donnée f a l'aide des sub- 
stitutions numériques au déterminant 1 et qui donnent la classe f, appa- 
raissent certaines formes gm qui sont placées au-dessous de toutes les autres 
formes de cette classe; 2° que le nombre de ces formes g est ordinaire- 
ment égal a 1, et que ce n'est qu’exceptionnellement quil devient plus 
grand que 1; 3° que ces formes g peuvent toujours étre trouvées par un 
procédé fini. ¥ 

Les formes gy = Danes sont ce que M. Hermite appelle des formes 

hy k=l 
réduites. Les formes réduites m de la méme classe ont sirement les mémes 
coefficients @, ,. 

Il. Pour n=2,3,4, une forme gp est réduite, et elle ne Vest que si 
elle satisfait aux inégalités 


(I) O44 = Oo9 es =- S Om 
et ad toutes les inégalités 
(IL) p(&, &35 6 he, én) Ps Orn» 


dans lesquelles «, signifie une unité, et ow les autres &, (k +h) ont ow les 
valeurs 0, ou +1, ow —1. 

Démonstration. A) Les conditions (1) et (IL) sont stirement neéces- 
saires pour que g soit une forme réduite; car si l’on avait «,, > @,, pour 
h<k, serait transformée par la substitution 


Sy: B= &= 1 &= 1% (h<k, l+h,k) 
et si Von avait p(s, &,..., &,) << e,, (& =+1, 6 =0, +1), par la sub- 
stitution 

Sir! Fa 8xMn be = Me + eM (k + h) 
en une forme qui serait placée au-dessous de m; par conséquent, y ne 
pourrait pas étre réduite. Des inégalités (II) résultent spécialement les 
conditions @,, + 20,, + 0%, > @,,, c’est-a-dire 
(«) 0, = + 20%, 
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B) Les conditions (I) et (I) sont aussi suffisantes pour que op soit 
réduite. Pour le démontrer, nous observons: 

1° Que des inégalités (II) résultent toutes les autres inégalités 
(m) P (My, May. +.) My) = Oy, (m, > 9), 
dans lesquelles m, signifie un nombre quelconque différent de zéro, et les 
autres m, des nombres entiers tout a fait 4 volonté. 

Nous désignons par ¢, le nombre 0, ou + 1, ou — 1, selon que m, 
est égal & zéro, ou positif, ou négatif. Les quantités e,m, =u, repré- 
sentent les valeurs absolues des nombres m,. Si les m quantités m,, a l’ex- 
ception du seul nombre m,, sont égales & zéro, y(m,) devient évidemment 
égal a @,,m,? > «,, et Vinégalité (m) aura lieu. Mais si des nombres m,, 
au moins deux, sont différents de zéro, nous déterminons un indice ¢ de 
la maniére suivante. Nous cherchons les nombres m,, dont la valeur ab- 
solue est la plus petite sans étre nulle, et nous posons, si parmi ces 
nombres m, se trouve aussi le nombre m,, Vindice t= h, mais si ce n'est 
pas le cas, ¢ égal a l’un quelconque des nombres t. Si nous écrivons 
alors s, = ¢,u,(k + ¢) et s,=0, les nombres s, ne seront pas tous égaux 
a zéro, et nous obtenons ene 


Dp (1M 5 My) <2) My) = PM, — 8, + 5) =H ears ay, (1,8, + m5; — 5,8,) 


s,ki=1 


= p(m,— 8) + 2m, * Dy et +e sx (1,8, + ,8;— 8;8,), 
kat i,k=et 
qui, a cause de la relation 


2 > ae = [¢(&) — %] — > "eines 
ket kt 
prend la forme 


p(m,) = p(m, — 8,) +m? [p (8) — ee] + 2u. >, 6 (u;,— Hoe 065,84 


t=et 
Ici, par suite des inégalités (II) et (w), ni la quantité (ole) —c,,], ml 
les quantités 


> 2 
8164 ( = OE) CE; ra aR Es Ee 0558; + Mnf SoG Oye; 9) 


ne sont négatives; par conséquent, nous obtenons I inégalité 


p(m,) = p(m,— 8;), 
pendant qu’on a en méme temps 


m,—S,>0 et > me > dm, — §,)*. 


Si nous mettons maintenant -m,2— M, et si nous supposons que le 
point 1° du théoreme B) soit déja prouvé pour tous les systemes 


(m,, My, +...) M,), mM, > O0, pour lesquels _>m,? devient plus petit que M, 
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il ressort évidemment g(m,—s,) >, et p(m) 2%,- Sans doute 
Vinégalité (m) a lieu pour les systemes (m,), pour lesquels on a m2 <1, 
m, > 0, cest-i-dire pour le seul systéme m,=1, m,=0 (kh). Ainsi, 
le point 1° est parfaitement démontré. 

2° Admettons que pour la forme q les inégalités (I) et (IL) soient 
satisfaites et, par conséquent, aussi toutes les inégalités (m). Alors 
est, en effet, réduite. 

Démonstration. Supposons d’abord que q@ puisse étre transformée 


par une substitution numérique &, = yr Hn a déterminant 1 en une 
k=1 


forme w = > Be qui soit placée au-dessous de g. 
hyk=1 

Soit 6,, le premier des coefficients B,,, B.:,---, B,, de la forme wp 
qui n’est pas égal au coefficient correspondant de la forme g. On aura 
Buz = One (<2) eb By, = P (M1 2, 2 Me) SOs 

Soit vr? la derniére des ets 115, Tey -++>%e qui est différente de 
zéro. On aura B,,= y(..:,7},-.-) = %,- Soit' «,,@ 2) la derniére des 
quantités 0,1, Mg9)--+) en, Qui a encore la valeur «,, tandis que «,, de- 
vient >«,,, si lindice h est >t. Des relations «,; > B;;, B;; = %, = %, 
et des inégalités (I) on conclut que le nombre ¢ est <i; done pour 
k<t on aura B,,=a,,<,,. Par conséquent, toutes les quantités r,* 
pour lesquelles on ak<teth>t, seront égales 4 zéro, puisque chacune 
de ces quantités, si elle différait de zéro, fournirait Vinégalité o,, > «,,, 
tandis que lon a a, <0,,, ,, > ,,. Dams le déterminant |r,"| s’éva- 
nouissent donc toutes les (¢+ 1)(m — t) quantités 

OU werks 2, cacy UUs eed, me) 
qui sont les termes d’un systeme de » —¢ séries horizontales et de ¢+ 1 
séries verticales. Ce déterminant doit done étre égal a zéro, et l’on ren- 
contre une contradiction. 

De ce qui précéde on déduit, a l’aide du théoréme I, que l’on peut 
déterminer pour chaque forme positive f toutes les formes réduites de sa 
classe a Vaide dun nombre fini de substitutions de la forme 8, ou S,,. 
(Toute classe f, pour laquelle aucune des inégalités (I) et (II) ne se change 
en une équation, a une seule forme réduite.) 

Dans le cas n = 4, jai trouvé pour la limitation des coefficients des 
formes réduites des identités symétriques analogues 4 celles que Gauss a 
établies pour les formes ternaires (Gauss, Oeuvres completes, t. Il). Je 
reviendrai sur ces identités dans une autre occasion. 


I. 
Uber positive quadratische Formen. 


(Crelles Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 99, S. 1—9.) 


Meine Abhandlung ,Sur la théorie des formes quadratiques a coef- 
ficients entiers“*) schlieBt mit der Bestimmung des MaBes fir einige 
Genera von positiven quadratischen Formen. Das Maf eines Genus ist 
eine GréBe, welche erhalten wird, indem man simtliche Klassen des Genus 
abzaihlt und dabei die einzelnen Klassen in entsprechenden Verhiiltnissen 
rechnet, als sie verschiedene Formen besitzen. Ich hatte mich seinerzeit 
auf die Betrachtung spezieller Genera beschrinkt. Mittlerweile bin ich 
zu einfachen Ergebnissen fiir das Ma eines beliebigen Genus gelangt. 
Die schlieBlichen Formeln sind zu einem Teile bereits von H. J. Stephen 
Smith verdifentlicht worden**). Das Resultat gewinnt aber auBerordent- 
lich an Klarheit und erlangt eine weitergehende Bedeutung, indem man 
jene Definition des Genus zugrunde legt, von welcher ich in der er- 
wahnten Arbeit ausgegangen bin, und zu welcher auch Herr Poincaré 
gefiihrt worden ist***), 

Ich setze Formen von fester Variablenzahl » und von nichtverschwin- 
dender Determinante voraus. Dann definiere ich: 


A. Das Genus einer Form f -> a;,@,%, wird gebildet von allen den 
1 


Formen g, welche denselben Trigheitsindex wie f besitzen und welche 
mit f fiir jeden beliebigen Modul N kongruent sind. 

Dabei heiBt eine Form g kongruent mit f in bezug auf einen Modul N, 
wenn es moglich ist, aus f mit Hilfe einer linearen Substitution von einer 
Determinante = 1 (mod N) eine Form herzuleiten, in welcher simtliche 
Koeffizienten fiir den Modul WN dieselben Reste lassen wie die entsprechenden 
Koeffizienten von g. 

Die Definition A. stellt an die Formen g nur scheinbar unendlich 
viele Anforderungen. In Wirklichkeit gilt der Satz: 


*) Mémoires présentés a l’Académie des Sciences T. XXIX. Nr. 2. Unter dem 
Titel ,,Grundlagen fiir eine Theorie der quadratischen Formen mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten"', diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, 8. 83—144. 

**) Proceedings of the Royal Society of London. 1868. (Collected Papers, 


vol. I, p. 510.) 
***) Comptes rendus de l’Académie des Sciences a Paris. 1882. I. 
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B. Eine Form g gehért dann und nur dann dem Genus einer Form / 
an, wenn sie denselben Index J und dieselbe Determinante A wie f be- 
sitzt und dazu mit f fir den Modul 2A kongruent ist. 

Immer dann, wenn diese Bedingungen erfiillt sind, wird es zugleich 
(nach Sitzen von Smith) méglich sein, die Form f in die Form g mittels 
solcher linearer Substitutionen von der Determinante 1 tiberzuftihren, in 
denen die Koeffizienten rationale Zahlen mit einem zu 2A relativ primen 
Generalnenner sind. 

Das Genus einer Form f = {a,,} ist eindeutig bestimmt, sobald man 
sein vollstindiges System von Invarianten kennt. Dieses System umfaft 
die folgenden GrdBen: 

1. Den Index J der Form f. 

2. Die gréBten positiven Teiler der samtlichen Unterdeterminanten 
von 1, 2,..., ~ Reihen des Systems’ |a,,|. Diese Teiler mogen der Reihe 
nach mit d,, d,,...,d,_, bezeichnet werden, so daB sich insbesondere 

ie IE 
ergibt. Rireloalh tate 

3. n—1 GrdBen 6,, 6, ..., 6,_,, welche die Werte 1 oder 2 haben. 
Und zwar ist ein 6, gleich 1, wenn unter den symmetrischen h-reihigen 
Minoren von |a,,| sich solche vorfinden, die, vom Teiler d,_, befreit, un- 
gerade ausfallen; gleich 2, wenn das Hntgegengesetzte eintritt. 

4, Kine Reihe von Einheiten + 1, die Charaktere der Form f. 

In Art. IV und Art. XI meiner am Anfange zitierten Arbeit [[diese 
Ges. Abhandlungen, Bd. I, 8. 31—32 und 8. 75—76]] sind alle Bedingungen 
zusammengestellt, denen die Invarianten eines (wirklich existierenden) 
Genus zu gentigen haben. Insbesondere miissen die » Gleichungen 

dy = 05; Ay = 0970, «5, Ay = 0p" 0,91... 0, , 
stets zu  ganzen Zahlen 0,, 0,, ..-) 0,—, fiihren. 

Ich will hier nur von positiven Formen sprechen, also J = 0 voraus- 
setzen. Jede positive Form f lat eine endliche Anzahl von Transfor- 
mationen von der Determinante 1 in sich zu. Diese Anzahl mag ¢(f) 
genannt sein. Die Gréfe ¢(/) ist konstant fiir alle Formen der Klasse f; 
ihr reziproker ‘Wert stellt das MaB der Klasse f vor. 


Das Ma8 M eines positiven Genus f (= {a,,}) ist nun definiert durch 


eine Summe: 
Sa 
t(g)’ 


erstreckt tiber simtliche verschiedenen Formenklassen y, welche das be- 
trachtete Genus aufweist*). 


*) Eisenstein, Orelles Journal, Bd. 35. (Mathem. Abhandlungen, S. 177.) 
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Mit f(N) will ich bezeichnen, wie viele fiir einen Modul N inkon- 
gruente Substitutionen von einer Determinante = 1 (mod N) man bilden 
kann, die, auf f = {a,,} angewandt, die simtlichen Reste a,, (mod N) un- 
geandert lassen. Gem’ der Definition A. wird die Zahl f(N) eine In- 
variante des Genus f vorstellen. Den reziproken Wert dieser Zahl wird 
man passend als das Maj des Genus f fiir den Modul N bezeichnen kénnen. 


Diese spezielen MaBe ae finde ich als die wesentlichen Faktoren des 


Maes M. 
In betreff der Zahlen f(N) gelten folgende Sitze: 
1. Wenn WN sich aus mehreren Primzahlpotenzen zusammensetzt, 


N= IL] 4, 80 ist f(N) = [17 @. 
Fiir Potenzen einer festen Primzahl gq findet man: 
2. Fiir alle Potenzen g’, welche die héchste in 


n—1 
h=0 


enthaltene Potenz von q tiberschreiten, fallt die GréBe 


hq) 
n(n—1), 
q 2 
konstant aus. Man setze diese GréBe gleich 
q ; f{ q } ? 
n—t | (n—A)(n=A+1)_, 
wo q” die hoéchste in | / (0, 2 ) enthaltene Potenz von gq sei. 


h=0 
Alsdann wird f{q} im wesentlichen nur yon quadratischen Charakteren 
des Genus f abhingen. (Ferner wird fiir das zu f adjungierte Genus 


FF On i,m, 


os aay nC, 
00,4 
1 


die Gleichung /'{q} =f{q} gelten.) Die GréBe f{q} bildet so den haupt- 
 sachlichen Faktor aller GréBen /(q’). 


Wenn nun 
n—1 
yeaa [ Laks”, 
A=T 


so erhalte ich fiir das Map des Genus f einfach: 


= 1 1 1 1 
eo Met Lesa oe). Te. CR? 
wo c¢ die Konstante 
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rG)-r@)-0@) 


n(n+1) (ra) ae V2, usw.) 


bedeutet, und wo das Produkt der Reihe nach iiber alle Primzahlen 
q = 2, 3, 5, 7, ... auszudehnen ist. 

Als Beispiel betrachte man ein positives Genus von (eigentlich) primi- 
tiven binéren Formen von einer Determinante A=1 (mod 4). Man hat 
hier n=2, 6, =1, 0, =D=A. Fiir jede ungerade Primzahl g, die 
nicht in A aufgeht, ergibt sich 

—A\1 
fig} =1—-(=-)45 
dagegen fiir jede Primzahl g aus 2A: 


fia} = 2. 


Bedeutet also w die Anzahl aller (ungeraden) Primzahlen von A, so kommt 


ei Ve —A\ 1 
Sp reales 
wo m alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen zu durchlaufen hat. Ist 
A > 1, so besitzt jede Klasse unseres Genus das MaB > Die Gré8e M wird 


dann gleich der halben Klassenanzahl des betrachteten Genus. Man gewinnt 
so ein Resultat, welches mit den Dirichletschen Formeln tibereinstimmt. 
Ohne mich bei weiteren Beispielen aufzuhalten, will ich nur zeigen, 
daB der Ausdruck (1) stets einen endlichen Wert besitzt. 
Fiir jede ungerade Primzahl g, die nicht in D aufgeht, findet man, 


wenn m gerade: | 
=) ti eon ay me 


fad (1-8) 0-3) (0; 


und wenn 7 ungerade: q 


fg) (Lane 


Fiir jede solche Primzahl fallt also die GréBe 


(A) 8) 


q 
= E, 


fq} 


besonders einfach aus. Nun kann man leicht in (1) diese GréBe als all- 
gemeines Produktglied einfiihren. Man braucht nur mit der Identitat 


1 ~ 88S TTC) 0g) esa) 
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zu multiplizieren, wo S,, die Summe 1 + = ao = + +--+ bezeichnet, deren 


Wert in bekannter Weise durch die hk Bernoullische Zahl, B,, aus- 
gedriickt ist. Setzt man, wenn m gerade: 


n—4 
1 2 
= (=) . B, B, Bo) 
2 
und wenn ” ungerade: 
n—3 
Cs) BiB oR : 
=(5) -B,B,---B,_.-——, 


2 oes 


2 


la8t man ferner @ die simtlichen Primzahlen von 2D durchlaufen, so 
kommt, wenn n = 0 (mod 2): 


® Bor sae dl oad (Girne) 
ia oa? 


n 
m2 


(wo die Summation alle positiven und zu 2D relativ primen Zahlen m 
betrifft), und wenn n= 1 (mod 2), so kommt: 


(2) M=c-VD- | JE,. 
a 


Diese Ausdriicke sind denen ahnlich, welche Smith angegeben hat, 
und man kann wohl aus der erwihnten Note von Smith die Werte der 
GréBen E, fiir ungerade Primzahlen @, sowie in einigen speziellen Fallen 
auch fiir die Primzahl 0 = 2 entnehmen. Doch tritt dort nicht die hier 
entwickelte einfache Bedeutung dieser Gréfen zutage, und diese gerade 
ist es, welche erkennen laéBt, daB ahnliche Verhiltnisse auch fiir allge- 
meinere Formen bestehen. Vor allem fallt auf, daB der Ausdruck (1) 
nichts enthilt, was an positive quadratische Formen gebunden ist. In der 
Tat besitzt dieser Ausdruck auch fiir alle indefiniten Genera (von nicht 
zerlegbaren Formen) einen endlichen Wert. Indem man nach der Be- 
deutung dieses Wertes forscht, gelangt man zu einer interessanten Erklarung 
- des Ma8begriffes fiir indefinite Formen. 


Ich will noch einige Satze in betreff der Reduktion der positiven 
Formen mit beliebigen reellen Koeffizienten hinzufiigen. Ist diese es ja, 
welche die Mittel gibt, um in jedem einzelnen Falle die Klassen eines 
Genus zu sondern und deren Ma zu berechnen. Ich wende (in etwas 
verinderter Form) diejenige Reduktionsmethode an, welche Herr Hermite 
im 40. Bande des Crelleschen Journals 8. 302 (Oeuvres, T. I, p. 149) 


aufgestellt hat. 
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,In einer gegebenen Klasse von positiven quadratischen Formen sollen 


nN 
f= > Dy, UX 
1 


reduzierte heiBen, welche vor allen anderen Formen den kleinsten Wert der 


Verbindung Raa, oe, ea, Neem eects 
ergeben, wo 0 eine positive unendlich kleine GréBe bezeichnet.* 

GemiB dieser Definition werden alle reduzierten Formen einer Klasse 
in den » Koeffizienten 


diejenigen Formen 


(Qy1) Gea) +++) nn 
iibereinstimmen. Der Koeffizient a,, insbesondere wird das Minimum der 
Klasse f vorstellen. 

Die charakteristischen Bedingungen solcher reduzierten Formen riihren 
fiir n =2 von Lagrange und fiir » =3 von Seeber her. Fiir den Fall 
n =A habe ich einen diesbeziiglichen Satz in den Comptes rendus vom 
April 1883 [[diese Ges. Abhandlungen, Bd. 1, 8. 145—148]] mitgeteilt. 
(Der Beweis ist dort, namentlich am Schlu8, durch eine Menge Druck- 
fehler sehr entstellt.) Ein weiterer Satz existiert nun fiir den Fall n = 5. 
Ich fasse das Resultat fiir alle vier Falle n = 2, 3, 4, 5 zusammen. 

,ln diesen Fallen ist eine Form 


n 
pow >: Oy U; Ly 
1 


immer und nur dann eine positive und reduzierte Form, wenn sie einer 
Reihe von Ungleichungen 


(I) f(y, My, -.-,M,) = 4; (¢—1, 2, ..., n) 
gentigt, wo die m,, je nach den vier Fallen, den folgenden Tabellen gemaB 
zu wahlen sind: 
n= 74 n= 3, 
m, | --m, m, | sE my | Em; 
1 | 1 1 0 
1 
1 il 
n=4, n= 5, 
m, | Em, [em km, m; | my | myn |b mon | ma 
1 0 1 0 0 0 
1 1 1 0 1 1 0 0 
1 1 1 te aad 1 1 i 
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und wenn ferner 
(II) Oy S My S++ Sa, 
ist. 
In allen diesen Fallen wird also eine Hermitesche reduzierte Fortra 
durch eine endliche Anzahl einzelner linearer Ungleichungen definiert. 
Gentigt eine Form allen Bedingungen (I), so ist sie entweder selbst 
reduziert oder ]48t sich doch durch eine oder mehrere Substitutionen von 


der Art 


Me ogy) Uy iY, 
in eine reduzierte Form iiberfiihren. Jedenfalls stimmen ihre » Haupt- 
koeffizienten, abgesehen von der Reihenfolge, mit den » Koeffizienten a,, 
einer ihr dquivalenten reduzierten Form itiberein. Nun erkennt man leicht, 
daB den Bedingungen (1) alle solchen Formen gentigen miissen, welche in 
ihrer Klasse den kleinsten Wert der Verbindung 

Ry = yy + deg to + On, 

oder der Verbindung 

Oe 
oder gewisser thnlicher Verbindungen ®t ergeben. 

In den Falien n = 2, 3, 4, 5 liefern sonach die Hermiteschen redu- 
zierten Formen einer Klasse fiir jede einzelne der GréBen a,,+d..+---+4,,,; 
41 Mog + My, Ag5 +--+) Ay4Mgq+-- Gan,» -+- den kleinsten Wert, welchen diese 
GréBe fiir Formen der betrachteten Klasse iiberhaupt annehmen kann. 
Umgekehrt, wenn eine Form von n (= 2,3, 4,5) Variablen fiir agendeine 
der Verbindungen i einen kleinsten Wert ergibt, so geht diese Form bei 
geeioneter Permutation ihrer Koeffizientenreihen in eine Hermitesche 
reduzierte Form tiber; sie liefert also auch fiir alle anderen Verbindungen 
einen kleinsten Wert. 

Diese Satze, welche fiir » = 2 und n = 3 interessante Higenschaften 
ebener und riiumlicher Gitter ausdriicken, scheinen um so bemerkenswerter, 
als sie nicht mehr fiir gréBere Werte des m gelten. 

Im allgemeinen ist eine reduzierte Form um so eigenttimlicher, in 
je mehr von den Ungleichungen (I) und (II) das Gleichheitszeichen statt- 

hat. Es gibt nun positive reduzierte Formen /, fiir welche Mae) —1 
linear unabhingige von den Ungleichungen (I) und (II) in Gleichungen 
iibergehen, durch die dann die Verhiltnisse der gum GréBen a,, voll- 
stiindig und zwar in rationaler Weise bestimmt sind. Solche reduzierten 
Formen migen Grenzformen heiBen. Unter allen Grenzformen, denen die- 
selben Verhiltnisse der Koeffizienten zukommen, wird es offenbar eine 
geben, deren Koeffizienten ganze Zahlen ohne einen gemeinsamen Teiler 
sind. Diese heife eine primitive Grenzform. 
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Da die Anzahl der Ungleichungen (I) und (II) eine beschrankte ist, 
so existiert (ftir n = 2, 3, 4, 5) immer nur eine beschrankte Anzahl von 
primitiven Grenzformen.“ 

Um dieselben wirklich darzustellen, will ich mit (a), diejenige qua- 
dratische Form von »v Variablen bezeichnen, deren v Hauptkoeffizienten 
simtlich gleich a, und deren tibrige Koeffizienten simtlich gleich 1 sind. 
Die Determinante dieser Form ist (a—1)’-!-(a—1+¥). Ich finde dann 
folgende primitive Grenzformen: 

Wenn n = 2 ist, die Form o = (2), = 2(a,?+ 4,2, +%,”) und deren 
Nebenreduzierte 2(x,?—%,x, + 2,’). 

Wenn n=3 ist, die Form mo =(2), und die Nebenreduzierten 
dieser Horm. 

Wenn n=4 ist, die Form g =(2), und deren Nebenreduzierten; 
ferner die Form w, welche durch die Substitution 


y= Yn t+ Ys Le=2Yy (h=1, 2,3) 
(2), + (2), + (2), + 2) = 2(y2> + Ys? + Ys” + Ya”) 


tibergeht, und die Nebenreduzierten dieser Form y. 
Wenn n=5 ist, die Form go = (2); und deren Nebenreduzierten; 
weiter die Form w, welche durch die Substitution 


%,=9,T Ys, X%=—-Y¥t Ys (h=1, 2, 3, 4) 
in (2), + (2), + (2), tibergeht, und deren Nebenreduzierten; endlich die 
Form y, welche durch 

=I, +(—1) ys, 2% = 2Y; (h=1, 2, 3, 4) 
in (4), iibergeht, und die Nebenreduzierten von y. 

Ohne Miihe wird man erkennen, daB die Klassen dieser Grenzformen 
identisch sind mit den ,formes eaxtrémes“, welche die Herren Korkine 
und Zolotareff in ihren interessanten Aufsitzen im 6. und 11. Bande 
der Mathematischen Annalen eingefiihrt haben. Hs sind darunter positive 
Formen verstanden, welche die Higenschaft besitzen, da ihr Minimum ab- 
nimmt, so oft den Koeffizienten unendlich kleine Variationen beigelegt 
werden, welche die Determinante der Form nicht vergréBern. Die nahe 
Beziehung zu diesen ,Formen mit gréBtem Minimum“ ist fiir die Reduk- 
tionsmethode von Herrn Hermite charakteristisch. 


Wiesbaden, den 31. Januar 1885. 


in 


IV. 
Untersuchungen iiber quadratische Formen. 


Bestimmung der Anzahl verschiedener Formen, welche ein 
gegebenes Genus enthilt. 
(Inauguraldissertation (Kénigsberg 1885); Acta Mathematica, Band 7, S. 201—258.) 


Dem Andenken meines teuren Vaters. 


In meiner Arbeit «Sur la théorie des formes quadratiques a coefficients 
entiers»*) habe ich den Begriff des Genus lediglich aus dem Begriffe der 
Formenkongruenz hergeleitet. Hin solches Verfahren erwies sich bereits 
dort als duferst vorteilhaft. Seine Berechtigung wird vielleicht noch 
scharfer durch die folgenden Entwicklungen hervortreten. Ich werde 
mich hier mit jenen Zahlen beschiftigen, welche im Falle allgemeiner 
Genera dieselbe Rolle spielen, wie im Falle binaérer Genera die Klassen- 
anzahlen. Gewisse Sitze tiber Formenkongruenzen werden zuniichst er- 
raten lassen, in welcher Gestalt sich die Ausdriicke jener Zahlen darbieten 
miissen. Unter Anwendung Dirichletscher Prinzipien soll alsdann ge- 
zeigt werden, daB die erratenen Formeln in Wirklichkeit richtig sind. 


Kinleitung. 


1. Ein Genus und seine Formenanzahl. 


Unter den Resten einer quadratischen Form / = >)a,,0;0, in bezug 
1 


- auf einen Modul N verstehen wir alle diejenigen Formen, welche aus f 
hervorgehen, indem die Koeffizienten a,, in beliebiger Weise um Viel- 
fache des Moduls N geandert werden. 


*) Mémoires présentés par divers savants 4 l’Académie des Sciences de I'Institut 
de France. Tome XXIX, N°. 2 (1884). Ich zitiere diese Arbeit im folgenden kurz mit 
F.Q. — Den auf F’. Q. beziiglichen Zitaten fiigen wir stets in [[ ]] den entsprechenden 
Hinweis auf die hier (Bd.I, S.3—144) verdffentlichte deutsche Ausgabe hinzu. (Anm. 


d. Herausg.) 
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Wir nennen zwei Formen f und g (von derselben Variablenzahl m) 
kongruent in bezug auf einen Modul N, fg (mod N), wenn es lineare 
Substitutionen von einer Determinante =1 (mod N) gibt, durch welche 
die Reste der einen Form fiir den Modul N in Reste der anderen Form 
fiir den Modul WN iibergehen. 

Wir betrachten ausschlieBlich Formen von nichtverschwindender De- 
terminante. 

Es kann der Fall eintreten, daB zwei Formen f und g fir einen jeden 
beliebigen Modul kongruent sind. Solches findet offenbar immer statt, 
wenn f und g derselben Klasse iquivalenter Formen angehoren, d. i. durch 
ganzzablige Substitutionen von der Determinante 1 ineinander tibergehen. 
Es ereignet sich iiberhaupt dann und nur dann, wenn f und g dieselbe 
Determinante A besitzen und in bezug auf den Modul 2A kongruent sind. 

Immer und nur dann, wenn die Formen f und g diesen Bedingungen 
gentigen und dazu einen gleichen Tragheitsindex liefern, wird es méglich 
sein, die eine dieser Formen in die andere durch solche linearen Substitu- 
tionen von der Determinante 1 tiberzufiihren, in welchen die Koeffizienten 
rationale Zahlen mit einem zu 2A relativ primen Generalnenner sind.*) 

Alle Formen, welche denselben Triagheitsindex I haben wie eine 
gegebene Form, und welche mit dieser Form fiir einen jeden beliebigen 
Modul kongruent sind, fassen wir in ein Genus zusammen. Da die Formen 
eines Genus eine feste Determinante besitzen, so kénnen sie, nach be- 
kannten Satzen, nur in eine endliche Anzahl verschiedener Formenklassen 
zerfallen. 

Es ist aber im allgemeinen nicht sowohl die Anzahl dieser Klassen, 
welche sich durch einfache Formeln ausdriicken la8t, als vielmehr die 
Anzahl der in einem Genus enthaltenen Formen. Zwar ist die letztere 
Anzahl stets eine unendliche, denn schon jede einzelne Formenklasse be- 
sitzt unendlich viel Formen. Doch zeigt es sich bald, da fiir ein jedes 
Genus eine gewisse, positiv unendliche Gréfe Q existiert, welche nur von 
den einfachsten Invarianten des Genus abhingt, und zu welcher alle die 
Formenanzahlen der einzelnen Klassen des Genus in endlichen Verhilt- 
nissen stehen. Dieses bestimmt dann auch den Grad, in welchem die 
Formenanzahl des gesamten Genus unendlich wird. Fallt die Formen- 
anzahl in einer oder in mehreren Klassen des Genus gleich M-Q aus, 
so bezeichnen wir die positive endliche GréBe M als das Maf der be- 
treffenden Klassen. 


*) Henry I. Stephen Smith, Philosophical Transactions, CLVII, 1867 (On the 
Orders and Genera of Ternary Quadratic Forms, art. 12) und: Proceedings of the Royal 
Society of London, XVI, 1868 (On the Orders and Genera of Quadratic Forms containing 
more than three Indeterminates, p. 202). (Collected Papers, vol. I, p. 480 und p. 516.) 
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Am einfachsten gestaltet sich der Begriff des MaSes fiir definite 
Formen, also in den Fallen T=O und J=n, mit welchen wir uns 
spater hauptsaichlich beschiftigen werden. Man wei, da® eine definite 
quadratische Form f immer nur eine endliche Anzahl von Transforma- 
tionen von der Determinante 1 in sich zulaft. Sei ¢(f) diése Anzahl. 
Nennen wir ferner Q, die Anzahl aller méglichen linearen ganzzahligen 
Substitutionen S von » Reihen und von der Determinante 1. Wiirden 
wir alle diese S auf die Form f anwenden, so miiSten wir zu einer jeden 
Form der Klasse f gelangen, und zwar zu einer jeden genau ¢(f)-mal. 


Die Anzahl der verschiedenen Formen der Klasse / wird daher = - Q) 


betragen. Wahlen wir demnach, was in der Tat geschehen soll, im Falle 
definiter Formen die erwahnte GréBe Q—=Q,, so kénnen wir als das 


Ma einer definiten Klasse f die GréBe a erkliren. Das MaB fiir die 


! : phe: aie: 
Formenanzah! eines definiten Genus wird dann Se sein, wo die Summe 


iiber alle verschiedenen Klassen f des Genus zu erstrecken ist. 

In solchen speziellen Fallen, wo die GréBe ¢(f) konstant ausfallt 
fiir alle Formen eines Genus, ergibt die vorstehende Summe einfach den 
t(f)*" Teil der Klassenanzah] des Genus. Derartige Fille sind Regel bei 
binéren Formen. Man hat da gewoéhnlich ¢(f) = 2. Nur fiir die Klassen 
f = d(x? + y*) wird t(f) =4, und fiir die Klassen f = 2d(a?+4+ avy + y?) 
wird ¢(f) = 6. 

Ich bemerke noch beilaufig, daB die GréBe Q, sich mit der (n?— 1)*™ 
Potenz der Anzahl ow aller méglichen ganzen Zahlen von — oo bis + oo 
vergleichen lift. Es gilt namlich in gewissem Sinne die Beziehung: 


ne—1 
85 = SSE 
wo 
1 1 1 
ind Rarer er cocci (k= 2, 3,...0%, 2) 


Eine Deutung des Mafbegriffes fiir indefinite Formen soll den Gegen- 
‘stand einer spiteren Arbeit bilden. Ich erwahne nur, dab als Maf einer 
primitiven biniiren Form aa + 2bay+ cy’? von einer negativen, nicht 
quadratischen Determinante ac — b? = — D <0 am passendsten der Aus- 


druck ng (EEO) festgesetzt wird, wo o(= 1, 2) den gréBten Teiler 
My cama ea 

der Koeffizienten a, 2b, c bedeutet, und wo 7 und U die zwei kleinsten 
positiven Zahlen sind, welche der Gleichung T?—DU*=o? Geniige leisten. 
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2. Das vollstiindige System von Invarianten eines Genus. 


Um ein Genus eindeutig zu charakterisieren, bedarf es nicht durch- 
aus der Kenntnis einer seiner Formen. Es geniigt bereits, wenn man im- 
stande ist, sein vollstdndiges System von Invarianten anzugeben. Wir ver- 
stehen unter dieser Bezeichnung eine Reihe von GréSen, welche sich als 
arithmetische Funktionen einer reprasentierenden Form f des Genus dar- 
stellen lassen, und welche die doppelte Higenschaft haben, einmal: un- 
geaindert zu bleiben, so oft die Form f durch eine andere Form desselben 
Genus ersetzt wird, dann aber: in ihrer Gesamtheit sich stets zu andern, 
sobald fiir f irgendeine Form eines anderen Genus genommen wird. 

Ein vollstandiges System von Invarianten eines Genus f umfabt die 
folgenden GréBen: 

1. den Tragheitsindex I der Form f. Derselbe sagt aus, wie viele 
Quadrate mit dem Vorzeichen Minus auftreten, sobald f durch irgend- 
eine reelle Substitution in eine Summe yon w, zum Teil positiven, zum 
Teil negativen Quadraten transformiert wird; 

2. die m Invarianten d); 0,, 0,,..., 0,-;, und die  — 1 Invarianten 
O10 grin Ome oder OTM ;: 

Die Invariante d, stellt den positiven gréBten gemeinsamen Teiler 
der Koeffizienten a,;, von f vor. 

Zu den Invarianten 0, gelangt man in folgender Weise. Man be- 
zeichne mit d,, d,,...,d4,_, die positiven gréBten gemeinsamen Teiler 
aller 2-, 3-,..., m-reihigen Unterdeterminanten von |a,,|, so da ins- 
besondere A = (—1)/-d,_, kommt. Aus den Zahlen d, entstehen die 
Invarianten 0, vermittels der Gleichungen: 


= a = -1, n—2 
2 0%, aia oh 03, +++) qe oO" 0,” eer On manly 


oder 


Die Invarianten o sind GréBen von den Werten 1 oder 2. Man hat 
6,= 1, wenn unter den symmetrischen h-reihigen Minoren von f sich 
solche vorfinden, die, von dem Faktor d,_, befreit, ungerade ausfallen; 
dagegen 6, = 2, wenn diese Minoren alle durch 2d,_, aufgehen. 

Die GréBen 0, sind stets ganze Zahlen, und die GréBen 6, miissen 
den folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Die Zahlen 6, _,0,6,,, und o, diirfen nicht zugleich durch 2 teil- 
bar sein. 


6,40 0,6 ‘ 
u. Die Quotienten “= und 4+! miissen ganz sein 
Cr+ O,-4 ' 


Wir fithren noch die Invarianten ein: 6)=1, 6,=1 und 0, =0, 0, =0. 
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3. die Charaktere der Form f. Dieses sind eine Reihe von Einheiten 
<1, welche in Gestalt Legendrescher Symbole auftreten. Um sie mog- 
lichst einfach darzustellen, trifft man am besten folgende Voraussetzung 
tiber die reprasentierende Form /: Die aus den ersten h(=1,2,... ,n—1) 
Reihen von f gebildeten symmetrischen Minoren sollen Werte 6,0, 0; 
ergeben von solcher Art, daB ein jedes ¢, relativ prim zu 20,0,...0,_, 
und zu g,_, und ,,, ausfillt. Dabei hat man sich noch g,=1 und 
py, = (—1) zu denken. Nach F. Q., p. 83 [[S. 72]], lassen sich in jeder 
Klasse des Genus Formen f von dieser Higentiimlichkeit finden; man 
nennt sie charakteristische Formen. 

Hs sei allgemein e, das Vorzeichen von g,; ferner mag J, angeben, 


. . . . e (e e : 
wie viele von den Hinheiten mn Fr a i ray negativ ausfallen, so dab 
0 1 A—1 


insbesondere J, = 0 und J, = J zu nehmen ist. Fiir eine charakteristische 
Form f erweisen sich folgende Hinheiten C als Charaktere: 
1) wenn 6,_,0,6,,, durch eine ungerade Primzahl p teilbar ist, die 


Einheit 
() 


2) wenn 6,_;0,6,,, = 0 (mod 4) ist, die Hinheiten 


Tn Tn —1) Ty Zp +1) 


cy, @jen h, @jen 


Cr Pa 


3) wenn Or 040) 04 = 0 (mod 8) ist, die Hinheit 


ei 


Diese Einheiten C bilden zusammen mit den GréBen J, dy, 0,, 6, 
wirklich ein vollstindiges System von Invarianten fiir das betrachtete 
Genus, so da8 kein zweites Genus da sein kann, welches zu eben diesen 
Invarianten fiihrt. 

Die Einheiten C miissen alle Bedingungen erfiillen, welche sich fiir 
sie aus den quadratischen Kongruenzen 
mes, = 6,19, 9441Ps-1Pa41 = Xn” (mod 6,"9,) 
erschlieBen lassen. Man findet diese Bedingungen in J. Q., pp. 87—88 
[[S. 75—76]] zusammengestellt. 

Hs gilt der Satz: 

(A) Wenn die Invarianten J, d), 0, @ und die Charaktere C in be- 
liebiger Weise festgesetzt werden, doch so, daB sie den Bedingungen L., 
u. geniigen, ferner allen Bedingungen, welche aus den Kongruenzen (1) 
folgen, so existiert wirklich ein Genus, welches zu diesen Invarianten und 
Charakteren Veranlassung gibt. 
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Ein Beweis dieses Satzes ist F. Q., pp. 89—90 [[S. 76—77]], mit Hilfe 
des bekannten Theorems tiber die arithmetischen Progressionen gefitihrt. 
Ich habe dort diesen Hilfssatz (n — 1)-mal hintereinander angewandt zur 
sukzessiven Auffindung von »—1 Zahlen q,, 92,---,9,_, fir eine 
charakteristische Form des gewtinschten Genus. Man tiberzeugt sich aber 
leicht, daB es immer geniigt, ein einziges Mal von diesem Satze Gebrauch 
zu machen, namlich um allein y,_, als Primzahl zu bestimmen; und man 
sieht dann ferner, daB in den Fallen » >3 dieser Hilfssatz sich ganz 
entbehren lat, wenn nur der Satz (A) bereits fiir 1 = 2 bewiesen ist. 

Alle Formengenera, welche dieselben Werte der GréBen I, dy, 0,, ©, 
besitzen, werden in eine Ordnung 


G1, G9) - ++) On_y 
dy, ( ni 


Ope Ont oA0 5 = 

zusammengefaBt. 
Wir beschiftigen uns meist mit Formen f, deren d, gleich 1 ist, 
und die man primitive Formen nennt. Im Falle die GréBe d, einer 
Form f relativ prim zu einer Zahl N ist, heiBt diese Form primitiv in 


bezug auf N. 


Erster Teil. 
3. Die Anzahl der Reste eines Genus in bezug auf einen Modul WN. 


Wir wollen zunichst untersuchen, wieviel verschiedene Formenreste 
ein gegebenes Genus in bezug auf einen gegebenen Modul WN liefert. In 
der Anzahl dieser Formenreste finden wir einen Divisor der Formenanzahl 
des Genus, und wir werden so alle wesentlichen Faktoren kennen lernen, 
aus welchen sich die Ausdriicke fiir die Formenanzahl zusammensetzen. 

Das Genus mége durch eine beliebige seiner Formen, /, reprasentiert 
werden. Hs ist dann klar, daB wir die Reste des Genus nach dem 
Modul WN nur unter denjenigen Formen suchen diirfen, welche \f (mod N) 
sind. Man gelangt zu diesen Formen, indem man auf /f ein vollstindiges 
System von lauter inkongruenten Substitutionen 7’ von einer Determi- 
nante = 1 (mod NV) anwendet. Hin solches System wird leicht bestimmt. 
Man braucht beispielsweise nur von den N” inkongruenten Substitutionen 


w, = Dita, (mod N), t= 1,2)). 9 1G hala), 


alle diejenigen fortzulassen, in welchen die Determinante nicht = 1 (mod NV) 
ausfallt. 

In dem Systeme der 7 mégen sich im ganzen Yt Substitutionen 
finden lassen, — etwa die folgenden: 7,, T,,..., I, —, durch welche f in 
MN verschiedene Reste: g,, 9,,---, Jn (mod N) iibergehe. Das gegebene 
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Genus enthilt dann sicher nicht mehr als diese Mt Reste. Wir behaupten 
aber, daB diese Reste wirklich alle dem gegebenen Genus, ja schon der 
(ganz beliebigen) Klasse f eigen sind. 

In der Tat, zu jeder Substitution 


LS =1 (mod J) 


Oeics erie.) ls) vay ome! 


1aBt sich immer eine nach dem Modul N kongruente Substitution S yon 
einer Determinante 1 bestimmen. Im Falle »=1 leuchtet dieses un- 
mittelbar ein. Wenn > 1 ist, so bedienen wir uns zum Beweise eines 
Schlusses von m —1 auf n. Offenbar mu8 der gréBte Teiler der » Zahlen 
x, 2u N relativ prim sein. Man kann daher n Zahlen & =x, (mod N) 
finden, deren gréQter Teiler gleich 1 ist. Alsdann l48t sich bekanntlich 
eine Substitution 


OCs Chee OO CO 


von der Determinante 1 bilden (F. Q., p. 98 [[S. 83]]). Das Produkt 
S.*- 7 gewinnt jetzt die Form 


AiokeTiyahs.s.spbTTind| 


Oe heh eth 

(i= pe ah) Dipl = j| (mod N). 
1 za 
OR Mee case Ua 


Ist unser Lemma bereits fiir den Fall ~— 1 erwiesen, so kénnen wir 
anstelle der w,* solche kongruente Zahlen einfiihren, daB |u| in 1 
tibergeht. Ferner setzen wir anstelle der ersten Vertikalreihe von U 
einfach die Zahlen 1, 0, ..., 0. Auf diese Weise wird U in eine kon- 
gruente Substitution V von der Determinante 1 tibergehen, und das Pro- 
dukt S,- V =S erscheint als eine mit 7’ kongruente Substitution von der 
Determinante 1. 

Wir kénnen so zu, allen Substitutionen 7, 7,, ..., Tm kongruente 
Substitutionen S,, S,,..., Sn von der Determinante 1 bilden. Durch 
diese muB sich f in iquivalente Formen mit den Resten 9,, 9, .--, Jp 
verwandeln, was zu beweisen war. 

Es ist nun leicht plausibel zu machen, daB die Formenanzahl der 
Klasse f ein Vielfaches der Zahl §t wird. Man denke sich zu dem Be- 
hufe in der Klasse f alle verschiedenen Formen gekennzeichnet, welche 
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nach dem Modul N den Rest f lassen, und fiir jede dieser Formen je 
eine Substitution S notiert, durch welche dieselbe aus f entsteht. Durch 
Anwendung aller S-S,, S-S,,..., S- Sy miissen dann aus f die sdmt- 
lichen Formen der Klasse f hervorgehen, und zwar eine jede ein ein- 
ziges Mal. Die Zahl Qt teilt somit wirklich in gewissem Sinne die (un- 
endliche) Formenanzahl der Klasse f, und da diese Klasse eine beliebige 
ist, auch die Formenanzahl des gesamten Genus, wie am Anfange aus- 
gesprochen war. 

Um einen Ausdruck fiir die Zahl St zu gewinnen, verfahrt man fol- 
gendermafBen. Hs sei ~,(NV) die Anzahl der Individuen eines vollstandigen 
Systemes von inkongruenten Substitutionen 7 von einer Determinante 
=1 (mod NW). Alle diejenigen 7’, welche auf den Rest f (mod NV) ohne 
Wirkung bleiben, nenne man T, und es sei f(N) die Anzahl der ver- 
schiedenen T. Die Substitutionen T- 7,, T- 7, ..., T- 7m miissen das 
gesamte System der 7’ erschdpfen, und man erhilt so: 

Vn) 
NS 

In welcher Weise die Grée w,(N) gefunden wird, ist bekannt*). 
Damit ein 7 =1 (mod N) ausfalle, ist zunichst erforderlich, daB die n 
Zahlen 2,, %,..-., £, der ersten Vertikalreihe ohne gemeinsamen Teiler 
mit N gewahlt seien. Hine solche Wahl kann auf N”-(N), Arten ge- 
schehen, wenn (NV), das tiber alle verschiedenen Primzahlen g von N aus- 


gedehnte Produkt TT — 5 bedeutet. Man sieht leicht, daB zu jedem, 


ohne Teiler mit N gewahlten Systeme x, mindestens ein 7' gehért. Alle 
méglichen 7’ mit der ersten Vertikalreihe x, folgen dann durch Zusammen- 
setzung dieses einen mit den verschiedenen Substitutionen V=1 (mod N). 
In U unterliegen die »—1 Zahlen U; gar keiner Beschrinkung. Es lassen 
sich also im ganzen N”~*-w,_,(N) inkongruente U bilden, und man 
erlangt die Beziehung: 


¥,(N) = ovine? 7 (NV), Vn—1 (NV). 
Da nun y,(N) = 1 ist, so entsteht 
Wg ND me NOME CN) gs Wa WN), 
Es handelt sich also wesentlich um die Bestimmung der Gréfen 


{(N). Dabei geniigt es, den Fall zu untersuchen, wo N eine Primzahl- 
potenz q’ ist. 


Denn setzt N sich aus mehreren Primzahlpotenzen g' zusammen, 


N=[T¢, ae hat man f(V) = [/f(q'). 


*) Jordan, Traité des substitutions, 120—124. 
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So oft nimlich eine Substitution T= 1 (mod N) ist, ergibt sich 
dieselbe auch =1 nach jedem der Moduln g‘, und 4ndert sie den Rest 
f (mod NY) nicht, so andert sie auch keinen der Reste f (mod qg’‘). Liegt 
andererseits fiir einen jeden Modul gq! ein T, vor, von einer Determinante 
= 1 (mod q'), welches auf f (mod g‘) ohne Wirkung bleibt, so wird die 
Substitution T (mod NV), welche allen Kongruenzen 


T=1, (mod 9’) 


gentigt, =1 (mod 1) ausfallen, und den Rest f (mod N) nicht dndern. 
So geht die behauptete Relation hervor. 


4, Hilfssitze zur Bestimmung der Zahlen /(q). 

Wir brauchen in betreff der GréBen f(g‘) nur den Fall zu betrachten, 
wo f primitiv in bezug auf q ist, also die Koeffizienten a,, von f nicht 
simtlich den Teiler gq haben. Denn sei etwa f=q?-g und d>0O. So 
lange man d >t> 0 hat, bleibt der Rest f (mod gq‘) bei jeder Substitution 
ungeandert, und man erhialt f(q‘) = ¥,(q‘). Wenn aber d < t ist, so gilt 
die Relation 
(2) (ey = Tene vga"). 

In der Tat, eine jede Substitution T=1 (mod q‘), welche auf f (mod q‘) 
ohne Wirkung ist, andert auch g (mod g‘~“) nicht; und ebenso wird ein 
jedes T =1 (mod g'~*), welches auf g (mod qg‘~“) ohne Wirkung bleibt, 
auch f (mod q’) nicht andern. Aus einem jeden & lassen sich aber 
gq -»4, nach dem Modul q‘ verschiedene Substitutionen T herleiten. Denn 


in einem & ist immer mindestens ein Koeffizient ¢ da, fiir welchen - zu q 


relativ prim ausfallt. Wir kénnen nun, um eine Substitution T zu ge- 
winnen, erst jeden der n? — 1 iibrigen Koeffizientenreste (mod g‘~“) von 
& durch g? verschiedene Reste (mod gq’) ersetzen. Der Rest von ¢ fiir den 
Modul gq‘ folgt hernach eindeutig aus der Bedingung, daB die veranderte 
Substitution eine Determinante = 1 (mod q’) ergebe. 

Insofern es uns um Faktoren fiir die Formenanzahl eines Genus zu 
tun ist, reicht die Betrachtung solcher Moduln gq‘ aus, welche gewisse 
Grenzen g@@ tiberschreiten. Denn ist t>t—d>0, so beweist man leicht, 
daB die Zahl w,(9'~%):f(q'~%) einen Divisor der Zahl mt vor- 
stellt. Beachtet man die oben gegebenen Werte von y,(q'), so liuft dieses 
darauf hinaus, daB die Zahl f(g’) in der Zahl g-4- f(g‘) [t—d>0] 
aufgeht. 

Fiir eine mit q primitive Form f machen wir von folgenden Bezeich- 
nungen Gebrauch. Die héchsten in den Invarianten 0,, 0), ..-) 0, _, ent- 
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haltenen Potenzen von q sollen die Exponenten besitzen: @,, @,,-..,@,_1; 
und es sei allgemein 

V0, = @,+@+:++-+0,, 6,=ha, + (h—1)o,+--++ @,. 
Ferner nehmen wir an, von den ~—1 nicht negativen Zahlen , seien 


im ganzen 4 — 1 groBer als Null, namlich die folgenden: 
(% =0) 57 Og) 8. (d, =n) 
und wir bilden die Gleichungen 
ae a, = %), Dg = Hy My, nny OZ hy ag FS 
sais 
%, = DO, — B,_1- 

Der Quotient aus der Determinante A von f und der Potenz g®n-1 
mag fiir einen Moment A, heiBen. Wir werden weiterhin voraussetzen, 
daB unsere Moduln q‘, wenn g einer ungeraden Primzahl p gleich ist, die 
Potenz p* = p’-1, und wenn q = 2 ist, die Potenz 2% = 21+-1 tiber- 
schreiten. Die Folge davon wird sein, da ein jeder Rest f (mod q’) uns, 
wenn g=yp ist, den Wert der Hinheit (3), und wenn g=2 ist, den 
A= 1 
Wert der Einheit (— 1) ? , sowie im Falle 6,_,=2 auch den Wert 
der Hinheit (x) liefert. Denn es gilt der Satz: 

0 
Gentigt eine Form g schon der Kongruenz 
g Sf (mod ge) 
und soll noch g Sf (mod q‘) sein, so ist notwendig und hinreichend, daB, 
wenn ¢=p, die Beziehung 
A(g)=A(f) (mod p'+%-s), 
und wenn q = 2, die Beziehung 
A(g) =A(f)_ (mod 6, _, + 2¢+@n-2) 
bestehe. 

Ich erwihne noch einige, zum Teil bekannte Sitze tiber Kongruenzen, 

welche bald ihre Anwendung finden werden. 


(B) Ist eine Form f und eine Zahl « prim in bezug auf eine ungerade 
Primzahl p, und hat die Kongruenz 


f(&;) =« (mod p) 
A -p"~* Liésungen, so besitzt die Kongruenz 
(3) f(E) =« (mod p') @>1) 
A+ p"-)* Losungen. 
Denn geniigt ein System & der Kongruenz 
(4) PE) =« (mod p‘~*), 


und setzt man 2, = & + p'-1u, (mod p’), so kommt, da t{>1 sein soll, 
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ms ~ of 
f(@;) = £() + pi! DME, (mod p’). 

Nun kénnen die Zahlen et nicht simtlich durch p teilbar sein, da man 
1 4 
=e go =o (mod p) hat. Also ergibt die Kongruenz 

=i (b) es e 

a Se eck) 
p’~* Lésungen u; (mod p), und eine jede Lésung von (4) liefert p"-! 
Lésungen von (3), woraus unmittelbar unser Satz folgt. 

Jetzt sei f= Sa,,x,x, eine in bezug auf 2 primitive Form, und w 
eine ungerade Zahl. Wir unterscheiden zwei Faille, je nachdem die In- 
variante 6, von f den Wert 1 oder 2 hat, die Zahlen a,, also zum Teil 
ungerade oder simtlich gerade ausfallen. 

(C) Ist 6, =1, und besitzt die Kongruenz 

f(é) =« (mod 8) 
A - 28-1) Losungen, so liefert die Kongruenz 
(3) f(E,) =« (mod 2‘) (¢ > 3) 
A - 2"-* Lésungen. 

In der Tat, es gentigen der Kongruenz 
(4) f(&) =« (mod 2°") 
zusammen mit einem Systeme & (mod 2’-') immer alle die 2” Systeme 
x, (mod 2‘-1), fiir welche 7, =&, (mod 2‘-?) ist. Denn jedes dieser Systeme 
laBt sich in die Form x, = &,+ 2'-?0, (mod 2'~') setzen, wo die n 
GréBen 0, entweder 0 oder 1 bedeuten; man hat also wirklich: 

= WRN, en 2 
fla) =f) +21 S64 a (mod 2%) 

Bildet man nun mit Hilfe einer Lésung & (mod 2‘~?) von (4) ein 

System a, = & + 2'~?u, (mod 2‘~*), so kommt 
1 


7 
F(t) = f(E) + 2-2 Sus FE (mod 29, 
und die Kongruenz d 
a— ; 1 
eee = > Us ie (mod 2) 


ergibt 2"-1 Lésungen wu; (mod 2). So fiihrt eine jede Losung &; (mod 2a) 
von (4) zu 2-1 Lésungen & (mod 2'~*) von (3), woraus die Richtigkeit 
unserer Behauptung erhellt. 

Es ist auch klar, daB unser Satz gtiltig bleibt, wenn wir alle solchen 
Lisungen & ausschlieBen, die zugleich gewissen gegebenen linearen Kon- 
gruenzen nach dem Modul 2 geniigen. 

(D) Ist zweitens 6, = 2, und hat die Kongruenz 


f(E,) =2a (mod 4) 
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2.A-2?-1) Lésungen, in welchen die » Zahlen x se nicht samtlich gerade 


sind, so liefert die Kongruenz 
(3) f(E;) = 2a (mod 2’) (¢>2) 


2A-2”-* Lésungen, bei welchen die » Zahlen tH nicht samtlich 


gerade sind. 
Denn setzt man = f = 9, so gruppieren sich je 2” Lésungen &; (mod 2°) 


von (3) zu je einer Lésung &; (mod 2‘~*) von (&,) =a (mod 2‘-*). Unser 
Satz geht so in einen analogen Satz in betreff des Ausdruckes tier, 
welcher dann abnlich bewiesen wird wie der Satz (B). 

Wir schreiten nun zur Bestimmung der GréBen f(g‘)*). Dabei werden 
wir uns hauptsachlich auf diejenigen Resultate stiitzen, welche in der Note 
za meiner am Anfange zitierten Arbeit enthalten sind (fF. Q., pp. 169—178 
[[S. 1836—143]]). 


5. Der Fall einer ungeraden Primzahl. 

Wir betrachten zunichst den einfacheren Fall, wo q gleich einer un- 
geraden Primzahl p ist. Die Form f sei primitiv in bezug auf p. Der 
Modul p‘ mége die Potenz p’-1 tiberschreiten. 

Da wir f durch jeden nach dem Modul p‘ kongruenten Rest ersetzen 
diirfen, so kénnen wir annehmen (Ff. Q., p. 7 [[S. 14]]), f habe den Typus 
f=ai?+F (mod p'), 
wo & zu p prim ist und F’ einen Rest von »—1 Variablen vorstellt. Die 

Koeffizienten yon J” miissen den Faktor p” enthalten, und setzen wir 
F=p*f© (mod p'), 
so fallt der Rest f® primitiv in bezug auf p aus, und die n — 2 In- 
varianten p’*, welche diesem Reste angeh6ren, erfiillen die Gleichungen: 
a0,” =o. (h=2,3,...,n—1) 

Wir denken uns die f(p*) verschiedenen Substitutionen T von einer 
Determinante = 1 (mod p’) aufgestellt, welche den Rest f (mod p‘) in sich 
selbst tiberfiihren. In jeder dieser Substitutionen mu8 die erste Vertikal- 
reihe aus » Zahlen & (mod p‘) bestehen, welche 

f(é,) =e (mod p') 
ergeben. Der vorstehenden Kongruenz mégen A: p-1* verschiedene 
Systeme £; (mod p’) Gentige leisten. Die Betrachtungen aus F. Q., p. 170 


*) In einem ausgezeichneten Falle, nimlich fir die Form f= Uy? a,?+---+ 7, 
sind die Zahlen f(g) von Herrn Jordan gegeben (Traité des substitutions, 201—214, 
Ordre du groupe orthogonal). 
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[[S. 137]], lassen erkennen, daB jedem dieser Systeme £ wirklich Sub- 
stitutionen T zukommen, welche den Rest f in sich selbst transformieren. 

Ks fragt sich, wie viele verschiedene T kénnen aus einem bestimmten 
Systeme § hervorgehen. Ist T, eine erste dieser Substitutionen, so wird 
jedes tiberhaupt vorhandene T mit der ersten Vertikalreihe £ in ganz be- 
stimmter Weise zusammengesetzt sein als Produkt aus T, und aus zwei 
Substitutionen U und & von der Form 


INU Seca Ut Teeny. fire, wee | 
eS ie mae ae ec hens. 
OOM ecie ot Oo nanos teens: 


Soll nun T den Rest f in sich selbst tiberfiihren, so ist nétig, daB auch 
U- diesen Rest in sich selbst transformiere. Hierzu wieder ist erforder- 
lich, daB die Relationen U,=0 (mod p‘) gelten, und da die Substitution 
& auf den Rest F (mod p’) ohne Wirkung bleibe. Die Anzahl der ver- 
schiedenen T mit der ersten Vertikalreihe &, welche f (mod p‘) nicht 
andern, wird daher gleich der Anzahl der verschiedenen & sein, welche 
auf F (mod p‘) ohne Wirkung sind, also gleich F(p‘). Zieht man noch 
die Formel (2) in Betracht, so kommt schlieBlich 
f(pt) = pr Déterl— 1-1). 4. FO (pt-™) 
Wir setzen nun allgemein: 


n—1 
n(n—1) Vv (n—h)(n—h+1) 
= t+ 2 Wp (Gn). 1) 


fi)=p *° fp}. (> S'a,) 


Fiir den Rest f@) bilden wir eine entsprechende GréBe f{p}. Die vor- 
stehende Relation verwandelt sich alsdann in: 
(5) A ea Rh a 


und diese Formel bleibt auch fiir » = 1 giiltig, falls nur fiir eine Form 


F yon Null Variablen F'{p} = = genommen wird. 

Es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Gréfe A. Nach dem 
Satze (B) muB A-p"-* die Anzahl aller Lésungen von /(§;) = « (mod p) 
ausdriicken. Bedeutet x den Index der ersten von den Zahlen @,, ,,..., 
@, 4, @, (= — co), welche nicht verschwindet, so kénnen wir f von dem 
Typus voraussetzen: 

fa +p fo Ease 
@ = 0, 8,7 + a8? +--- + 0,6," 
wo ein jedes o,,d,...,@, und ebenso der Rest f™ primitiv in bezug 


auf p ist (F. Q., p. 19 [[S. 22]]). Wir erhalten dann f= (mod p), und 


(a, = @) 
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A-p*-! muB die Anzahl der Lésungen von =a (mod p) geben. Nun 
]ABt sich diese letztere Anzahl nach bekannten Sitzen herleiten.*) Man 
gelangt so zu folgenden Beziehungen: 

1. wenn x =0 (mod 2), 


Fa nenet ah 9 — (G97 ti) 


2. wenn x =1 (mod 2), 


ta 
_*a1 1 ee 
es Meats yy end a ate), 
Im Falle x = 1 hat man sich 61=1 zu denken. 
Wir kénnen weiter die GréBe f{p} auf f{p} zuriickfiihren. Man 


findet : 
fipj= U-f{p}, 
wenn % den folgenden Ausdruck bedeutet: im Falle x =0 (mod 2), 
it 1 1 6 
=2(0-A)(1-A) (0-4). (1-4) 
und im Falle x =1 (mod 2), i 
1 1 1 
aid Caer lenaarti wile 

Fiir ein x = 1 stimmt diese Gleichung unmittelbar mit (5) tiberein, 
wahrend sie fiir ein x > 1 leicht aus (5) mit Hilfe eines Schlusses von 
* —1 auf x hervorgeht. Man braucht nur zu beachten, da’ dem Reste 
f in derselben Weise die Zahl x—1 angehdrt wie dem Reste f die 
Zahl x. 

Fiir alle ungeraden Primzahlen p, welche nicht in der Determinante 
A der Form f aufgehen, wird x =n, also a,a,...a,=A (mod p), wah- 
rend /® sich als ein Rest von Null Variablen erweist. Fiir alle diese 


Primzahlen p kommt daher: 
1. wenn » = 0 (mod 2), 


Tee (1-3) (1-3) (1-4). p- (ore 


3 
~ 


r 
Pp 
2. wenn » = 1 (mod 2), 


n(n—4) , 


foymr t '-(i-A)G—4)..- 2). 


*) Lebesgue, Recherches sur les nombres, § 5 (Journal de Liouville, T. 2, 
pp. 266—275). — C. Jordan, Comptes rendus, 1866, 1, pp. 687—690; Traité des 
substitutions, 197—200; Journal de Liouville, 2™° série, T. 17, p. 372. — F. Q. 
artt. VII— VII [[S. 45—58]]. 
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Um die GréBen f{p} eae darzustellen, wollen wir endlich f 
als Hauptrest fiir den Modul p‘ voraussetzen. Falls die Bezeichnungen 
aus 4, gelten, so heiBt dieses, f soll den Typus haben: 


F=1%, + p*[O, + p%[, +--+ p°%-1(,). ]]} (mod p?, 
One o{*) £0) EK) ‘ces 0 6 OEM) (mod p°9k-1), 
wo die «{ simtlich zu p prim sind (F. Q., p. 19 [[S. 22))). 
Fir einen Hauptrest f wird die Gripe f{p} gleich einem Produkte 


aus der Potenz 2'-* und aus 4 Faktoren %,, welche den 4 einzelnen 
Resten ©, entsprechen und folgende Bedeutung haben: 


(BB (I) 


0 [=] die gropte in ~ enthaltene ganze Zahl vorstellt, und a,=1 ist im 
Falle x,=1 (mod 2), Sree 


xk 
Soa Lee 
ga liter 3), o—(E2-aea), 


wenn %, = 0 (mod 2) ist. 

Die Richtigkeit dieser Formeln ergibt sich sofort mit Hilfe eines 
Schlusses von 4—1 auf 2. Man bemerkt nimlich, daB dem Reste 
f™(* = ,) in derselben Weise die Zahl 4 — 1 Retartt wie dem Reste f 


die Zahl 4. 


6. Der Fall der Primzahl 2. 

Wir behandeln jetzt den Fall g = 2, welcher auf etwas umstind- 
licherem Wege zu gleich einfachen Resultaten fiihrt. Die Form f sei 
primitiv in bezug auf 2. Wir machen fiir dieselbe von den in 4. an- 
gegebenen Bezeichnungen Gebrauch. Der Modul 2‘ sei gréBer als die 
Potenz 21+%-1; man hat dann immer ¢>2, und wenn v,_, >0, auch 


ody 
~ Wir werden die Gréfen f(2*) finden, indem wir f als Hauptrest fiir 


den Modul 2¢ annehmen, also fiir f den Typus zulassen: 
f= (0, + 20%[0, +--+ + 20%-1(,)..]} (mod 2/), 
wo die einzelnen ©, Reste vorstellen, die in bezug auf 2 primitiv sind, 
und entweder dem Typus 
oc {*), 
k 
(Rx) o, = “3° an (mod 2°~ °%*-1) 


a® 
*k 


oder, wenn x, gerade ist, auch dem Typus 


172 Zur Theorie der quadratischen Formen. 
200, AQ, 
AM, 2a, 


(Ruz) o, (mod 2° °%-1) 


ll 


20). Aw 
CEE TI 
2 2 
A®, 26 
*k wk 
2 2 
angehéren (F. Q., p. 23 [[S. 25]]). Dabei bedeuten die «,®, ebenso wie 
die A,“, lauter ungerade GréBen. 

Wir geben jedem Reste ©, vom Typus (Ri) eine Zahl r,=—1 und 
jedem Reste ©, vom Typus (Ri) eine Zahl t,=—2. Die x,—1 Invari- 
anten o eines Restes ©, nennen wir oe", 0{",..., of _,. Hs gelten dann 
folgende Beziehungen (F. Q., art. IV [[S. 28—29]]): wenn r, = 1: 


wenn t, = 2: 
f Or) of) = 1; 
erner: 
Cy, spa On” (h=1, yg ea i 
und: 


5, am 1; 


so daB die Zahlen t, durch die Invarianten 6, bestimmt sind. In der 
Tat erhalt man insbesondere: 


te Gye Tat es oe 


Kin Ausdruck von der Gestalt =o mag, je nachdem t=1 oder t= 2 


ist, kurz mit (I) oder mit (II) bezeichnet werden. Wir schicken zunichst 
einige Bemerkungen iiber die Kongruenzen 


(I) =m (mod 4) und (II) =m (mod 2) 


voraus. 
I. Fir einen Ausdruck 
Y= 0,62 + a8 ?+---+0,&2 (mod 4) 
mogen Yo, V,, ¥,, ¥, die Anzahlen der Liésungen von 
Y=0, 1, 2, 3 (mod 4) 

vorstellen. Diese 4 Anzahlen kénnen leicht nach F. Q., art. VIL [[S. 50 
bis 58]], gefunden werden. Man setze namlich 

AVYo =U + Wt+vet+ Vs, 

4¥,= Vo — 2%, — Hy + Os y 

AV, = Wy — Y+Y,— Ys; 

AY, = Uy + iv, — wy — 14s, 
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wo i=)V—1, und bilde die Einheiten: 


x 
aR—-1 


x Dian 
Fabio = (nll. cnei 


yall cay 


k=1 


x 
ap—1 


FES 


2 


) 


1,% 
aKr—1 aprr—1 
gE as 
hues te Ke! 
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Alsdann geben die Formeln F. Q., p. 62 und p. 64 [[S.55 und S. 57]}: 


Y= 7 Ni 
und 
ltée ut = 
v= ( 


2 


& 


—+5+i) Dee Ni agit ( 


vy, = 0 


Wir unterscheiden die folgenden Fille: 


1. x =0 (mod 2). 
3x 
A) e=1; ¥,=0-2?, 


3x 
4Y, = 2% 49.92" 


3x 
ACE O37 Sept 


AW, = 4, = 29%, 


3x 


3x 
y= 0-2?. 


lucas 
V2 


1 


5) 


1 


? 


3x 


B) e=—1; y=——1d-27, y,=i0-2?. 
AY, = 4, = 22, 


38x 
4W, = 28 9.27 


3x 
AW, = 9% 4.9.97" 


2. x =1 (mod 2). 


+1 


? 


1 


. 


3x 3x 
1+ aa 1—2 
A)e=1; ¥,=6- vay Vs = 0- "7 -22, 
8x+1 
AY, = AY (acing 2 ae, 
38x+1 
AY, = 4, = 29*_ 9.2 ? 
3x 4 3x 
Te 1 =e 
B) «=—1; bie aramiies by = 0+ ae 
Bx+1 
AM, ma 4 Ween QP D2, 
8x+1 


4Y, = 4, = 29*_ 9.2 3 


In betreff der Einheiten ¢ und 6 erwihnen wir noch einige Punkte. 


yore oF, (h=1,3) 
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1. Der Rest 1= a, +e, ++---+ a, (mod 4) ist durch die Hinheit « 
bestimmt. 
Da nimlich immer «, =1 (mod 2) ist, so kommt zunachst 


l=x (mod 2), (—1/=(-1)*. 
Sind ferner von den Zahlen a, «,..., @, im ganzen x) kongruent — 1 
(mod 4) und x — x, kongruent 1 (mod 4), so folgt einerseits: 


= nll, 


andererseits : 


| = (" — %) — % = % — 2% (mod 4), 
mithin: P 
ele e ark. 
Im speziellen findet man, wenn x = 1 (mod 2): 
1 =e (mod 4). 

2. Ersetzt man Y durch — Y, also a, (mod 4) durch — a, (mod 4), 
so médgen an die Stelle von « und 6 die Hinheiten e~ und 0 treten. 
Man erhalt unmittelbar: 

e =e-(—1), d- =0-8—}, 
also 
1) x =0 (mod 2): e- =a, O-=0 <8; 
2) x=1 (mod 2): e+ =—e, O- =0. 

Dasselbe Resultat erschlieBt man auch leicht aus der aufgestellten 
Tabelle, indem man die Beziehungen Y_, = (— ¥), beachtet. 

3. Wir wollen 

Vi = a6? +---+ 0,6? (mod 4) 
setzen und die Hinheiten ¢ und 0, welche zu Y* gehdren, mit «1 und 0! 
bezeichnen. 

Mit Hilfe der Relationen 


=| “= =x—1, ka [* |= 1) || (mod 2) 


findet man: 


a=1 ces ay ea et 
Sekar Gath Lt RCE Ash NaN EIEN 0S, 
also 


1. x =0 (mod 2); 
A) ¢e= 1: d= 6, a = — s' (mod 4); 
e=1 
B) «=—1: d=—(—1)? -6', «=e! (mod 4). 
2. x =1 (mod 2); 
A) «=—e(mod4): «*=—1, d=—<e.-0}; 


B) «=e (mod 4): e'= |, d= 01. 
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II. Jetzt liege ein Ausdruck vor: 
= (4634 4.68, + % 8%) +--+ (“ube + AE 6,4 “82) (mod 2), 
0) 2 2 


rh SY) 2 2 


und es bedeute X) und X, die Anzahl der Lésungen von 
X=0O und X=1 (mod 2). 
Setzt man 
2X =o tm, 2X = SE ey FG) 
ferner: 


2 Al 2 2 ; 
(G11) Dead ee ) 


so kommt nach F. Q., p. 65 [[S. 58]]: 


ee 
2 


to = 2%, ty = 8 2?, 
also: 


ms 
2 


Dee sO 02 OX aor Oo 


Nach diesen Vorbereitungen wollen wir versuchen, eine Formel auf- 
zustellen, mit deren Hilfe die GréBen f(2‘) fiir Reste von n(> 1) Vari- 
ablen auf entsprechende Gréfen fiir Reste von weniger als m Variablen 
zurtickgefiihrt werden konnen. Fiir Reste f von einer Variablen hat man 
einfach f(2') = 1. 

Da wir f als Hauptrest fiir den Modul 2’ voraussetzen, so gilt jeden- 
falls eine Kongruenz © 

f=, + 2°) (mod 24), (@,, a1!) 
wo ®, einen Rest vom Typus (Rz) oder (Rx) bedeutet. Wir unterscheiden 
zwei Fille, je nachdem die Invariante tr, = 6, den Wert 1 oder 2 erhilt. 


(6, = J). 
Ist zunachst 6, = 1, so lat f sich zugleich in der Form schreiben: 
f = «& + 2%f (mod 24), 

wo @ ungerade ist und f/f einen in bezug auf 2 primitiven Rest vorstellt, 
welcher im Falle o, = 0(x, > 1) eine erste Invariante 6 gleich 1 ergibt. 
 Uberhaupt folgen die Invarianten 6,° und 2%” von f( aus den Glei- 
chungen: 
CU nee wlio (h.= 2, 3,....2—1) 

Die Anzahl f(2‘) der inkongruenten Substitutionen T von einer De- 
terminante = 1 (mod 2‘), welche den Rest f in sich selbst tiberfiihren, 
driickt sich in ahnlicher Weise aus wie oben die Zahl f(p‘). In der Tat, 
die erste Vertikalreihe einer Substitution T muB immer von » Zahlen §, 
(mod 2‘) gebildet sein, welche 


(3) f(8;) = @ (mod 2°) 
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liefern. Dazu tritt in den Fallen, wo %, > 1 ist, noch die Bedingung, 
daB nicht zu gleicher Zeit die simtlichen Kongruenzen 

(7) fr=1, €=1,../, 6 = 1 (mod 2) 

bestehen diirfen (F. Q., p.172 und 128 [[S.139 und 106]]). Wir bezeichnen 
mit A-2@- je nachdem x, =1 oder >1 ist, entweder die Anzahl 
aller méglichen Lésungen & von (3) oder nur die Anzahl aller derjenigen 
Lésungen £,, welche nicht zugleich die Kongruenzen (7) erfiillen. 

Die Betrachtungen in F. Q., p. 172 [[S. 139]], zeigen, daB wirklich 
jedem dieser Systeme & Substitutionen T entsprechen, welche den Rest f 
in sich selbst transformieren. Ebenso wie in 5. schlieBt man dann, daB 
jedes solche System & zu genau soviel verschiedenen T Veranlassung gibt, 
als verschiedene Substitutionen von einer Determinante = 1 (mod 2‘) exi- 
stieren, welche auf den Rest 2%/f@ ohne Wirkung sind. So gewinnt 
man die Beziehung: 

f (2!) = 2e-Ditele-we-. 4. fA) (Qi-a), 

In betreff der GréBe A unterscheiden wir die Falle x,=1 und x, >1. 

1. Ist zunachst x,= 1, so gibt unsere Annahme iiber ¢ (wenn n> 1) 
jedenfalls ¢ > 3. Nach dem Satze 4.(C) mu daher A - 2°@-% die Anzahl 
der Lésungen von f(§;) = « (mod 8) ausdriicken. 

Indem man in f alle Glieder fortliBt, welche durch 8 teilbar sind, 
erlangt f entweder den Typus: 

(8) f = «& (mod 8). 

In diesem Falle hat man f= a (mod 8), sobald &=1 (mod 2) ist. 
Die Anzahl der Lésungen von f= « (mod 8) betragt demnach 4 - 25—» 
und man findet: 


A =4., 
Oder f gehédrt einem der beiden Typen an: 
f = «& + 4(1) 


”) pice eu saree a 
In dem Ausdrucke 4 (I) erscheint mindestens ein Glied 4ay?=4y (mod 8). 
Durch Anderung des Restes von y (mod 2) kénnen wir aus jeder Lisung 
von f= (mod 8) eine solehe von f= «+ 4 (mod 8) herleiten, und um- 
gekehrt. Diese zwei Kongruenzen besitzen also gleich viel, nimlich 


2. 2°@-) Lésungen, und man erhilt: 


A = 2. 
Oder f gehért dem Typus an: 
(10) f= af + 4(II) (mod 8). 


In diesem Falle hat f= (mod 8) stets = 1 (mod 2) und (II) =0 
(mod 2) zur Folge. Bildet man fiir den Rest (II) von x, =x Variablen, 
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nach der Formel (6m), eine Hinheit 0, so ergibt sich die Anzahl der 
Lésungen von (II)=0 (mod 2) gleich oe-1(y +6. 97), und man bekommt 


A med: (Ait a) 
92 


Oder f gehért dem Typus an: 
(11) f = «& 4+ 2(1) (mod 8). 

Dann ist f= (mod 8) identisch mit §=1 (mod 2) und (I)=0 
(mod 4). Gehdren zu dem Reste (I) von x, =x Variablen, gemif der 
Formel (61), zwei Hinheiten ¢ und 0, so liefert die obige Tabelle: 

1) x =0 (mod 2), 

s=1: haere 
1 


2) x =1 (mod 2), 


eé=—I1: A= 
A 


Oder f gehért endlich dem Typus an: 

(12) f = a&* + 2(1) + 4(1), (mod 8). 

In diesem Falle enthilt 2(1) mindestens ein Glied 2ay? = 2x (mod 4), 
mit dessen Hilfe die Lisungen von f=1 und f=3 (mod 4) einander 
eindeutig zugeordnet werden kénnen; und ebenso erscheint in 4(1), min- 
destens ein Glied 4ar*® = 4r (mod 8), infolge dessen die Kongruenzen f= a 
und f = a + 4 (mod 8) gleich viel Lésungen zulassen. So findet man leicht: 

A=1) 

2. Jetzt sei x, >1. Wir teilen fiir einen Moment die Systeme &,, 
welche f(&;) =1 (mod 2) ergeben, in Systeme erster oder zweiter Art ein, 
je nachdem sie den Bedingungen (7) entgegen sind oder mit denselben 
harmonieren. Irgendein System &; (mod 4) erster Art mége die Kongruenz 
(13) f() =e (mod 4) 
 erfiillen. Da ein solches System wugleich einen bestimmten Wert des 
Restes f(&,) (mod 8) ergibt, so wird es nur einer der beiden Kongruenzen 
f(é;) =a (mod 8) und f(&,) =a«-+4 (mod 8) Geniige leisten. Ist nun 
von den Zahlen &, &,..., §& etwa & die erste, welche nicht ungerade 
ausfallt, und indern wir den Rest § (mod 4) in § +2 (mod 4), so geht 
aus dem Systeme & (mod 4) ein anderes System erster Art hervor, welches 
offenbar der anderen von diesen beiden Kongruenzen gentigen mu. So 
erhellt, daB diese zwei Kongruenzen gleich viel Losungen erster Art zu- 


lassen. 
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Beachtet man jetzt die Definition der GréBe A und den Satz 4. (C), so 
folgt, daB in allen Fallen die Anzahl der Lisungen erster Art von (13) 
durch A -2?*- ausgedrtickt ist. Man gelangt zu dieser Anzahl, indem 
man die Anzahl aller méglichen Lisungen dieser Kongruenz um die An- 
zahl ihrer Lésungen zweiter Art vermindert. 

Wir unterscheiden die Falle x,=0 (mod 2) und x,=1 (mod 2), 
schreiben aber der Einfachheit halber x fiir x. 

1°. Zunichst sei « =0 (mod 2). In diesem Falle treten tiberhaupt 
keine Lisungen zweiter Art auf, da die Kongruenzen (7) stets /(§;) = x 
(mod 2) nach sich ziehen. 

Entweder ist nun f von dem Typus: 

(14) f=(1) (mod 4). 

Lassen wir dieselben Bezeichnungen wie oben fiir ¥ gelten, so liefert 

die aufgestellte Tabelle: 


a—1 
eas A=: [é = 64, (—1) ? =— 83] 
a-1 a-1 
e=—l1: ds aia Q ) ieee Canes 
eet 
92 


Oder f ist von dem Typus: 
(15) f=()+2@, (mod 4), 

Alsdann erscheint in 2(I), ein Ghed 2ay? = 2x (mod 4), welches be- 
wirkt, da& f= 1 und f=3 (mod 4) gleich viel Lésungen zulassen. Dem- 


nach kommt einfach: 
A=1. 


2°. Endlich sei x =1 (mod 2). Wir unterscheiden dieselben zwei Fille. 

Entweder ist f von dem Typus: 
(14) f=(I) (mod 4). 
Identifizieren wir den Rest (1) mit dem obigen Ausdrucke ¥, so entsteht 
fiir Systeme §& zweiter Art: 

P(E) = a+ O +++>+ es 2 (mod 4). 

Diese Systeme gehen also nur den Fall an, wo «= « (mod 4) ist. Mithin 
kommt: 


@=—e (mod 4): Apo (lias: ; [et=—1, d=—e-04] 
9 2 

Lae , 0) 1 ) ot 

@=e (mod 4): am eae age ba (IC a) (1 tea): 
9 2 4 9 2 9 2 


[eps 1 Soren 
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Oder f ist vom Typus: 
(15) f=()+2(, (mod 4). 
Alsdann bewirkt ein jedes Glied 2ar? = 2r (mod 4) aus 2(I),, dab 


f=1 wd f=3 (mod 4) sowohl gleich viel Lisungen erster, wie gleich- 
viel Lisungen zweiter Art besitzen, und man findet: 


1 
ae sagt 


(6, = 2). 


Wenn 6, = 2 ist, so laBt f sich zugleich in der Form schreiben: 
f = 2(wé? + AEE + a&*) + 2f° (mod 2°), 
wo « und A ungerade sind, und /® einen in bezug auf 2 primitiven 
Rest bedeutet. Die Invarianten 6, und 2°’ von f® bestimmen sich aus 


den Gleichungen: 
8 62),—=6,, o@f,—0,. (h=3,4,...,»—1) 


Wir betrachten die /(2°) Substitutionen T von einer Determinante 
=1 (mod 2’), welche den Rest f in sich selbst verwandeln. In jeder 
dieser Substitutionen muf die erste Vertikalreihe von m Zahlen £, (mod 2°) 
gebildet werden, welche 


(3) f(§;)=2e (mod 2°) 
ergeben. Ferner diirfen diese Zahlen nicht zugleich alle Bedingungen 
(7) &=0, & =0, sey ae) (mod 2) 


erfiillen (F. Q., p. 175 und 129 [[S. 141 und 107]]). Wir bezeichnen mit 
2A-2@-* die Anzahl aller Systeme &; (mod 2‘), welche der Kongruenz (3), 
aber nicht simtlichen Kongruenzen (7) geniigen. 

Jedes dieser Systeme & tritt wirklich in mindestens einer von den 
Substitutionen T als erste Vertikalreihe auf (/. Q., pp. 175—177 [[S. 141 
—142]]), also etwa in einem Ty. Hs fragt sich, fiir wieviel verschiedene T 
ein solches System & die erste Vertikalreihe bildet; offenbar fiir alle die- 
jenigen T, welche zusammengesetzt sind aus T) und aus einer Substitu- 
tion 7 mit der ersten Vertikalreihe 1,0,...,0. Man hat also zu er- 
mitteln, wie viele Substitutionen vom Typus 


1 hee eee, i 
| OE Py ders worn ake 
Ay . a i t 
MeN ig Wa oe aoe =1 (mod 2°) 
Uh WS Trea 
den Rest f in sich selbst transformieren. 


Setzen wir 
f® = (Awe — A*)n2 + 2ett. ag. fO(n,,..., 1,2) (mod 2‘+*), 


180 Zur Theorie der quadratischen Formen. 


so entsteht zunichst die Bedingung 
£ (19) Mi» «+ * Np—g) = (4e&@ — A*) (mod 2¢+?). 


Dieser Kongruenz mégen 5 AM. 2(”-2)t verschiedene Systeme 7; (mod 2°) 


Gentige leisten. Durch Uberlegungen, wie siein J”. Q., pp. 176—177 [[S. 141 
—142]], angestellt sind, tiberzeugt man sich, da wirklich jedem dieser 
Systeme y, Substitutionen 7’ zukommen, welche den Rest f in sich selbst 
transformieren; es fragt sich wieviele. 

Die Gesamtheit aller solcher 7 wird hervorgehen, indem man eine 
beliebige unter ihnen, etwa 7), mit allen Substitutionen 


1, U, Vy, +++) Vas | 
On LS Va 


T= i070 tt pve. nee | == nod 22) 
0,0, Brie +) ME 


zusammensetzt, welche f (mod 2°) in sich selbst tiberftihren. Fiir Z findet 
man 2U=0, V,=0, V,=0 (mod 2‘); und man erkennt, daB die An- 
zahl der verschiedenen & durch 2/'(2‘) ausgedriickt ist, falls F’ den Rest 
2%) bedeutet. So ergibt sich die Beziehung 

f (2°) == 2(n—1)t+(n—2)t+14 0, [(m— 2-1]. 4. 4()). fO(Qt- 2), 
Nun hat man zugleich 

fo (2785) = Y(m—2)(¢+)+@.+)[m-2?-N. 4). FE (2's): 
also kommt endlich: 

f (2!) = Qe-He-aln— 8). 4. FA(QE+1), 
Um die GréBe A zu finden, beachte man, daB das System der 


#, Kongruenzen (7) sich als identisch mit dem Systeme > a = 0 (mod 2) 
(i= 1, 2,..., n) erweist. Nach 4. (D) muB infolgedessen A -2"~1 die An- 


zahl aller Losungen von 


1 
(13) a 1 (es) == 1 (aod 2) 
vorstellen, bei welchen die » Zahlen oe nicht simtlich gerade sind. Wir 


wollen fiir x, einfach x setzen. 


Entweder ist - f vom Typus: 
[14] —f=(I) (mod 2). 


In diesem Falle liefern die Kongruenzen (7) stets f= 0 (mod 4); sie 
sind also nicht mit (13) vertraglich. Gehért zu (IL) wie oben eine Ein- 
heit 6, so kommt demnach: 
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Pie ( aa. 
92. 
Oder af ist vom Typus: 
[15] =f=()+( (mod 2). 
za erscheint in y ein Glied az? =z (mod 2), welches zur Folge 
hat, daf f= 0 und f= 1 (mod 2) gleich viel Lésungen zulassen, man 


betrachte diese Lata fir sich oder zusammen mit den Kon- 
gruenzen (7). Man erhilt also: 


foalden mk 


Die GréBe A® bestimmt sich mit Hilfe der Formeln aus (6, = 1) 


Im Falle [14] fndet man, wenn x = 2: AM = 4, und wenn x > 2: 
Ore. aah NPAT Te 
A 2 a za) wobei 0 = (pas) 05 
2 


im Falle [15] wird immer A‘) = 2. 


Wir setzen jetzt allgemein: 


n—1 
ee a (@=A)(neh +t), n—-1 n—-1 
f(2)=2 ° a" - ) FP a,-#12). (*>1+5%0,) 
R= 


A= 


Unsere Rekursionsformeln gehen dann in 

f(2} = 4 f(2} 
iiber, und auf Grund der gefundenen Werte von A k6énnen wir den voll- 
stiindigen Ausdruck der GréBe f{2} hinschreiben. 

Es bedeute, wie bisher, f einen aus 4 Gliedern bestehenden Haupt- 
rest, wo 4 gleich ist der um 1 vermehrten Anzahl aller durch 2 teil- 
baren GréBen 2% (h =1,...,%-—1). Ferner bezeichne w—1 die An- 
zahl aller GréBen aus der Reihe o,_,2%6,,, (2 =1,..., » —1), welche 
-den Faktor 4 enthalten, und »—1 die Anzahl aller GréBen dieser Reihe 
welche durch 8 aufgehen. 

9(2u-1) +01) 

Die Gripe f{2} ist dann gleich einem Produkte aus der Potenz Sayre s 

und aus 1 Faktoren %,, welche den 4 einzelnen Resten , entsprechen und 


folgendermapen bestimmt werden: 
(I). So oft >, ein Rest vom Typus (Ry) ist, nehme man: 


u,=(1-4)(1- 3): (: - =") a, 
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und setze a,—1, falls die Zahlen t,_,-2°%-1 und 2°. 1, ,, nicht beide 
durch 4 teilbar sind; andernfalls aber bilde man fir ®,, gemafp den 
Formeln (6;), zwei Einheiten «, und 0,, und setze: 
1) wenn «,=0 (mod 2), 
je nachdem &=1 oder =—1 ist, 


BNE ANTS 
Peal hile ae: : ) oder =1; 
2) wenn x,=1 (mod 2), 


_%ea-1 or 
hie ea ee 7) 
(Il). So oft >, ein Rest vom Typus (Ry) ist, nehme man: 


= (1-B)(0-F)- (Am 


und setze a,=1, falls die Zahlen t,_,-2°%-1 und 2°%-1,,, nicht beide 
durch 4 teilbar sind; andernfalls aber bilde man fiir ®,, gemadp der 
Formel (6,;), eine Einheit 0,, und setze: 


Die Richtigkeit dieser Ausdriicke ergibt sich mit Hilfe eines Schlusses 
von »—1 auf n. 

Wir erwihnen noch folgende Relation. Bedeutet M—1 die Anzahl 
aller durch 4 teilbaren GroBen 1,-2°%-7,,,, so hat man 

Qu-1_ om—-1, %1% +++ m1, 
TT. --- Tv) 

Die Kongruenzen f(&;) =m (mod 2‘) sind sehr eingehend von Herr 
C. Jordan in der Abhandlung Sur la forme canonique des congruences du 
second degré et le nombre de leurs solutions*) untersucht worden. Die itiber 
diesen Gegenstand hier angestellten Betrachtungen sind indes wesentlich 
anderer Art. Die am Anfange gegebenen Werte der Zahlen Y, und X, 
wird man auch aus Art. 8 des Mémoire sur la représentation des nombres 
par des sommes de cing carrés**) von H. Smith ableiten kénnen. 


7. Die GréBen f{q} in ihrer Abhingigkeit von den Charakteren C, 
Die Hinheiten, welche in den GréBen f{q} auftreten, sind offenbar 
Invarianten der Form f. Sie miissen sich daher mit Hilfe der besonderen 
Charaktere C ausdriicken lassen, die wir in 2. aufgezahlt haben. 
Um dieses darzutun, setzen wir f, wie in 2., als charakteristische Form 


*) Journal de Liouville, Deuxiéme Série, T. XVII, 1872, pp. 368—402. 
*) Mémoires présentés & l’Académie des Sciences de Paris, T. XXIX, No. 1. 
(Collected Papers, vol. Il, p. 628.) 
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ihres Genus voraus. Die aus den ersten h Reihen von f gebildeten sym- 
metrischen Minoren mégen also Werte o,d,_,, von solcher Art liefern, 
daB ein jedes p, relativ prim zu 20,0,...0,_, und zu Pr-1° Prz1 aUs- 
fallt. Ferner sei f primitiv. 

Bedeutet q zuniichst irgendeine ungerade Primzahl, die nicht in A 
aufgeht, so hingt f{q}, aufer von der Zahl m, nur in dem Falle eines 
geraden , noch von einer Hinheit 0 ab. Man findet dieselbe gleich 


ie eae 
(us 4) a (eu @etriat tno) 
q 


Ist weiter ¢ =p irgendeine ungerade Primzahl aus A, so sind, laut 
Voraussetzung, simtliche Zahlen y, zu p prim. Wir besitzen also in f 
eine Grundform fiir den Modul p (F. Q., pp. 35—86 [[S. 34—35]]). Die 
Klasse f liefert infolgedessen fiir einen jeden Modul p’ unter anderen 
Resten auch folgenden Hauptrest: 


ery 
©) Po : 


(mod p’). 


_ 8n Pn _ 


Dre 0) 
: we a O,—1 Pn—-1 


In dem Ausdrucke von f{p}=g{p} gehdrt zu jeder von den A 
Zahlen x,, welche gerade ausfallt, eine Hinheit 6. Setzt man #,_, =r 
®, = s, und ist also s— r = x, = 0 (mod 2), so nimmt eine solche Hinheit 
den Wert an: 


(S 1) Or +197 +38 - + O33 931° rete) ly 
P 
Endlich sei g = 2. Nach Voraussetzung sind alle Zahlen gp, ungerade, 
und f stellt eine Grundform fiir den Modul 2 vor. Man gewinnt daher, 


nach F. Q., pp. 34—36 [[S. 33—35]] einen Hauptrest 
p= (0, + 2°%[O, Fo + 2°%-1(,) -]} (mod 24 


der Klasse f, indem man die Hinzelreste ©, in folgender Weise auswahlt. 
Zur Abkiirzung sei &,_, = 7, 0,—= 8; dann nehme man, wenn r, = |: 


a) 
—__*_=y,+ Onpaveictie: i Ope nop. OK a Pay 
ON (mod 2'-*r), 


und wenn t, = 2, also jedenfalls s — 7 =0 (mod 2); 
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Q°r 
“O;OAgE On o,=%, + On 41% 49Ve 2+ 9,419, 49-++9_9Y,_» 


a} (moda a) 


v,= “reais gfe JO agp Coe es eee 
r+2i—2 G,-42%-1 
wo die A, irgendwelche ungerade Zahlen bedeuten sollen. 

So off nun t,=1 ist und die Zahlen o,_,2’7 und 2”%6,,, beide 
durch 4 teilbar sind, kommen fiir den Ausdruck f{2} zwei aus den 
Koeffizienten von ©, gebildete Hinheiten ¢ und 6 in Betracht. Indem 
man wiederholt die fiir ungerade a und a geltende Kongruenz 
* (mod 2) 


aa—1 a—t1 a — 
2 Via 2 af 2 


anwendet, ergibt sich ¢ als eine Potenz von —1 mit dem Exponenten: 


a. z Ley) fess, (u=1,2,...,[°5*)) 


wihrend 0 aus zwei Potenzen von —1 zusammengesetzt erscheint, von 
denen die eine den Exponenten: 


Drege nil AS iets Pr42—1 ers lees Se ee 
2 2 2 2 5 cere cy 
g-1 
x 9,—1 o,+1 
> fe 
h=r+1 


und die andere den Exponenten: 


a Le = +> ee 


aye 9% -ay +1 (oss esl 
2 2 


u<v 
erhalt. ta 


Die erste Potenz aus é findet man mit Hilfe der Formeln aus F. Q., 
p. 85 [[S. 73]] gleich 


? I,.(Ip +1) - I, (I,-1) s—1 
TAPE NE FS 2 BziS ee Ve 2 : Dr 
eer e Heen = 177). 
h=r+1 
wihrend die zweite, ebenso wie die Hinheit ¢ sich unmittelbar durch die 


rl Gs —1 
Charaktere (—1) ? und (—1) ?  ausdriickt. 


Hs verdient beachtet zu werden, da8 in f{2} die Hinheiten ¢ und 0 
nur in der Verbindung eae auftreten, wo dO- =0-e%-1! die zu — , 
gehérige Hinheit 0 bedeutet. 


So oft ferner 4, = 2 ist, und die Zahlen o,_,2% und 2%6, 41 beide 
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durch 4 teilbar sind, begegnet man in f{2} einer aus den Koeffizienten 
von ©, gebildeten Hinheit 


2 
=| ) 
On 44 0,43 ae es ay) P, Ps 


Wir bemerken pave sa daB die mit f=Sa,,v,x, adjungierte 
Fo 7 = 1)Z , , ] oo 7 . 
im fo > aa x; %, Ilauter GroBen f’{q}  liefert, 


n—-ti+t1,n—k4+1 
welche mit oe GréBen f{q} identisch sind. Es erhellt dieses leicht aus 


dem Umstande, da8 die Invarianten 0,,, 6, und die Zahlen g,’ der Form f’ 
die Gleichungen erfiillen: 


Yee laren Li seer T 
0, = 0,4, 0, ™ 6,_4,.-9, —(—1)- ,_,. 


8. Ausdruck fiir die Formenanzahl eines Genus. 
Irgendein primitives Genus f sei definiert durch seine Invarianten 
I, 0,, 6, C, welche allen fiir die Existenz des Genus notwendigen Be- 
dingungen gentigen médgen. Wir bilden nach den in 5., 6. und 7. an- 
gegebenen Regeln die verschiedenen GréBen f{q}, welche zu unserem 
Genus gehéren. Wir setzen ferner 


n—1 
<9) = | | AGE) 
h=1 


und 


wo T(>) = Vx, (1) =1, F(w+1) = uF), 

Wir wollen von dem Falle absehen, wo n=2 und (—1)/0,=A 
eine negative Quadratzahl ist, das Genus also lauter zerlegbare Formen 
enthilt. 

SchlieBt man diesen Fall aus, so besitzt das iiber alle méglichen 
' Primzahlen q = 2, 3, 5,... erstreckte Produkt 


Ed V2 hy a 
(16) Cnr Geng oe fay fle) Fie). eta) 


stets einen endlichen Wert. 
Um dieses nachzuweisen, wollen wir in M die Grébe 


(-De-d(a) 


f{q} . 
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ais allgemeines Glied einfiihren. Solches kann leicht geschehen, indem 
man mit der Identitit 


1= 8,518 pry [I 0-@) rca ar) 


multipliziert, wo S,, die Summe >a bedeutet. Man weiB, da diese 
z=1 


(Chae hat, falls unter B, die k* Bernoullische 


Summe den Wert eae BR! 
Zahl verstanden wird. 

Fiir jede nicht in 2A enthaltene Primzahl » kommt, wenn n= 1 
(mod 2): 
FE, =1, 
und wenn » =O (mod 2): 


n 


G Shas (GOES a9 ati ee 
E, be {1 ( p )p ( >) ah, ( p 
Sind also die nicht in A aufgehenden, ungeraden Primzahlen, ihrer Grobe 
nach geordnet: p, p’, p’” usw., so wird das unendliche Produkt: 
| Od eel he See, 
je nachdem m= 1 (mod 2) oder n=O (mod 2), gleich 1 oder gleich der 


Summe: 2 
T=. 


m 


wo m alle positiven und zu 2A relativ primen ganzen Zahlen durchlauft. 
Zur Bezeichnung dieser Dirichletschen Summe mag das Symbol 


Dal 
: 2 
dienen. 
Man setze nun: 


d. i. wenn »=1 (mod 2): 


n—3 


w=(>) -BB...B 


und wenn » =0 (mod 2): 


Ce eee _— 


und lasse ferner @ alle Primzahlen aus 2 durchlaufen. Dann kénnen 
wir endlich schreiben, wenn » = 1 (mod 2): 
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17 = 7 V® 5 yj 
( ) 1 ass OF Oh. 66 4 Opa I14,, 
und wenn n = 0 (mod 2): 


(17) ee ee Dey a), 
yas a 2 


0; O5 


Diese Ausdriicke zeigen in der Tat, daB M einen endlichen und positiven 
Wert annimmt. 
Fiir ein Genus von biniren zerlegbaren Formen gewinnt man ein 


i 
5; eee 
ahnliches konvergentes Produkt M, indem man Fah an die Stelle von 
1 ; J 
a Ct aBt. 
Fg} reten laBt 


Wir behaupten nun: 
Die Formenanzahl unseres Genus besitet den Ausdruck: 
LEGO 
wo M das angegebene Produkt und Q eine positive unendliche GriBe bedeutet, 
die nur von n und I und von der Anzahl der Darstellungen der Zahl 0 
durch die Formen des Genus abhingt. 

In den Féillen eines definiten Genus (I= 0 oder I=n) ist ims- 
besondere dieses Q gleich der Anzahl aller ganzzahligen n-reihigen Substitu- 
tionen von der Determinante 1, und mithin M gleich der tiber alle Klassen 
Cl des Genus erstreckten Summe De aCe 

Wir werden uns begniigen, das vorstehende Resultat fiir die Falle 
definiter (und zwar positiver) Genera zu erweisen. Dabei werden wir 
von den Dirichletschen Methoden*) Gebrauch machen, und in den Fallen 
m > 2 einen SchluB von »—1 auf » zu Hilfe nehmen. 


Zweiter Teil. 
9. Das MaB eines positiven Genus dargestellt durch einen 
gewissen Grenzwert. 
Kin positives Genus G von m (= 2) Variablen sei definiert durch seine 


Ordnung 0: 
dy, te Og) +++) Gn_-9) reap Toe 
04) 93) +++) On) On-1 
und seine Charaktere C. Wir setzen voraus, daB dieselben den fiir die 
Existenz des Genus notwendigen Bedingungen geniigen. dj, sei gleich 1, 


das Genus also primitiv. 


*) Dirchlet, Recherches sur diverses applications de l’analyse infinitésimale 
& la théorie des nombres. (Crelles Journal, Bd. 19, und Werke, Bd. I.) 
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Es sei A die Determinante des Genus, und Ff eine beliebige zu 2A 
relativ prime ganze Zahl. Durch die Kenntnis der Invarianten O und C 
sind wir befahigt, die Reste unseres Genus fiir einen jeden beliebigen 
Modul hinzuschreiben. Insbesondere kénnen wir also irgendeinen Haupt- 
rest g in bezug auf den Modul 6,-8AR angeben. Der erste Koeffizient 
von g heiBe o,«. Die Zahl @ ist dann sicher relativ prim zu 8A R. 

Wir richten unser Augenmerk auf den quadratischen Charakter von a 
in bezug auf den Modul 8AR. Enthalt A im ganzen 0 ungerade Prim- 
zahlen 9, und R im ganzen t ungerade Primzahlen r, so wird dieser Cha- 
rakter durch die Gesamtheit der folgenden 2+ 5+ 1 Symbole definiert: 


O(«) Sree, Ce) 


Diese Symbole kénnen zum Teil Charaktere des Genus vorstellen, zum 
Teil kénnen sie bei anderer Wahl des Restes g andere Werte erlangen.*) 


*) Man tiberzeugt sich leicht, daB in dieser Beziehung die nachstehenden Satze 
gelten: 


Hine jede Hinheit (=) kann sowohl gleich +1 wie gleich —1 ausfallen. 


Kine Hinheit (5) hat einen festen Wert, wenn 0, =0 (mod @), also gm von dem 
Typus o, «&? (mod @) ist. Sonst kann dieselbe beide Werte + 1 annehmen. 


a-—l 


Was die Hinheiten (—1) 2 und (=) anlangt, so unterliegen dieselben keiner 


Beschrinkung, wenn o, =2 ist. Ebenso im allgemeinen, wenn 6, =1 ist; nur be- 


stehen hier die folgenden Ausnahmefalle: 
a—t 


1. Ist » =o&? (mod 8), so sind beide Einheiten (—1) 2 und (=) Charaktere. 
a 
2. Ist p=a&* (mod 4), oder my = af? + B® (mod 4) und «=f8 (mod 4), oder 


a-—l 
p =k? + Bn?+ yo? (mod 4) und «=f6=y (mod 4), so hat die Hinheit (—1) 2 


einen festen Wert. 
aB+1 @-1 


3. Ist p = w&?+ 267? (mod 8) und setzt man (— 1) 2 =e, so kénnen (—1) 2— 


a—l 


2 ; : = 
und (=) sich nur mit m so andern, dab ¢ ? - (=) fest bleibt. 
a 
a1 
4, Wenn p = «aé? + 2(67?+ y£*) (mod 8), so sind fiir die Einheiten (— 1) 2_ 
2 ; : 
und (=) nur drei von den vier Systemen +1, +1 zulissig. Ist niimlich 6 =— y 
a1 


(mod 4), so kann der Fall nicht eintreten, daB (— 1) 2 ungedndert bleibt, wahrend 
PI \\ oc VAN 
(~) in — (=) tibergeht, und hat man B =y=@-a (mod 4), 02= +4, so ist der Fall 


a-1l 


ausgeschlossen, da (—1) 2 ins Gegenteil umschlagt, wahrend (=) sich in @- (2) 
verwandelt. : 
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Wie in 6. bezeichnen wir mit x den Index der ersten von den n 
Zahlen 0,, 02, .-., O, 1) 9, (= 0), welche gerade ausfallt. 

Wir denken uns in jeder tiberhaupt existierenden Klasse des Genus 
je eine Form ausgesucht, welche nach dem Modul o,-8AR den Rest o 
laft. ine beliebige der so gewonnenen Formen sei f. 

Wir bestimmen fiir die Variablen von f alle Systeme &, &,..., &, 
welche dem Ausdrucke f(&,) einen Wert o,m erteilen, wo m prim zu 8AR 
ist und den Gleichungen 


C(m) = C(a) 
gentigt, welche aber dabei, falls x > 1 ist, nicht die Bedingungen 
(7) f= = =§,=6, (mod 2) 


erfiillen. Uber alle diese Wertsysteme £ (+0, 0,..., 0) erstrecken wir 


alsdann die Summe 
1 
-e> a 


{2 re}? 


und wir wollen den Grenzwert ermitteln, welchen diese Summe fiir ein 
positives, unendlich abnehmendes @ erreicht. 

Die definierten Wertsysteme & werden in einer gewissen Anzahl A 
von arithmetischen Progressionen 


paaes MBM EE de tte Xycwinn glk SA Re Xeon, 


enthalten sein. Man bezeichne mit 2°"-».A,, wenn x >1, die Anzahl 
aller derjenigen Lésungen & (mod 8) von 


1 

+ 9) =e (mod 8), 
welche nicht zugleich den Bedingungen (7) geniigen, und wenn «= 1, 
die Anzahl aller méglichen Lésungen dieser Kongruenz; ferner mit 
27-1. A, die Anzahl aller Loésungen von 

p(§;) =%,¢ (mod p), 
wenn p eine der ungeraden Primzahlen aus AR bedeutet. In den Aus- 
driicken von A, und A, erscheint a, wie wir wissen, nur in den Einheiten 
C(a). Dieser Umstand léBt erkennen, daB die Anzahl A den Wert hat: 


= (SAR). aT: (1——) 4,}, (q=2, 2,7) 


wo gq diel+bd+r Primzahlen von 8AR durchlauft. 

Setzt man fiir die & zunachst nur alle diejenigen Systeme, welche 
in einer der A Progressionen vorkommen, so ergibt sich der Grenzwert 
der entstehenden Summe fiir ein g = +0, nach F. Q., p. 148 [[S. 121]], 
gleich 


190 Zur Theorie der quadratischen Formen. 


(84 = 


wo 


- BE = atl, 
res Poe mae bec 


Fiir die ganze Summe = wird daher 


ee BAR), 6,7 IT . 
Lim (=) =, - ee A, (q=2, a, r) 
e=0 ; 
wo (8AR), das tiber alle Primzahlen gq von 8AR erstreckte Produkt 


TT (1 — ) bedeutet. 


Eine Summe X, von ahnlicher Beschaffenheit wie =, mag jetzt nur 
alle solchen Systeme £,= 2, umfassen, in welchen die » Zahlen &,, &, ..., &, 
keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Offenbar entstehen alle még- 
lichen Systeme &, wenn wir diese besonderen Systeme 2, mit allen posi- 
tiven und zu 8AR relativ primen Zahlen z multiplizieren. Man findet 


daher 
= 1 
=> eo: 


und in der Grenze fiir 9 = 0: 


‘ = 1 
Lim (¥) = >) 
Die hier auftretende Summe hat bekanntlich den Wert: 
(SAR) Os 


wenn S, die Summe 1 + a -- a +.--- und (8AR), das iiber alle Prim- 
1 a 
zahlen g von 8AR erstreckte Produkt i | (1 == ausdriickt. 


Wir bemerken noch, da die Summe X sich in ¢(f) untereinander 
identische Summen X, zerlegen aft. Dabei ist unter ¢(f), wie in 1., 
die Anzahl aller Substitutionen von der Determinante 1 verstanden, welche 
die Form f im sich selbst transformieren. (Solche Summen X, haben 
dann auch in Fallen indefiniter Formen einen Sinn.) 

Wir bilden endlich die Doppelsumme: 


eh De on 
ae (@,)\ ? 
61 
erstreckt, einmal: tiber alle die iniquivalenten Formen /(= gq, mod ¢, - SAR), 
die wir oben als Reprasentanten der einzelnen Klassen des Genus auf- 


Anzahl der Formen in einem Genus. 191 


gestellt hatten; und dann, fiir jede dieser Formen f: iiber alle solchen 
Systeme a,, %,..., 2, ohne gemeinsamen Teiler, welche einer Kongruenz 


1) — wz? (mod 8AR) 


geniigen, wo ¢ zu 8A RF relativ prim ist, und welche dabei, falls x > 1, 
nicht alle Bedingungen 
(7) t= tS = 4,=6, (mod 2) 
erfiillen. 

Der Grenzwert J der friiheren Summe X hatte sich als unabhingig 
von der speziellen Form f erwiesen. Infolgedessen mu8 der Grenzwert L 


dieser Doppelsumme gleich ix > if) sein. Durch die hier erscheinende 
einfache Summe ist aber das Ma& MM unseres Genus dargestellt; man 
erhalt demnach: 


nr 


(8A R), 1S BAe ! Lee 
ED care ear erie 14, M. (q=2,4,1r) 


Wir werden jetzt fiir LD einen zweiten Ausdruck ableiten, und 
durch Vergleichung der beiden Ausdriicke werden wir dann die in 8. auf- 
gestellten Formeln als richtig erkennen. 


10. Bestimmung desselben Grenzwertes auf anderem Wege. 

Wir haben soeben den Grenzwert L gefunden, indem wir uns die 
Summe S erst nach den einzelnen Formen f, und dann nach der nume- 
rischen Grofe der Zahlen ie e (@) 
in S um lauter positive (lieder wir miissen daher zu demselben Grenz- 
wert L beslanuen; wenn wir die Summe § direkt nach der GréBe der 
Zahlen =f) =m anordnen. Durch ein solches Arrangement entsteht 
fiir S zunichst ein Ausdruck von der Gestalt: 


0 XN Lm 
— A149)" 
m 


geordnet dachten. Nun handelt es sich 


wo die Summation alle positiven Zahlen m betrifft, die zu 8ARF relativ 
prim sind und den Gleichungen C(m) = C(«) geniigen. 

Fiir jede dieser Zahlen m hat die Gréke M(m) folgende Bedeutung. 
Es bezeichne m(f), wie oft eine bestimmte Form f die Zahl o,m mit 
Hilfe yon Systemen a, darzustellen vermag, welche keinen gemeinsamen 
Teiler > 1 haben, und auferdem, falls x >1, nicht alle Bedingungen (7) 
erfiillen, Dann ist: 


M(m) = +t(f) ) 
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wo die Summe sich iiber alle die Formen f erstreckt. Die GréBe M(m) 
bildet also, wie wir uns nach F. Q., p. 142 [[S. 116]] ausdriicken, das 
MaB fiir alle die definierten Darstellungen x, der Zahl 6,m durch die ver- 
schiedenen Formen f des Genus G. 

Treten in der Zahl m im ganzen w ungerade Primzahlen p,, p,, .--, Py 
auf, so erscheint, nach F. Q., p. 143 [[S. 117]], dieses MaB M(m) als das 
2-fache von dem Mafe eines bestimmten positiven Genus G(m) von 
Formen mit » —1 Variablen, welches enge mit dem Genus G zusammen- 
hingt. Von den Sitzen, welche diesen Zusammenhang feststellen, wollen 
wir hier soviel anfiihren, als fiir die Bestimmung der GréBe M(m) von 
Wichtigkeit ist (tgl. F. Q., art. XVIII [[S. 102—113]]). 

1. Es sei zunaichst n= 2, in welchem Falle A und 0, identisch 
sind. Je nach der Beschaffenheit der Zahl m bieten sich zwei Méglich- 
keiten dar. 

Entweder ist fiir die Zahl m die quadratische Kongruenz 

—A=2" (mod 6,m) 
nicht lésbar. In diesem Falle existiert auch das Genus G(m) nicht, und 
man hat sein MaB gleich O zu setzen. 

Oder diese Kongruenz ist lésbar und besitzt 2“ Lésungen z (mod 6, m). 
Alsdann wird das Genus G(m) von der einen Form g = & gebildet und 
liefert das MaB 1. 

In beiden Fallen kann man schreiben: 


BLL Stal Spi ce pe 8 DA a 


Der zweite Fall ereignet sich beispielsweise, wenn man fiir o,m den 
ersten Koeffizienten einer der Formen f wahlt, was man tun darf. Denn 
nach Voraussetzung ist ein solcher Koeffizient = 6,« (mod 6,-8AR). Man 


hat dann jedenfalls (=) = 1, worin eine Bedingung fiir die Einheiten 
C(m) = C(a) liegt. 

2. Ist m>2, so erkennt man zunichst, daB die Invarianten von 
G(m) durch die Zahl m[C(m) = C(a)| und die Invarianten von G stets 
in solcher Weise ausgedriickt sind, da8 das Genus G(m) wirklich existiert. 
Wir haben bereits bemerkt, da dieses Genus sich als positiv erweist. 
Man findet es auch primitiv. Seine Invarianten 0 und 6 erlangen die 


Werte: 
( Gy, 3, ++, ics) 
OG) M03, Oss. cea te 10 
n—1 n—-1 


Ks sei A’ = | Loe und D1 = l [ee Ferner fallen seine Cha- 


h=2 h=2 
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n—1 


raktere derart aus, daB fiir jede seiner Formen g -> 7-6, ep ude ee 
1 


Kongruenzen: 
(18) — 0,6, = 4,2, (mod 6,m) 
je 2" Lésungen zulassen. 

Wir nehmen nun an, die Formeln aus 8. seien bereits fiir den Fall 
nm —1 erwiesen, und wir wollen dieselben benutzen, um das Ma von 
G(m) aufzustellen. Wir bilden zu dem Behufe fiir irgendeine Form g 
dieses Genus alle GréBen g{q}, und wir schreiben: 


(a 0-3) - (-- FS) 


9{ 4} 
Fiir das MaB von G(m) erhalten wir dann einen Ausdruck: 
testa 3 teat 
VB'.5,* m ? IW AF 
so era sik a - EE, E, ee as eee *y 


wo ¢,_, eine Konstante bedeutet; und die GréBe M(m) ergibt sich gleich 
diesem Ausdrucke, multipliziert mit 24. Es sind jetzt die GréBen EH,’ zu 
ermitteln. 

1) Ist zunachst q irgendeine ungerade Primzahl, die weder in AR, 
noch in m aufgeht, so kommt nach 8., wenn n=O (mod 2): 


FE} = 1, 
und wenn n= 1 (mod 2): 
n-1 =1 
(—1) 7 omA 1 
Ei?) = af ey ae 


q 2 


In dem letzteren Falle hat man zugleich: (=) = (7=). Bildet man 
das Produkt [J E,* iiber alle nicht in 24.Rm aufgehenden Primzahlen q 
in ihrer nattirlichen Reihenfolge, so kann man fiir dasselbe, je nachdem 
n=0 (mod 2) oder »=1 (mod 2) ist, entweder 1 oder die Summe 


n-—l 
aoe tye AR setzen. 
2 


2) Ist weiter g =p eine der w ungeraden Primzahlen aus m, und p* 
die héchste Potenz dieser Primzahl, welche m teilt, so besitzt das Genus 
G(m) Reste vom Typus: 

g =F + pb ++ +e _2bn_2) (mod p’), (¢> 4d) 
wo die GréBen c, ¢, ..., ¢,-, samtlich zu p prim sind. Aus den Kon- 
gruenzen (18) erschlieBt man das Bestehen einer Kongruenz: 


194 Zur Theorie der quadratischen Formen. 


—o,c=2* (mod p*); 
man findet ferner: 
CC ROM = (zy At (mod p‘~*). 


n—2 pt 


Im Falle eines » =0 (mod 2), wo zugleich (2~) = (3), kommt also 


eels 


Die Formeln aus 5. und 8. geben in diesem Falle: 


ip n—2 | n 
1 Sa ee ee ee (— 1)? AR) 1 
Ba gfe (M pat 2 a ast 
p” ae 
dagegen, wenn n = 1 (mod 2): 
et 
Pee ee 


3) Ist endlich g eine der Primzahlen aus 8AR, so besitzt das ge- 
gebene Genus G fiir einen jeden Modul q‘ Hauptreste f, mit einem ersten 
Koeffizienten 6,m. Aus diesen Hauptresten entspringen, nach den Sitzen 
aus fF. Q., art. XVI [[S. 102—113]], in einfacher Weise Hauptreste des 
Genus G(m). 

Bedeutet gq zundchst eine der ungeraden Primzahlen 2, r, so hat 
ein f, den Typus: 


Se t 
f, = 6,me? + (mod q'). 


6, m 
Der hier auftretende Rest f® (mod q‘-“) bildet dann einen Rest des 
Genus G(m). 
Ist g=2, so miissen die Falle 6, =1 und 6,=2 unterschieden 
werden. 
Im ersteren Falle hat ein f, den Typus: 


f = me? + af” (mod 2°) 
ihe m ) 


wo f einen in bezug auf 2 primitiven Rest vorstellt, welcher im Falle 
0, =1 (mod 2) eine erste Invariante o gleich 1 liefert. In diesem f@ 
(mod 2‘~”) finden wir einen Rest von G(m). 
Im zweiten Falle (6, = 2) hat f, den Typus: 
as Pin pao 0, 0, f”) 
f, =2(me + AEE + mB) 4+ %%2" (mod 25, 


wo A ungerade und f® primitiv in bezug auf 2 ist, und man gewinnt in 
po = Amma AI 4 26.6 (mod 21) 
i 


einen Rest des Genus G(m). 
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In allen Fallen ergibt sich nun, nach 5. und 6., wenn ¢ groB genug 
gewahlt ist, die Beziehung: 
fig} = 4,- f(a}, 
wobei A, mit der in 9. auf diese Weise bezeichneten GréBe identisch ist. 
Fiir die Ausdriicke H, und E,* folgt hierans, wenn n= 0 (mod 2) und 
> 2, die Gleichung: 


LA, Es 
und wenn ” =1 (mod 2): 
Ay E 
Ei} = ests 
—————— 
Ge 


Im Falle n = 2 findet man in ahnlicher Weise: f{q} = A 
iS oF ; 
hier L,= Fla) ist: ARE, Ea 
Fassen wir alles Vorhergehende zusammen, so kénnen wir die GréBe 
M(m), wenn n> 2 ist, in folgender Form schreiben: 
n-2 n-2 


cf, 2 ee ee? -(m), (q=2, a, r) 


wobei im Falle eines geraden n: 


g» also, da 


n 


(m) =e IT Dak Ge ae) aa} (p = Py Pr) -- eg ih) 
2 


P 


und im Falle eines ungeraden n: 


m) = gan Peal)? mar. 


Dieser Ausdruck bleibt nun ts fiir n = 2 giiltig, wenn c, =1 ge- 
nommen wird. 
Wir vergleichen jetzt den friiher gefundenen Ausdruck von L mit 


dem Grenzwerte Lim (°.2) a0) Dadurch erhalten wir eine Be- 


F(l+e) 
™m 
ziehung fiir das MaB M des gegebenen Genus. In dieselbe setzen wir 


nf es ote V® [LB De M, (q=2, a, r) 
q 


ROO On a 
wo Dr =1 sei fiir ein ungerades ”, und gleich p,|(- iar fiir ein 
gerades », und wo D=A-®* und 2 
= 2 
C, = 22 (n= 2); = “not -— (n=0, mod 2; n> 2); 


C= 2 
n 


S,-1("=1, mod 2) 
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die GréBen aus 8. bedeuten sollen. Die GréBe VM, erweist sich dann als 
unabhingig von der Zahl R, und es wird M, =1 sein miissen, damit die 
in 8, fiir M aufgestellten Ausdriicke in Wirklichkeit gelten. 


Schreibt man noch =¢ fiir g, so lauten die Endformeln: wenn n= 2, 


as) 2 GE, Be 1, — Lin eS al TL! + (37h 


wenn » =0 (mod 2) und > 2, 


Dal(— NPA n] 


(8A R), 2 
(20) withts (GADD, Ge ee 


~tin| oS wel) Gece : | 


wenn » =1 (mod 2), 


(SOR), SAR),-1° = 1 
(21) getb+r (8A R),- 8S 


= Lim LS se are (= 1) 2 F mar} 


Dabei durchliuft m, wie ar werden mag, alle positiven und 
zu SAR relativ primen ganzen Zahlen, fiir welche die 2+ 5+ 1 Hin- 
heiten 


Co) Guo le aee 


gewisse feste Werte annehmen, die fiir ein = 2 jedenfalls der Bedingung 


(= ma) = 1 geniigen. ot 


Diese Zahlen m bilden offenbar die Individuen von (8A R)". oh tote 
arithmetischen Progressionen 8AR-U+m, (U=0,1,..., c©) von 
der Differenz 8AR. Infolgedessen mu8 nach Dirichlet die Gleichung 
bestehen : 

(8A R) 1 
(22) saeet — Lim (¢ >) <a): 

Von derselben werden wir sofort Gebrauch machen, um in allen 

Fallen das Resultat M, = 1 abzuleiten. 


-M, 


11. Beweis, daB My = 1 ist. 

Wir schicken die folgende Betrachtung voraus: 
Es sei eine ganze positive oder negative Zahl N teilbar durch alle 
ungeraden Primzahlen, die unter einer gewissen Grenze G+ 1 liegen; 
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ferner soll p die samtlichen Primzahlen irgendeiner zu 2.N relativ primen 
Zahl m durchlaufen; endlich sei v>1 und y = RLINCE TE dann gelten 

Saher 
die Ungleichungen: ant! 


Cee NK Py, (2 N), 8, <1 +9; 
N\ 1 
t—y< J] [1+(g)p]- IE <1 +r. 
In der Tat, man erhalt zunichst 
AN 1 
Ee ee a 
wo die Summation sich auf alle zu 2N relativ primen und positiven 
Zahlen m bezieht. Die kleinste dieser Zahlen m, welche von 1 ver- 


schieden ist, besitzt mindestens den Wert G+ 1. Die vorstehende Summe 
liegt daher zwischen den beiden Gréfen: 


1 1 
‘+ (@pyt@epyt): 
Gtk 


1 <f% 
(G+ Ee ed 


G+k-1 


Da nun 


so folgt um so mehr: 


rhb Ss cpncis fH. 
G 


In derselben Weise ergeben sich die Ungleichungen fiir die GréBe 
(2N),-S,, welche den Wert der iiber alle Zahlen m erstreckten Summe 


>= ausdriickt. 
™ 


Was endlich das Produkt Jf, anlangt, so kommt zunichst 
Hs [[a+9-<14+@ +17 + G@4+274+--J<1 +7, 


und dann 


a paihee 
7,2 [Ja- BE eames nee a Y 4...) ace 


Auf Grund der vorstehenden Ungleichungen kénnen wir jetzt in allen 
Fallen, wo n> 4 ist, die Beziehung M,= 1 nachweisen. 

Wir wahlen einfach die Zahl R derart, daB in AR siamtliche un- 
geraden Primzahlen auftreten, die kleiner als eine Zahl G+ 1 sind. 
Unsere Ungleichungen liefern uns dann, wenn » ungerade und > 3 ist, 
fiir alle GréBen: 


ve 1 
D,s[(-1) ? 4 mORl, BARS, gaB 
2 


198 Zur Theorie der quadratischen Formen. 
und wenn m gerade und > 4 ist, fiir alle Groen: 
ee AR! oat 1 
[]|1+ ( 2 ) 45], @AR),-8,, +a 
ae 


2 


einmal obere und dann untere Grenzen. Indem wir erst diese oberen und 
dann diese unteren Grenzen einsetzen und jedesmal die hervorgehende 
Ungleichung durch die Gleichung (22) dividieren, bekommen wir, wenn 
n =1 (mod 2) und > 3: 

ain as 

4 ye —< My Saypnct eet 3) (1+ Pa 1)» 


und wenn »=0 (mod 2) und > 4: 
aes (aa) (b-9,24) 
SE uN ea ee 
Lye Y Lins 
om [a 


? 


wobei y, fiir a gesetzt ist. Lassen wir jetzt die Zahl G ins Unend- 


liche wachsen, so folgt in der Tat: M, = 1. 

Es bleibt uns noch iibrig, die Faille n = 2, 3,4 zu untersuchen. 

Ist n = 2, so nehme man R= 1 und betrachte zu gleicher Zeit alle 
die Grenzwerte L(m), welche die rechte Seite der Gleichung (19) dar- 
stellt, wenn man den 2+ Einheiten C(m) alle die Wertsysteme bei- 
legt, die der Bedingung (=) =1 geniigen. Man bilde aus diesen 
21+> Grenzwerten ebensoviele lineare Kombinationen: 'c(m) L(m) = L,; 
c(m) bedeute hier ein beliebiges Glied des tiber alle Hinheiten C(m) er- 
streckten Produktes [/[1-+ C(m)]; von je zwei Einheiten c(m), die ein 
Produkt gleich (=) geben, soll aber immer nur eine beibehalten werden. 


Aus den Summen L, folgen umgekehrt die GréBen Z(m) mit Hilfe der 
Gleichungen 2'+>. L(m) = Sc(m)-L,. Die Grenzwerte L, sind von 
Dirichlet angegeben. Unter ihnen ist nur einer von Null verschieden, 
namlich derjenige, welcher zu ¢c = 1 = (=) gehort; dieser besitzt einen 


Ausdruck, aus welchem sofort M, = 1 hervorgeht. 

In den Fallen n= 3 und n= 4 gebe ich fiir die Relation M, = 1 
einen Beweis, welcher sich auf die Siitze aus der Anmerkung zu 9. stiitzt. 
Ubrigens lieBe sich fiir diese Falle noch dieselbe Methode verwerten, 
welche in den Fallen » >4 angewandt wurde. Fiir n = 3 sehe man auch: 
Smith, On the Orders and Genera of Ternary Quadratic Forms, artt. 13 
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—21 (Phil. Trans. CLVII, 1867; Collected Papers, vol. I) und: F. Q,, pp. 156 
—159 [[S. 127—129]]; fir n= 4: F. Q., pp. 162—163 [[S. 131—133], 
und: Smith, Sur la représentation des nombres par une somme de cing 
carrés (Mém. prés. T. XXIX; Collected Papers, vol. II). 

Ist » = 3, so konstatiere man zunachst, daB dem speziellen Genus 


G von der Ordnung 
toast 
ae (= 


Le radl 
welches die Formen von der Determinante’ 1 enthalt, ein M,=1, d.i. 
en M = = zukommt. Bekanntlich bilden alle Formen von G eine ein- 
zige Klasse, welche durch f = 4,7+ 27+ x,” reprisentiert wird*), und 
dieses f laBt in der Tat genau 24 Transformationen von der Determi- 
nante 1 in sich selbst zu. Die Anwendung der Gleichung (21) auf G 
hefert: 


(2B), (2 R)s ° 8 : 1 
(23) jitts OR So Lim |@ Sree Pal mR||, 


wo-m alle positiven und zu 2# relativ primen Zahlen mit festen Hinheiten: 


Si. 


zu durchlaufen hat. Dabei ist nach 9. Anm. die Einheit (— 1) 
gleich + 1 zu nehmen, wahrend die tibrigen Hinheiten ganz nach Be- 


lieben gewahlt werden diirfen. 
Die vorstehende Formel benutzen wir, um fiir ein beliebiges ternares 


Genus G von einer Ordnung 


m—1 
2 


stets 


fae C (A= 0;705) 


O13 Os 
die Relation M,=1 abzuleiten. Nach (21) geniigt die Grife M, eines 
solechen Genus jedenfalls einer Gleichung 


RIN, QMS : 1 - 
(24) a oa My = Lim{¢ >" Die 6,Am| | ={m)}, 


wo m alle positiven und zu 2A relatiy primen Zahlen mit bestimmten 
festen Hinheiten 

m—1 

Sarr 2 m 
C(m) 1) uls$ (=), (Fe) 


m ™m 
Glee, 
durchlauft. ' | | 
Wir betrachten zuerst den Fall, wo 6,0, und 6,0, beide vollstandige 


Quadrate sind. 
Das Genus G werde durch eine charakteristische Form / reprasen- 


*) Vgl. z. B. Dirichlet in Crelles Journal, Bd. 40, S, 228. (Werke, Bd. Il, 8S. 92.) 
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tiert. Der erste Koeffizient von f heiBe 6,g,, und es sei 6,g, der erste 
Koeffizient der zu f adjungierten Form. Die Zahlen g, und g, sind dann 
prim zueinander, und es gelten zwei Kongruenzen 


— 0,6,9, = X,* (mod 6,?9,) 


— 0,6, 9, = X,” (mod 6," 9). 
Dieselben geben 


GQitl Gott 


Aegean Ue sh 
also 


9,=1, g=1 (mod 4), 
was nur mit o, = 1, 6,=1 vertraglich ist. Denn hatte man etwa 6,= 2, 
so wiirde die zweite Kongruenz zugleich — g,= 1 (mod 4) liefern. Nach 


7. besitzt nun unser Genus den Hauptrest g,&,?+ oak ~ ae (mod 4). 
1 2 
m—1 

Derselbe zeigt, daB in (24) die Einheit (—1) 2 allein gleich +1 ge- 
nommen werden darf. Setzt man 6,A = 2°". R? (R=1, mod 2), so kann 
daher der Grenzwert {m} nach der Formel (23) bestimmt werden, und 
man findet M, = 1. 

Zweitens sei eine der Zahlen 6,0, und 6,0, kein vollstaéndiges Quadrat. 

Das MaB des Genus G stimmt, wie wir wissen, mit dem Mafe des 
adjungierten Genus von der Ordnung 


My ) 

Og, 4 

iiberein; ebenso liefern diese beiden Genera gleiche GréBen f{q}; sie 
miissen also auch dasselbe M, ergeben. Wir brauchen daher nur eines 
dieser Genera zu untersuchen und kénnen annehmen, es sei 6,0,, also 
auch 6,A kein vollstindiges Quadrat. 


Aus 6,A gehe durch Division mit einer méglichst hohen Potenz von 
4 die Zahl d hervor. Wir betrachten irgendein Genus gy, der Ordnung 


(i) 
Ltd)” 
denken uns aber im Falle d=1 (mod 4) (was dann sicher gestattet 


ist), die Charaktere (3) dieses Genus so ausgesucht, daB die Hinheit 


Qidt+l Gott 


a +4 
d=(—1)?.- (%) =(—1) ?  ? gleich +1 wird. Die zu 9, gehorige 
GréBe M, laBt sich ebenfalls durch einen der Grenzwerte {m} darstellen; 
und zwar ist hier, nach den Satzen aus 9, Anm., ein jeder der 2?+> Grenz- 
werte {m} in gleicher Weise verwendbar. Alle die Grenzwerte {m} miissen 
demnach untereinander gleich sein. 
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Bilden wir jetzt die Formel (24) fiir das zu , adjungierte Genus Ys 
der Ordnung 
il ‘i 
er ye 


so ergeben sich die Grenzwerte {m} gleich gewissen Grenzwerten 


é 1 
Lim OR eer D, [— Pri), 
wo m wie vorher Reihen von positiven Zahlen mit festen Charakteren 


C(m)=+1 zu durchlavfen hat. Hier ist fiir die Einheit (— 1)? , 
nach 9. Anm., stets der Wert +1 zulissig. Wenn man d= R, resp. 
= 28 setzt, kann man also fiir den vorstehenden Grenzwert die Formel 
(23) benutzen, und man gelangt zu M, = 1. 

Ist endlich » = 4, so haben wir einen Grenzwert 


‘| Des cr WE ore stl fl ad 


zu ermitteln, wo m alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen mit 
festen Hinheiten 


O(m) -y)*, 3), % @, > & 


durchlaéuft. Wir bilden aus A durch Division mit einer méglichst hohen 
Potenz von 4 eine Zahl A,. Die GréBe M, fiir irgendein Genus der 


Ordnung foglettl 
(aa) 

hangt dann gleichfalls von irgendeinem Grenzwerte {m} ab. Fir ein 
solches Genus unterliegen aber, nach den Siatzen aus 9. Anm., die Ein- 
heiten C(m) durchaus keiner Beschrénkung. Alle die 2?+> Grenzwerte 
{m} miissen also untereinander gleich sein, und wir kénnen sie gleich 
dem 2?+>> Teile ihrer Summe setzen. Diese Summe wird durch einen 
ahnlichen Grenzwert gebildet, wo m alle méglichen positiven und zu 2A 
relativ primen Zahlen durchlauft. Dieser letzte Grenzwert gestattet nach 
F. Q., p. 150 und 162 [[S. 123 und 132]] eine Transformation in: 


A fet @ 
aloes ite 2h 20 a) (24), - ale 


welche dann unmittelbar zu M,=1 fihrt. 


Von den verschiedenen Darstellungen, deren das MaB eines Genus 
fahig ist, erscheint als die natiirlichste die hier gegebene mit Hilfe eines 
unendlichen Produktes, in welchem einer jeden Primzahl ein bestimmter 
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Faktor entspricht*), Ihre Bedeutung reicht iiber das spezielle Gebiet der 
quadratischen Formen hinaus: es zeigt diese Darstellung, dab zur Lésung 
arithmetischer Probleme tiber Formenanzahlen ein Studium jener wichtigen 
Gruppenbildungen erforderlich ist, auf welche Herr Camille Jordan in 
Nr. 302 des Traité des Substitutions aufmerksam gemacht hat. 

Ausdriicke fiir das MaB eines positiven Genus quadratischer Formen 
von  Variablen sind zuerst von Henry J. Stephen Smith in der Note 
On the Orders and Genera of Quadratic Forms containing more than three 
Indeterminates (Roy. Soc. Proce. XVI, 1868, pp. 197—208; Collected Papers, 
vol. I, pp. 510—523) mitgeteilt. Die Formeln von Smith sind ahnlich 
unseren Formeln (17) in 8., erschépfen aber nicht alle Falle; sie geben 
im wesentlichen die Werte der von uns /, genannten Faktoren fiir un- 
gerade Primzahlen g, doch fiir die Primzahl 2 nur in den weniger ver- 
wickelten Fallen, wo das Genus eine ungerade Determinante besitzt. 

In einem folgenden Aufsatze beabsichtige ich verschiedene Anwen- 
dungen der hier gefundenen Resultate auseinanderzusetzen. 


Vita. 

Natus sum Hermann Minkowski in Russiae oppido Alexoten die 
XXII. mensis junii anni 1864. Anno 1872 in civitatem Borussorum 
susceptus, gymnasium Palaeopolitanum Regimonti adii. Vere anni 1880 
maturitatis testimonium adeptus, per quinque semestria Regimonti, per 
tria Berolini studiis mathematicis incubui. Docuerunt me viri illustrissimi: 
de Helmholtz, Hurwitz, Lindemann, Kirchhoff, Kronecker, 
Kummer, Runge, Voigt, Weber, WeierstraB, quibus omnibus op- 
time de me meritis gratias ago maximas. 


Thesen. 
I. Es ist nicht wahrscheinlich, daB eine jede positive Form sich als 
eine Summe von Formenquadraten darstellen 1aBt. 
Il. Es hat seine Bedenken, in mathematischen Untersuchungen sich 
auf raumliche Anschauung zu berufen. 


Offentliche Verteidigung der Dissertation und der Thesen: am 30. Juli 1885. 
Opponenten: Herr Dr. David Hilbert, 
Herr Emil Wiechert, stud. math. 


*) Ich habe auf diese Darstellung im 99. Bande des Journals fiir die reine und 
angewandte Mathematik hingewiesen. Diese Ges. Abhandlungen S, 150—153. 


Va 


Uber den arithmetischen Begriff der Aquivalenz und 
tiber die endlichen Gruppen linearer ganzzahliger 
Substitutionen. 


(Crelles Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 100, S. 449—458). 


Herr Kronecker stellt in § 24 (S. 107) seiner Festschrift zu Herrn 
Kummers Doktor-Jubildum*) an eine rationelle Fassung des arithmetischen 
Begriffs der Aquivalenz von Formen die Forderungen, da auf Grund einer 
solchen die verschiedenen Formenklassen gleich dicht werden, und die 
Anzahl der Klassen moglichst klein ausfalle, und entwickelt in §§$ 1 und 2 
der Abhandlung: Uber bilineare Formen mit vier Variabeln**), wie diesen 
Forderungen fiir definite quadratische Formen mit zwei Variablen geniigt 
werden kann. Dabei erscheint der Umstand von wesentlicher Bedeutung, 
daB diese Formen, abgesehen von der identischen und der negativen iden- 
tischen Transformation, keine eigentlichen Transformationen in sich zu- 
lassen kénnen, welche modulo 2 der identischen Transformation kon- 
gruent sind. 

Im folgenden will ich zeigen, in welcher Weise die Kroneckerschen 
Forderungen fiir alle diejenigen homogenen ganzen Formen irgendeiner 
Variablenzahl zu erfiillen sind, welche nur eine endliche Zahl von linearen 
ganzzahligen Transformationen in sich zulassen, also beispielsweise fiir alle 
wesentlich positiven (oder wesentlich negativen) quadratischen Formen von 
nichtverschwindender Determinante. 


§ i 
Es gibt keine homogene lineare ganze ganzzahlige Substitution mit 
n Variablen von einer endlichen Ordnung, welche modulo 4 der identischen 
Substitution kongruent ware, diese selbst ausgenommen. 
Denn es sei 


A: = Qy,4,+ Ms¥et-°-+%,.y, (A=1, 2,...,n) 
*) Crelles Journal, Bd. 92. (Werke, Bd. II, 8. 370.) 
**) Abhandlungen der Berliner Akademie, 1883. (Werke, Bd. I], 8..429.) 


204 Zur Theorie der quadratischen Formen. 


eine solche Substitution, es mégen also die Kongruenzen gelten: 
a,,=1, a,=0 (mod 4) (h + k). 
Damit A eine endliche Ordnung besitze, ist notwendig und hinreichend, 
daB die Elementarteiler der mit einem Parameter r gebildeten charakte- 
ristischen Determinante 
2 Ny pee 5 
Dom (= 1)". |@,,— 79,2 | vat 1.50, =, a 
nur fiir Wurzeln der Einheit verschwinden und sdmtlich linear seien*). 
Bedeutet f,(7), fiir irgendeine ganze Zahl vy >1, diejenige irreduk- 
tible ganze Funktion p(v)*" Grades, welche fiir die primitiven v*™ Kinheits- 
wurzeln Null wird, und deren héchster Koeffizient gleich 1 ist, so wird 
also die Determinante A jedenfalls einen Ausdruck erhalten 


(1) (es DG GE, bee A”), (m 2 0, a > 1) 
wo die ganzen Zahlen m, v der Bedingung geniigen werden 
(2) n= m+ G(r%4) + o(%) +--+ oY,) 2m +9. 


Man setze nun fiir r irgendeine ganze Zahl 
e=1+4 (mod 8) 
ein. Dann mu8 die Determinante A durch 2?" aufgehen, weil jeder ihrer 
Koeffizienten durch 4 teilbar wird. 
Untersuchen wir die héchste Potenz von 2, welche in (1) erscheint. 
Geht in einer Zahl v die Potenz 2%, aber nicht mehr 2*+1 auf, so folgt 


oS cP H14 Ot? (mod 2*+5); 
also wird c” — 1 genau die Potenz 2*+? aus 4v enthalten. Nun hat ein f,(r) 
bekanntlich den Ausdruck 


v v v i, 


(r® — 1)(r® — ayn? — 1)... 


wenn @, B, y,... die verschiedenen Primzahlen aus v vorstellen; also ent- 
halt f,(c) dieselbe Potenz von 2 wie 


pudenda eee 


ap ay 

Vv Vv Vv 
desea d <add eoe S 

Ce. Ble ey 


Die letztere Zahl ist gleich 1, wenn die Zahl v sich aus mehreren 
verschiedenen Primzahlen zusammensetzt, dagegen, wenn v Potenz einer 
einzigen Primzahl ist, gleich dieser Primzahl, also entweder ungerade oder 


*) Hermite, Crelles Journal, Bd. 47, S. 312 (Oeuvres, T. I, p. 199); C. Jordan, 
Crelles Journal, Bd, 84, 8. 112. 
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gleich 2. Irgendein f,(c) ist also héchstens durch 2, das ganze Produkt 
(1) fiir r= also hichstens durch die Potenz 22+ teilbar, die wegen 
(2) stets < 2?" ausfallt, auBer im Falle m=, wo dann tiberhaupt kein 
Faktor f,(r) in A auftritt. 

Demnach verschwinden die Elementarteiler von A nur fiir r = 1, und 
da sie simtlich linear sein sollen, so miissen in A fiir r—1 selbst die 
Koeffizienten verschwinden, d.h. A ist die identische Substitution, w. z. b. w. 

Kin Quotient aus zwei verschiedenen, modulo 4 kongruenten ganz- 
zahligen Substitutionen von endlicher Ordnung ist eine ganzzahlige Sub- 
stitution von unendlicher Ordnung. 


§ 2. 

Zwei ganzzahlige Substitutionen A und S-1A8 sollen im folgenden 
nur dann als dhnlich bezeichnet werden, wenn die transformierende Sub- 
stitution S ganzzahlig und von einer Determinante + 1 ist. 

Ist A modulo 2 der identischen Substitution kongruent, so gilt das- 
selbe von jeder dhnlichen Substitution. 

Hat fiir eine Substitution A die charakteristische Determinante A einen 


Ausdruck 
(F— Arr t+ dem", 
dann gibt es ahnliche Substitutionen, in welchen: 
%,=-0 (h<k), a,=1 (hom), a,=—1 (h>m). 
Denn ist A nicht selbst eine solche Substitution, so sei in A wv der 


kleinste Wert von h, fiir welchen diese Gleichungen nicht mehr statthaben. 
Dann bildet die Determinante 


r0,,— Ay (h,k=y¥,...,n) 
einen Divisor von A und verschwindet, wenn v < m, noch fiir r=e=1, 
wenn vy >™m, fiir r=¢—=-—1. Man kann daher n—v-+ 1 ganze Zahlen 


S,,...8, Ohne gemeinsamen Teiler bestimmen, so daf 
£8,— > nS (h,k=v,...,%) 
h 


wird, und ferner eine Substitution S mit einer Determinante +1, so daB 
man in S~} 


=Y, (h< v), zy — > sith 
: h=v 


hat.*) Dann finden sich in der Substitution S~*AS die obigen Gleichungen 
auch fir h = v erfiillt, und es ist evident, wie man weiter zu schlieBen hat. 


*) Diese Stelle ist nach einer von Minkowski selbst herriihrenden Berichtigung 
(Crelles Journal, Bd. 101, S. 202) korrigiert. (Anm. des Herausg.) 
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§ 3. 
Es gibt, auBer den Substitutionen, welche einer Substitution 
Gee Uae pa ee, een ise Vc oO 


Ghnlich sind, keine ganzzahlige Substitution von einer endlichen Ordnung, 
welche modulo 2 der identischen Substitution kongruent ware. 
Denn es bedeute A eine solche Substitution, es sei also 
ad,,=1, a,,=90 (mod 2) (h + k). 
Dann ist A-A, wie man sich leicht tiberzeugt, der identischen Sub- 
stitution modulo 4 kongruent, mu also, nach § 1, mit dieser iiberein- 
stimmen. Die Elementarteiler der charakteristischen Determinante von A 
kénnen daher nur fiir r = 1 oder r = — i verschwinden, und diese Deter- 
minante hat einen Ausdruck 
(HL )@ (9 + 1)Po™. 
Nach § 2 kann man daher eine Substitution A* bestimmen, welche 
A ahnlich ist und in welcher 
U,=9 A<), ay,=1 (hg m), ax=—1 (h>m) 
ist. Damit die Elementarteiler von A* linear ausfallen, mu8 noch 
af—0 (m>h>h, af=0 (h>k>m) 
sein, so daf man in A* hat: 
L,=y, (hm), y= Dire — Yr (h>m, k=1,..., m). 
Dann findet man A* = P-1%P, wenn P die Substitution 


t,=y, (h<m), te a = D.Y,+ y, (h>m, k=1,...,m) 
und % die Substitution 


Ly, = Y;, (h=1,...,m), Een! fy (h=m+1,...,n) 

bedeutet, womit unser Satz bewiesen ist. 

Ist O<m<n, so zerlegt sich jede quadratische Form, welche durch 
% in sich selbst transformiert wird, in f,+/,, wo f, nur von 2,,..., 2, und 
fo nur von #,,.4,...,%, abhingt. 

Um zu erkennen, inwieweit die gefundene Darstellung von A will- 
kiirlich bleibt, untersuchen wir eine Gleichung: 

S-*WS=—W, SF =+1. 

Man denke sich S und % als bilineare Formen mit zwei Reihen von 
n Variablen, teile jede Reihe in m und n — m Variablen ein, und zerlege 
entsprechend S in vier Teile und % in W,— %,, dann ergibt sich 


(Si ag Ste nr Soi al Soo) (QC, iia A.) =e (Mt, ag: A) On + Sis + ore a S55) 
Sy a Sys ig Sy, ae Sop a Sy 1 Sis = Soy es Soo, 


also 


S2=9, Sy=O und S=S8y+S8y, Sy =+1, Sy =41. 
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§ 4. 

Es bedeute wieder A eine, modulo 2 der identischen kongruente Sub- 
stitution, und es werde gesetzt: a,,=«, (mod 4), s,=-+1. Dann sind 
in ¢A, wenn ¢ die Substitution 

Ly, = €,Y;, (haat 2, 5%) 
vorstellt, alle ungeraden Koeffizienten = 1 (mod 4). Hat ferner letzteres 
fir irgend zwei Substitutionen statt, welche modulo 2 der identischen 
Substitution kongruent sind, so findet es sich auch im Produkte der- 
selben erfiillt. 

Jede ganzzahlige Substitution 


A: 2,= > OY, Ci lye) 
von ener Determinante 1, welche den Kongruenzen 
a,,=1 (mod 4), a,,=0 (mod 2) (h + k) 


geniigt, UiBt sich als Produkt von lauter Substitutionen S=,' von der Form: 
Dy = Yayo ey Ty = Yunay C= Yat 2Y a) Cag1 = Yaga ++) T= Yn (AER) 
darstellen. 

Man kann beim Beweise dieses Satzes sich einer Methode bedienen, 
ahnlich derjenigen, welche Herr Kronecker fiir die Zerlegung beliebiger 
ganzzahliger Substitutionen in elementare aufgestellt hat*). 

Es geniigt, zu zeigen, da’ A durch wiederholtes Zusammensetzen mit 
Substitutionen S,*,' auf die identische Substitution reduziert werden kann. 
Sei in A zw, die erste Variable, welche nicht einfach in y, tibergehe, dann 
ergibt die Determinante von <A: 


1=0 (modd ay, Gn41) +++) Un) 


also a,, = 1, sobald alle Zahlen Ca 353 Gna verschwinden. 

Sei aber noch eine dieser Zahlen, z. B. a,,(h <k), von Null ver- 
schieden, und bedeute +1 die positive oder negative Kinheit, je nachdem 
a,, und a,, gleiches oder verschiedenes Zeichen haben. Der absolute 
Wert der ungeraden Zahl a,, ist verschieden von dem absoluten Werte 
der geraden Zahl a,,; ist er kleiner als letzterer, so finden sich die Zahlen 
G@,, und @,, in AS,* durch a,,, 44,75 24,,, ist er. gréBer, in AS,,” 
durch a,, F 24,,) %,, also jedesmal durch zwei Zahlen ersetzt, von denen 
eine unverindert, die andere dem absoluten Werte nach kleiner ist. So 
kOnnen d,,, 441)+++) Un allmablich auf 1, 0,...,0 reduziert werden. 

Ist alsdann eine der Zahlen a,,,..., a, 1, etwa a,,(h >), von 
Null verschieden und + 1 ihr Vorzeichen, so erscheint diese Zahl in Ast 


*) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1866, S. 608 ff, oder Crelles Journal, 
Bd, 68, 8. 282ff. (Werke, Bd. I, S. 158 ff.) 
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durch a,, + 2 ersetzt, also, absolut genommen, verkleinert. Alle diese 
Zahlen kénnen daher zum Verschwinden gebracht werden. 

In der auf solche Weise reduzierten Substitution erfahrt auch die h* 
Variable keine Anderung, und damit ist, unter Zuhilfenahme eines Schlusses 
von h auf h +1, unser Satz verifiziert. 


§ 5. 

1. Es sei G irgendeine endliche Gruppe von homogenen linearen 
ganzen ganzzahligen Substitutionen mit » Variablen. In derselben bilden 
diejenigen Substitutionen, welche modulo 2 der identischen Substitution 
kongruent sind, eine ausgezeichnete Untergruppe, welche G heiBen mége. 


Die Ordnung von © ist eine Potenz 2°, 0O<un<n. Die Gruppe © 
ist Gihnlich einer Untergruppe der Gruppe der 2” Substitutionen 
RE L,=+Y;,. (h=1,2,...,m) 
Hine jede Substitution G von © geniigt naimlich nach § 3 der Glei- 
chung ©G = ©, wenn € die identische Substitution bedeutet. 
Findet man nun in © aufer © (und eventuell — €) noch eine Sub- 


stitution Y%, so kann man, nach § 3, G derart transformiert voraussetzen, 
daB einen Ausdruck hat 
L=y, (h=1,...,m), t,=—y, (h=m+1,...,). 

Erscheint dann in © aufer der Gruppe {€, — €, W} noch ein B, so 
ist auch BA-BA = C, also B-'AB =A. Nach § 3 muB daher 8 sich 
in 8, + B zerlegen, wo %, und %, Substitutionen mit m und n —m 
Variablen sind. Dieselben sind ebenso wie 8 von einer endlichen Ordnung 
und modulo 2 von der Ordnung Eins, kénnen daher, nach § 3, durch 
Transformation mit Substitutionen S, und S, von einer Determinante + 1 
in einen, § analogen Typus iibergefiihrt werden. Durch Transformation 
mit S,-+ S, erlangt dann auch % den Typus 3, wihrend Y sowie © un- 
geindert bleiben. 

Enthalt jetzt G auBer der Gruppe {€, — €, A, B} noch ein GC, so ist 
C-'AC= A, CBC =B usw. Sollte endlich G, auf irgendeine Weise 
transformiert, alle Substitutionen J enthalten, so wiirden damit sicher die 
Substitutionen von & erschépft sein. Denn ein jedes S miifte dann, 
wegen G-* 3S = 8, sich auf alle méglichen Arten in ©, + ©, zerlegen 
lassen. 

Die Substitutionen von G verteilen sich in Reihen G, AG,... von 
je 2" Substitutionen, welche untereinander modulo 2 kongruent sind. 

Die Gruppe G ist 2"-stufig isomorph zur Gruppe G, der Reste ihrer 
Substitutionen nach dem Modul 2.  Letztere Gruppe bildet offenbar eine 
Untergruppe der Gruppe simtlicher inkongruenter Substitutionenreste 
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modulo 2 von einer Determinante = 1 (mod 2); ihre Ordnung ist daher 
ein Divisor der Ordnung dieser Gruppe, d. i. der Zahl: 
N = (2"—1)(2"— 2)--- (Q"— 2-1), 
Also: 

Die Ordnung jeder endlichen Gruppe von homogenen linearen ganzen 
ganzzahligen Substitutionen mit n Variablen ist ein Divisor der Zahl 2” N. 

Kin eingehenderes Studium der endlichen Gruppen ganzzahliger Sub- 
stitutionen, welches ich mir fiir einen folgenden Aufsatz vorbehalte, fihrt 
zu fundamentalen Beziehungen zwischen der Theorie der aus Wurzeln der 
Hinheit gebildeten komplexen Zahlen und der Theorie der Reduktion der 
wesentlich positiven quadratischen Formen. 

2. Sei jetzt f eine homogene ganze Form mit  Variablen, welche 
nur eine endliche Anzahl von linearen ganzzahligen Transformationen in 
sich zulasse; und sei ¢(f) diese Anzahl. 

Die ¢(f) Transformationen werden eine endliche Gruppe bilden; also 
ist t(f) ein Divisor von 2", also t(f)<2"N. Sie sind simtlich von 
einer Determinante + 1; man findet unter ihnen aufer der identischen 
Transformation keine, welche der identischen modulo 4 kongruent wire, 
dagegen noch irgend 2"*—1 Transformationen (0<n< x), welche der 
identischen modulo 2 kongruent sind. 

Die letzteren Transformationen kénnen im Falle »=2 nur sein: 
1. wenn f von gerader Dimension ist, die negative identische Transfor- 
mation, 2. Transformationen, welche der Transformation 


wy ee Yi sega oe Oo 
ahnlich, also von einer Determinante — 1 sind. 


§ 6. 
Es bedeute allgemein 


S, eine (homogene lineare ganze) ganzzahlige Substitution von einer 
Determinante + 1, 

S, eine ebensolche Substitution von einer Determinante 1, 

S,, eine ebensolche Substitution von einer Determinante 1, welche 
modulo 2 der identischen Substitution kongruent ist, 


a 
S,, wenn n = 2 ist, eine Substitution S, = ( f a in welcher ent- 
a) 
weder 
a—-1l=Bp=y=d—-1=0 (mod 4), 
oder 


a+ d=—2 (mod 8) 
und dabei nicht 
o+1=p=y=0+4+1=0 (mod 4) 
ist, 
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wenn n> 2 ist, eine ganzzahlige Substitution von einer Determinante 
1, welche der identischen Substitution modulo 4 kongruent ist. 

Die S,, die S,, die S,, alle S, bilden Gruppen. Von solchen vier 
Gruppen ist jede folgende eine ausgezeichnete Untergruppe jeder vorher- 
gehenden. Im Falle » = 2 entsteht die Gruppe der S, aus der Gruppe 
der S, durch Hinzunahme der Substitution 


Cp Wc me Sees Bee eae 
Zwei binire Formen gerader Dimension, welche durch ein S, ineinander 
tibergehen, lassen sich daher auch durch ein S, ineinander tberfiihren. 

Zwei homogene ganze Formen heifen dquivalent, wenn sie durch ein 
S,, eigentlich dquivalent, wenn sie durch ein S, ineinander transformiert 
werden k6nnen. 

Zwei Formen sollen vollstindig*) aquivalent heiBen, wenn sie durch 
ein S, ineinander transformiert werden kénnen. 

Wir wollen uns auf Formen beschranken, welche nur eine endliche 
Anzahl von linearen ganzzahligen Transformationen in sich zulassen. Jede 
solehe Form ist sich selbst nur vermittels der identischen Transformation 
volistindig iquivalent. Daher enthalt eine Klasse vollstindig aquivalenter 
Formen ebensoviel verschiedene I’ormen, als verschiedene Substitutionen 
S, existieren. Der Begriff der vollstindigen Aquivalenz fiihrt also, der 
Kroneckerschen Forderung entsprechend, zu einer fiir alle Klassen kon- 
stanten, nur von der Variablenzahl » abhingenden Dichtigkeit. 

Geht eine Form f durch ¢(f) Transformationen in sich selbst tiber, 
so wird die Klasse der Sat f aquivalenten Formen, je nachdem n= 2 

ee 2” N 
oder > 2 ist, sich in a i in +. verschiedene Klassen von unter- 


a tf) 


einander vollstandig aquivalenten Formen auflésen. N bedeutet hier die 
Zahl aus § 5. Da ¢(f) stets in 2”N aufgeht, so werden in den Fallen 
nm >3 die Klassenanzahlen den Faktor 2”-” enthalten. 

Auf Grund der Untersuchungen von Herrn Camille Jordan iiber die 
Zusammensetzung der linearen Gruppe (Z'raité des Substitutions, 127—140) 
laBt sich ferner nachweisen, daS man nicht durch eine von der hier ge- 
gebenen abweichende Fassung des Begriffs der vollstiindigen Aquivalenz 
zu kleineren Klassenanzahlen, d. i. zu einer gréBeren konstanten Dichtig- 
keit in den Klassen gelangen kann, wenn man nur folgendes voraussetzt: 
Die Gesamtheit der Substitutionen, welche vollstiindige Aquivalenz hervor- 
rufen, soll eine ausgezeichnete Untergruppe der Gruppe derjenigen Sub- 
stitutionen sein, welche Aquivalenz hervorrufen; oder (was dasselbe ist): 


*) Kronecker, Uber bilineare Formen mit vier Variabeln, 8.9. (Werke, Bd. II, 
S. 434.) 


Uber die endlichen Gruppen ganzzahliger Substitutionen. 211 


Zwei volistindig iiquivalente Formen sollen, irgendeiner aquivalenz-erzeu- 
genden Transformation zu gleicher Zeit unterworfen, vollstindig Aaquiva- 
lent bleiben. 

Wollte man indes von dieser Voraussetzung absehen, so kénnte man 
in den Fallen » >3 dem Begriffe der vollstindigen Aquivalenz z. B. die 
Gruppe derjenigen Substitutionen von der Determinante 1 zugrunde legen, 
in welchen 

a,,=1(mod 4), «,,=0(mod 4) (h<k), a,,=0(mod 2) (h>h) 
ist; dann wiirden sich Klassen von einem 2 ? -mal so groBen Formen- 
inhalte ergeben. 


Konigsberg i. Pr., 1886. 


VL 


Zur Theorie der positiven quadratischen Formen.*) 
(Crelles Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 101, S. 196—202). 


Eine wesentlich positive quadratische Form von m Variablen, mit 
reellen Koeffizienten und nichtverschwindender Determinante, kann — wie 
eine Darstellung der Form als Summe der Quadrate von » unabhiangigen 
reellen linearen Formen leicht erkennen la8t — nur bei einer endlichen 
Anzahl ganzzahliger linearer Transformationen ungeindert bleiben. Jede 
einzelne von diesen Transformationen muf daher eine endliche Ordnung 
besitzen, d. h. nach einer endlichen Reihe von Wiederholungen zur iden- 
tischen Transformation fiihren, und kann deshalb, nach § 1 meines Auf- 
satzes Uber den arithmetischen Begriff der Aquivalenz, niemals der iden- 
tischen Transformation modulo 4 kongruent sein, wenn sie nicht mit 
derselben iibereinstimmt. 

Das Gleiche gilt nun in bezug auf eine jede ungerade Primzahl als 
Modul; und aus diesem Umstande ergeben sich einige Aufschliisse tiber 
die gesamte Anzahl der in Rede stehenden Transformationen, eine Anzahl, 
von welcher zuerst Herr Camille Jordan bewiesen hat, daB sie eine 
nur von der Zahl » abhiingende Grenze nicht tiberschreiten kann.**) 


ab 
Eine lineare Transformation 
Ar = Oy, + Ayes t+ + adn (h—= 1, 2,..., m) 
von endlicher Ordnung ist dadurch charakterisiert, daB die mit einem 
Parameter r gebildete Determinante 
heme ly ce. 
A=|r0,,— %a| ( x ee ) 
0,,=1, 0,,=0, h=ek 


nur fiir Einheitswurzeln verschwindet, und zwar fiir einen mehrfachen, 


*) Der nachfolgende Aufsatz wurde in Verbindung mit dem Aufsatze Uber den 
arithmetischen Begriff der Aquivalenz (Crelles Journal, Bd. 100, S. 449—458; diese 
Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 201—211) vom Verfasser im Mirz 1887 der philosophischen 
Fakultit zu Bonn als Habilitationsschrift vorgelegt. 

**) Journal de l’Ecole polytechnique, cah. 48, p. 133, 


Zur Theorie der positiven quadratischen Formen. 913 


etwa m-fachen Nullwert zusammen mit allen ihren (m— 1)*" Unter- 
determinanten*). 

Bei ganzzahligen Koeffizienten a,, liefert daher eine Zerlegung in 
irreduktible Faktoren fiir A einen Ausdruck: 
(1) (r <1", )f ol) (m>0, ¥>1) 
wenn mit /,(r) fiir eine ganze Zahl »>1 diejenige ganze Funktion 
p(v)*" Grades bezeichnet wird, welche fiir die primitiven v*™ Einheits- 
wurzeln verschwindet und als Koeffizient des héchsten Gliedes die Zahl 1 


hat. Der Grad von (1) ist: 
WM OY) ch PY, irr ye: 


Soll die Transformation A in bezug auf irgendeine ungerade Prim- 
zahl p der identischen Transformation kongruent sein, so muB sie mit 
derselben zusammenfallen. 

Denn ist 

A, = 04, (mod p), (h,k=1,2,...,m) 
und setzt man fiir r eine ganze Zahl 

c=1+>p (mod p’), 
so geht A durch p” auf. Damit aber der Ausdruck (1) durch p” teilbar 
werde, ist notwendig, da8 in A kein f,(r)(v> 1) auftrete, daB also 
A=(r—1)" sei. Denn (¢ —1)™ enthalt zwar genau p”, irgendein f,(c) 
aber, wenn v > 1 ist, niemals die Potenz p?. 

Letzteres sieht man in folgender Weise ein. Ist eine Zahl v ein 
Vielfaches von p*, aber nicht mehr von p*t?, so findet man: 


c’=1+ vp (mod p*t”); 
also enthalt c’ —1 dieselbe Potenz von p wie py. Hin f,(r) hat den 
Ausdruck : 


@ — (7-1) (#4)... 


eo paced oars | 


wenn «, B, 7,... die verschiedenen Primzahlen aus v sind; also geht in 
f,(c) dieselbe Potenz von p auf wie in 


Vv Vv 
Br PR hay 
0 kee Ot ae 
Py PR be ee 


Diese Zahl] ist 1, wenn v sich aus mehreren ungleichen Primzahlen zu- 
sammensetzt, dagegen, wenn v Potenz einer einzigen Primzahl ist, gleich 


*) Hermite, Crelles Journal, Bd, 47, S. 312 (Oeuvres, T. I, p. 199); C. Jordan, 
Crelles Journal, Bd. 84, S. 112, 
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dieser Primzahl. Die héchste in f,(c) enthaltene Potenz von p ist dem- 
nach p! oder p°, je nachdem v eine Potenz von p ist oder nicht. Im 
ersteren Falle ist aber, »>1 vorausgesetzt, (v) mindestens gleich 
p—1 2, im letzteren mindestens gleich 1. 

Hat man nun A = (r —1)”, so miissen, damit A eine endliche Ord- 
nung besitze, auch alle (n —1)" Unterdeterminanten, also die Koeffizienten 
von A fiir ry =1 verschwinden, d. h. A ist die identische Transformation. 


§ 2. 

Es bezeichne f irgendeine positive quadratische Form mit ” Variablen, 
reellen Koeffizienten und nichtverschwindender Determinante, und es sei 
t(f) die Anzahl der verschiedenen ganzzahligen Transformationen, durch 
welche die Form in sich selbst tibergeht. 

Sollten in f die Koeffizienten nicht simtlich in rationalen Verhilt- 
nissen zueinander stehen, so kann man immer leicht eine beliebig wenig 
von f verschiedene positive Form herstellen, in welcher solches der Fall 
ist, und welche dabei genau dieselben ganzzahligen Transformationen in 
sich zulaBt wie f. Letzteres tun ferner alle Formen, welche in den Ver- 
haltnissen ihrer Koeffizienten mit f ganz tibereinstimmen. Im folgenden 
kénnen wir deshalb voraussetzen, die Koeffizienten von f seien ganze 
Zahlen ohne gemeinsamen Teiler. 

Die ¢(f) Transformationen bilden eine Gruppe, und an anderer Stelle 
werde ich nachweisen, daB man, ausgehend von positiven quadratischen 
Formen, wenn auch nicht zu allen méglichen endlichen Gruppen ganz- 
zahliger linearer Transformationen, so doch im besondern zu allen den- 
jenigen gelangen kann, welche nicht in umfassenderen Gruppen als Unter- 
gruppen enthalten sind. 

Die in Rede stehende Gruppe ist einstufig isomorph zur Gruppe der 
Reste ihrer Transformationen in bezug auf irgendeine ungerade Prim- 
zahl p. Denn lieferten zwei ihrer Transformationen, etwa A und B, 
gleiche Reste modulo p, so wiirde die Transformation A~!- B, welche, 
als Angehérige der Gruppe, ebenfalls von endlicher Ordnung wire, der 
identischen Transformation modulo p kongruent, aber von ihr verschieden 
sein, was nach § 1 nicht angeht. 

Die Gruppe der ¢(f) Transformationenreste ist offenbar eine Unter- 
gruppe der Gruppe samtlicher inkongruenter Transformationenreste modulo p 
von einer Determinante = + 1 (mod p), und ihre Ordnung, die Zahl ¢(f), 
daher ein Divisor der Ordnung der letzteren Gruppe, d. i. der Zahl 
(2) 2 (Pte (pL) Dee eae 


*) Galois, Journal de Liouville, T. XI, 1846, p. 410. (Oeuvres, p. 27.) 
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Jene Gruppe ist aber ebenso schon eine Untergruppe der Gruppe 
aller derjenigen Transformationenreste modulo p, welche die Form f modulo p 
ungeandert lassen. Die Ordnung dieser Gruppe hat fir alle ungeraden 
Primzahlen p, welche nicht in der Determinante D der Form f aufgehen, 
also jedenfalls fiir sdmtliche Primzahlen tiber einer gewissen Grenze 1, 
den folgenden Ausdruck*), wenn m gerade ist: 


(3) 


n 
2 


-2(p*—1)(p*— 1) ... (p=? —1) (p? 3), 


1 
ane 2) 


48) 
wo €= ( . >) eine Kinheit bedeutet; wenn » ungerade ist: 


1im—1p 
(4) apm Pech) (Do Ree po). 

Als Divisor séimtlicher Zahlen (3) oder (4) fiir ungerade Primzahlen 
p> ist die Zahl ¢(f) auch ein Divisor des griften gemeinschaftlichen 
Divisors aller dieser Zahlen. 

Um ein Resultat zu erhalten, das von der speziellen Form f unab- 


hangig ist, denken wir uns in (3) den Faktor p? — ¢ durch sein Vielfaches 
= (pr 1) ersetzt; ferner mdge / mindestens gleich +1 sein. Dann ist 


jener gréBte gemeinsame Divisor dargestellt dureh: 
Ache fd RE FG SN 
n= | [lez] *lee=a) + lees] we (g—2.5,0,G11..) 
Cia as 


wenn unter der Bezeichnung [a] die gréfte in a enthaltene ganze Zahl 
verstanden wird, und wenn g die Reihe der Primzahlen soweit durchlauft, 
bis das Produkt von selbst abbricht, d.i. bis zur gréBten Primzahl, welche 
noch <n” +1 ist. 

Man hat, um dieses einzusehen, fiir eine jede Primzahl g eine Zahl 
(3) bzw. (4) aufzusuchen, welche eine méglichst niedrige Potenz von q 
enthilt. Man gelangt zu einer solchen, indem man die Primzahl p in 
folgender Weise wahlt: wenn g > +1 ist, als primitive Wurzel in bezug 
auf g; wenn g<n-+l1 und ungerade ist, als primitive Wurzel fiir den 
Modul g?; wenn g = 2 ist, als Zahl der Form =+1-+ 4 (mod 8). Die 
Existenz von Primzahlen p dieser Formen iiber der Grenze / ist eine 
Folge des bekannten Theorems iiber die arithmetischen Progressionen. 

Im ersten der drei unterschiedenen Faille ist dann die in Betracht 
kommende Zahl (3) oder (4) durch q iiberhaupt nicht teilbar; im zweiten 


*) Vgl. Untersuchungen tiber quadratische Formen, Acta Mathematica, Bd. 7, 
S. 218. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 170. 
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geht g in p”—1 nur auf, wenn » ein Vielfaches von g —1 ist, und zwar 


dann in derselben Potenz wie in q- ripe mithin in der Zahl (3) bzw. 


=i 


(4) in derselben Potenz wie in eee -1-2 =a im dritten enthalt 
yp?” —1 dieselbe Potenz von 2 wie 8v, also die Zahl (3) bzw. (4) die- 


selbe wie ola]. ieee coe [=]: 


Die Identitat der hier auftretenden Primzahlpotenzen mit denjenigen 
aus 7”) ergibt sich durch Anwendung der bekannten Relation: 


itl Pere ey A ekacesp rape (q = 2, 3, 5, (Peet) 
g 


und man erhalt damit in der Tat den Satz: 

Die Anzahl der ganzzahligen Transformationen einer positiven quadra- 
tischen Form mit n.Variablen (und von nichtverschwindender Determinante) 
im sich selbst ist eim Divisor der Zahl nj. 


Als gréB8ter gemeinsamer Divisor aller Zahlen (2) wiirde sich ol 3, n\ 
ergeben haben. 

Die Zahl nj selbst ist ein Divisor von (2m)!; denn in ihrem Aus- 
drucke verkleinert man keinen der Exponenten, wenn man in denselben 


anstatt g—1 iiberall +4 schreibt. 
Als spezielle Fille seien die folgenden erwahnt: die Form 
OD, =a%+a27+---+22 
geht durch 2”-n!, die Form 


D, = (>a) +> 2?*) (h=1, 2,..., ) 


von der Determinante n+1 durch 2-(m +1)! ganzzahlige Transforma- 
tionen in sich selbst tiber. 


Die Zahl 7j ist ferner das kleinste gemeinsame Vielfache aller még- 
lichen Anzahlen ¢(f). 

Denn zunichst enthilt die der Form 0, angehérige Zahl ¢(0,) die- 
selbe Potenz von 2 wie nj. Ist ferner g eine der ungeraden Primzahlen 


<n-+1, und bildet man eine Form f als Summe von 5) Formen 
®D,_, und der Form © 


: (reves (eal = mit fortlaufend numerierten 


*) Die Form 9, ist von den Herren Korkine und Zolotareff eingehender 
untersucht worden, vgl. Mathematische Annalen, Bd. 6 und 11. 
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Varjablen, so ist fiir diese Form f die Zahl 


uf) = @- gyri. [4] @) 


q—1 
durch dieselbe Potenz von q teilbar wie nN). 
Man hat im einzelnen 2| = 24, 3] = 48, 4) = 5760 usw. und all- 
gemein: 


Inf l|\—2-Fn, Inl—2b,.9n—, W—2-d,d...b., 
a 
wenn unter 6, eine Zahl verstanden wird, welche alle und nur solche 
Primzahlen g enthilt, fiir welche 2m durch g—1 aufgeht, und jede der- 
selben in einer Potenz g*+', falls sie in m in der Potenz g* (x >0) 
auftritt. 

Bezeichnet B, die n° Bernoullische Zahl, so stellt b, den Nenner 


1 
von — B, vor*). 
n 


Die Bestimmung der ganzzahligen Transformationen einer positiven 
Form f -> a,,%,%, in sich selbst geschieht durch Vermittlung der aqui- 
: 


valenten reduzierten Formen. 
Nach der Definition von Herrn Hermite**) gelten in einer positiven 
Klasse f diejenigen Formen als reduziert, welche das kleinste System 


Ay1) Gg, +++) Uap 


(d. i. kurz ausgedriickt den kleinsten Wert von 


Brn Ga ort alas FF et, OE Os 
bei hinreichend groBem positivem g) ergeben. 

Den Siatzen, welche ich in Crelles Journal, Bd. 99 [[diese Ges. Ab- 
handlungen, Bd. I, 8. 153—156]] mitgeteilt habe, schlieBen sich die folgen- 
den fiir den Fall von sechs Variablen an. 

Eine Form f mit sechs Variablen ist immer und nur dann positiv 
und reduziert, wenn sie allen Ungleichungen 


f(m,, Mg, +--+, Mg) = Ay, (h=1, 2,..., 6) 
geniigt, fiir welche die Zahlen m in folgender Tabelle enthalten sind: 


*) Vgl. Lipschitz, Crelles Journal, Bd. 96, 8. 4. 
**) Crelles Journal, Bd. 40, S. 302. (Oeuvres, AI yak) 
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My, | +m, | + my, | my | mav + my 


1 1 
1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 2 
1 1 i 1 1 1 
1 1 1 1 1 2 
1 1 1 1 2 ee 
1 1 1 1 2 3 


(die nicht aufgefiihrten Gréfen m sind gleich Null zu setzen), und ferner 
den Ungleichungen: 
yy Sp Ses S Age. 


Nur fiir die reduzierten und die aus denselben durch Permutation 
der Variablen hervorgehenden Formen nehmen die Verbindungen 


Ay, + Ogg +++ + Meg, + +> Uy Ugg +++ Age 


ihre kleinsten Werte an. 

Die Hermiteschen reduzierten Formen mit sieben Variablen lassen 
sich nicht mehr durch eine Reihe einzelner linearer Ungleichungen voll- 
stiindig charakterisieren. 


Berlin, den 15. Februar 1887. 


VIL. 


Uber die Bedingungen, unter welchen zwei quadratische 
Formen mit rationalen Koeffizienten ineinander rational 
transformiert werden kiénnen. 


(Auszug aus einem von Herrn H. Minkowski in Bonn an Herrn 
Adolf Hurwitz gerichteten Briefe.) 


(Crelles Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 106, S. 5—26.) 


Bei unserem letzten Zusammensein interessierten Sie und Herr Hilbert 
sich ftir die Frage, unter welchen Umstinden zwei diophantische Glei- 
chungen zweiten Grades sich rational ineinander transformieren lassen*). 
In den folgenden Zeilen will ich eine Entscheidung dieser Frage zu geben 
versuchen. . 

Es liege irgendeine quadratische Form mit rationalen Koeffizienten 
vor, f. Die Anzahl ihrer Variablen heiBe m, und bei dieser Variablen- 
zahl habe die Form eine nichtverschwindende Determinante; als Aggregat 
von » Quadraten reeller linearer Formen dargestellt, mége f im ganzen 
I Quadrate mit negativem, und also » — J mit positivem Vorzeichen auf- 
weisen. Unterwirft man die Form einer beliebigen linearen Transformation 
mit rationalen Koeffizienten und von nichtverschwindender Determinante, 
so bleibt dabei zunachst aufer den Zahlen » und J, da die Determinante 


*) Bei der Untersuchung der terniren diophantischen Gleichungen vom Geschlechte 
Null wurden Herr Hilbert und ich auf diese Frage geftihrt. Wenn zwei diophan- 
tische Gleichungen durch rationale eindeutig umkehrbare Transformationen ineinander 
iibergefiihrt werden kénnen, so lassen sich offenbar die Liésungen einer jeden dieser 
Gleichungen aus den Lisungen der anderen ableiten; beide Gleichungen reprisentieren 
also im wesentlichen dieselbe Aufgabe. Wir rechnen deshalb alle diophantischen 
Gleichungen, welche aus einer durch die genannten Transformationen hervorgehen, in 
eine Klasse. Unsere Untersuchung, welche demniichst in den Acta mathematica er- 
scheinen wird, [[Acta mathematica Bd. 14, S. 217—224]] ergab nun, da in jeder 
Klasse ternarer diophantischer Gleichungen vom Geschlechte Null auch quadratische 
Gleichungen enthalten sind. Die sich hier ankniipfende Frage nach den Invarianten 
einer solchen Klasse findet daher durch die allgemeinen Sitze, welche Herr Minkowski 
aufstellt und beweist, ihre Erledigung. A, Hurwitz, 
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der Form sich um das Quadrat der rationalen Transformationsdeterminante 
vervielfacht, die Gesamtheit aller der Primzahlen ungeindert, welche in 
der Determinante der Form in ungeraden Potenzen aufgehen. Das Produkt 
aller dieser Primzahlen, mit dem Vorzeichen (— 1)’ der Determinante ge- 
nommen, heiBe A; sind Primzahlen der bezeichneten Art nicht vorhanden, 
so werde A = (—1)’ gesetzt. 

Weiter werde ich nun zeigen, dab, wenn p eine ganz beliebige Prim- 
zahl bedeutet, immer aus den Resten der Form f fiir geniigend hohe 
Potenzen von p als Moduln in gewisser Weise eine im allgemeinen nicht 
schon durch A allein bestimmte GréBe sich herstellen laBt — ich werde 
sie C, nennen —, welche ihrer Bildung nach nur der Werte 1 oder —1 
fahig ist, und welche den Wert, den sie fiir f hat, bei keiner rationalen 
umkehrbaren Transformation von f verandert (vgl. unten Gleichung (1) 
und (2)). Fiir alle diejenigen ungeraden Primzahlen, welche weder in der 
Determinante noch in dem Generalnenner der Koeffizienten von f wirk- 
lich vorkommen (d. h. in nichtverschwindenden Potenzen), findet sich 
diese Einheit von vornherein gleich +1, so daB sie iiberhaupt nur fiir 
eine endliche Anzahl von Primzahlen — 1 sein kann. Diese Bemerkung 
vorweggenommen, besteht fiir die Gesamtheit der Hinheiten C, von yorn- 
herein eine Beziehung zu den Werten n, J und A, nimlich ihr Produkt, 
also C,C,C,C,C,,..., erweist sich, wenn j die Anzahl der verschiedenen 
Primzahlen von der Form 41+ 3 aus A bedeutet, gleich 1 oder —1, je 
nachdem die Zahl » — 2I — 2j modulo 8 den Rest 0, 1, 6, 7 oder 2, 3, 
4,5 lift. Auf diese Beziehung griinde ich eben den Nachweis fiir die 
invariante Natur der Hinheiten C,: ich mache zuerst klar, daB jedesmal 
bei einer Transformation héchstens diejenigen Hinheiten C, sich andern 
kénnten, welche den in der Determinante und dem Generalnenner der 
Transformation vorkommenden Primzahlen entsprechen, und dann nehme 
ich zu Hilfe, daB eine jede rationale umkehrbare Transformation aus 
solchen besonderen zusammengesetzt werden kann, in deren Determinante 
und Generalnenner héchstens eine einzige Primzahl aufgeht. Da nun das 
Produkt aller Einheiten C, invariant sein soll und deshalb sich nicht 
eine allein andern kann, so bleiben bei derartigen Teiltransformationen 
und also auch bei jeder Transformation die Hinheiten C, ausnahmslos 
ungeandert. 

Im Falle »=2 gelten auferdem noch folgende Beziehungen der 
Hinheiten C, zu dem von quadratischen Teilern befreiten Kern der Deter- 
minante: Sowie eine Primzahl p in A nicht vorkommt und — A quadra- 
tischer Rest von p bzw., im Falle p=2, von 8 ist, ist immer C,=1. — 
Im Falle » = 1 sind Birch die Zahl A Sverth simtliche Bauheiter C,, be- 
stimmt: Fir die in A nicht aufgehenden Primzahlen ist immer C,=1, 
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fir die in A aufgehenden gleich 1 oder — 1, je nachdem - quadratischer 


Rest oder Nichtrest von p ist bzw., im Falle p = 2, die Form 81+ 1 
oder 81+ 3 hat. 

Nach dem, was tiber die Hinheiten C, bereits gesagt ist, miissen 
auch alle solchen ungeraden Primzahlen sich nach jeder rationalen Trans- 
formation von f bestindig in der Determinante oder dem Generalnenner 
der transformierten Form wiederfinden, welche zwar der Zahl A nicht an- 
gehéren, aber ein C, = — 1 ergeben; ist B das Produkt aller dieser Prim- 
zahlen, so wird daher, wenn die transformierte Form ganzzahlige Koeffi- 
zienten erhalten sollte, ihre Determinante den Faktor ABB haben miissen. 

Durch eine Reihe von sehr einfachen ganzzahligen Transformationen 
mit der Determinante 1 und von solchen rationalen Transformationen, 
welche jede darin bestehen, daB sie eine einzelne Variable rational ver- 
vielfachen, gelingt es nun stets, wie ich zeigen werde, die vorgelegte Form 
in eine Form mit ganzzahligen Koeffizienten und genau von der Deter- 
minante ABB iiberzufiihren. Dabei erweisen sich dann diejenigen arith- 
metischen Funktionen dieser Form, welche, wie man sich ausdriickt, ihr 
Geschlecht definieren, im allgemeinen als eindeutig durch J, A und die 
Hinheiten C, bestimmt. Nur, wenn zwischen n, A und dem Werte der 
Hinheit C, eine gewisse Beziehung statthat, kénnte noch die erhaltene 
Form zwei verschiedenen Geschlechtern von der Determinante ABB an- 
gehdren; dann ist von diesen nur eines ungerade Zahlen darzustellen fahig, 
und sollte man nicht gerade zu einer Form dieses ungeraden Geschlechts 
gekommen sein, so kann man zu der erhaltenen Form stets solche aqui- 
valente Formen finden, welche sich in Formen dieses Geschlechts in der 
einfachen Weise iiberfiihren lassen, daB man eine gewisse ihrer Variablen 
mit 2, eine gewisse andere mit > multipliziert. Nun hat zuerst Henry 


John Stephen Smith*) ausgesprochen, da irgend zwei Formen eines 
Geschlechts immer durch rationale Transformationen von der Determinante 1 
und mit einem, zu einer beliebig vorgeschriebenen Zahl relativ primen 
Generalnenner ineinander tibergefiihrt werden kénnen, eine Higenschaft, 
welche sie umgekehrt auch als zu demselben Geschlecht gehérig charak- 
terisiert. Smith hat diesen fundamentalen Satz der Lehre von den 
quadratischen Formen in der Abhandlung ,,0n the Orders and Genera of 
Ternary Quadratic Forms“ art. 12**) fiir ternire Formen bewiesen, und 
auf Grund derselben Prinzipien und unter Zuhilfenahme gewisser Resultate 
aus meiner Arbeit ,,Sur la théorie des formes quadratiques a coefficients 


*) Proceedings of the Royal Society of London, XVI. 1868. p. 202. (Collected 


Papers, vol. 1, p. 516.) 
“*) Philosophical Transactions, CLVII, 1867. (Collected Papers, vol. I, p. 480.) 
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entiers“*) kann der Beweis fiir Formen mit beliebiger Variablenzahl 
gefiihrt werden. Demnach wird es immer méglich sein, unsere Form f 
in eine bestimmte Form eines, durch die Hinheiten C, (und durch n 
und J) vollig bestimmten Geschlechts von der Determinante ABB rational 
zu transformieren. 

Nun bezeichne B das Produkt aller tiberhaupt vorhandenen ungeraden 
Primzahlen, fiir welche C,——1 ist; dann sind aus dem Werte von B die 
Werte simtlicher Hinheiten C, ersichtlich — der Wert von C, bei Be- 
nutzung der Relation fiir das Produkt aller C, —, und man wird den Satz 
aussprechen diirfen: 

Theorem I. Zwei rationale quadratische Formen mit n Variablen und 
nichtverschwindenden Determinanten kinnen dann und nur dann rational 
ineinander transformiert werden, wenn sie gleiche Invarianten I, A und 
B haben. 

Die vorher definierte Zahl B ist offenbar der Quotient aus B und 
dem gréBten Divisor von A und B. 

Der Tragheitsindex J ist eine Zahl zwischen 0 bis n. A hat das 
Vorzeichen (— 1)’, B ist positiv; vom Vorzeichen abgesehen, sind A und 
B Produkte von lauter verschiedenen Primzahlen bzw. 1; B ist ungerade, 
in A kann unter Umstiinden die Primzahl 2 eingehen. — Im Falle n=2 
enthalt B niemals eine ungerade Primzahl, welche in A nicht vorkommt 
und von welcher — A quadratischer Rest ist, weil fiir jede solche Prim- 
zahl hier C, = 1 ist, und wenn — 4=1 (mod 8) ist, ist immer C, = 1 
und mu infolgedessen die Anzahl der in B vorkommenden Primzahlen mit 
der alsdann offenbar ganzzahligen GréBe = — I—j) zugleich gerade oder 


ungerade ausfallen; dabei soll 7 wieder die Anzahl der Primzahlen yon 
der Form 4/+ 3 aus A vorstellen. — Im Falle n = 1 ist B das Produkt 
aller derjenigen ungeraden Primzahlen p aus A, fiir welche = quadratischer 
Nichtrest von p ist. 

Zu jedem mit den vorstehenden Bedingungen vertriglichen Systeme von 
Zahlen n, I, A, B gibt es wirklich ein oder zwei Geschlechter ganzzahliger 
Formen von der zugehirigen Determinante ABB, und kénnen Reprasentanten 
dieser Geschlechter nach pp. 89—90 meiner vorher zitierten Arbeit [[diese 
Ges. Abhandlungen, Bd. I, 8. 76—77]] aufgestellt werden. 

Sie sehen hiernach, daB bei gegebener Variablenzahl und gegebenem 
Tragheitsindex stets unendlich viele verschiedene Typen von quadratischen 
Formen, die nicht rational ineinander zu transformieren sind, existieren, 
und daf von »=3 an die unendliche Anzahl dieser Typen in gewissem 


*) Mémoires présentés 4 l’Académie des Sciences de l'Institut de France, XXIX. 
Nr. 2. 1884. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 3—144, 
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Sinne durch eine Potenz von 2 ausgedriickt werden kann, deren Exponent 
die um 1 verminderte doppelte Anzahl aller natiirlichen Primzahlen ist. 

Man kann die Invarianten n, J, A, B einer zerfallenden quadratischen 
Form, d. h. einer solchen, welche als Summe zweier Formen mit. ver- 
schiedenen Variablen erscheint, stets durch die entsprechenden Invarianten 
ihrer Teile und umgekehrt die eines Teiles durch die der Form und des 
anderen Teiles darstellen. Néamlich die Zahlen n der Teile und ebenso 
die Zahlen I der Teile geben summiert die entsprechende Zahl der Summe; 
die Invariante A der Summe ist, von ihrem Vorzeichen (— 1)! abgesehen, 
das Produkt aller der Primzahlen, welche nur in einer der Zahlen 4 der 
zwei Teile vorkommen, und endlich ist (vgl. unten Gleichung (3)) die 
Zahl B der Summe das Produkt aller der Primzahlen von der Form 
47+ 1, welche nur in einer der Zahlen B der Teile vorkommen, und 
aller der Primzahlen von der Form 4/ + 3, welche entweder in beiden A 
und in beiden oder in keinem der B der Teile, oder in einem der B und 
zugleich in einem oder in keinem der A der Teile vorkommen. 

Halt man dieses Resultat mit dem Umstande zusammen, daf von 
m=3 an die Invarianten A und B vollig unabhingig voneinander sind, 
so ist insbesondere zu schlieBen, da man zu jeder Form f mit mehr als 
dret Variablen nach Belieben eine Form g mit drei Variablen weniger an- 
nehmen kann, welche nur, als Aggregat von soviel Quadraten reeller linearer 
Formen dargestellt, als sie Variablen besitat, weder mehr positive noch mehr 
negative Quadrate enthalten darf als f m einer entsprechenden Darstellung, 
und dap dann jedesmal ein Typus van rationalen Formen y mit drei Va- 
riablen existiert, so dap f rational in g+ 4% transformiert werden kann. 
Beispielsweise kann g = >'+ 4,2(h = 1, 2,..., — 3) genommen werden, 
wenn darin nicht mehr als J Koeffizienten — 1 und nicht mehr als » — J 
gleich 1 sind, wobei » und J sich auf f beziehen. — 

Bei der von Ihnen angeregten Frage nun handelt es sich nicht darum, 
ob zwei quadratische Formen sich direkt rational ineinander transformieren 
lassen, sondern ob vielleicht eine solche Transformation dadurch méglich 
gemacht werden kann, daB man die Formen noch mit geeigneten Faktoren 
versieht. Es ist also noch zu untersuchen, in welchen Punkten die Zahlen 
n, I, A, B der verschiedenen rationalen Multipla einer und derselben 
Form f alle miteinander iibereinstimmen und in welchen nicht. 

Je nachdem der Faktor, mit welchem man eine Form / multipliziert, 
positiv oder negativ ist, indert sich ihr Index J nicht, oder er geht in n — I 
iiber; in jedem Falle bleibt der absolute Wert von m— 2J unverandert; 
ich bemerke, daB » — 2J die Differenz zwischen der Anzahl der Quadrate 
mit positivem und der mit negativem Vorzeichen in emer Darstellung 
yon f als Aggregat von » Quadraten reeller linearer Formen ist. Wenn 
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gerade und I=~— ist, so behalt der Index selbst in jedem Falle seinen 


2 
Wert. 

Wir kénnen uns hier auf Hinzuftigung solcher rationaler Faktoren M 
zu f beschrinken, die, vom Vorzeichen abgesehen, Produkte von lauter 
verschiedenen Primzahlen sind, indem wir uns jeden rationalen quadra- 
tischen Faktor mit den Variablen der Form verschmolzen denken kénnen. 
Die Determinante von f nimmt in Mf den Faktor M” an. Wenn n gerade 
ist, so bleibt also ihr von quadratischen Teilern entbléter Kern A un- 
geandert; ist m ungerade, so gibt es unter allen diesen Vielfachen Mf ein 
einziges, dessen Determinantenkern 1 ist, nimlich die Form Af, und es 
wird dann die dieser Form zukommende Zahl B als Invariante der dio- 
phantischen Gleichung f = 0 zu betrachten sein. 

Um die hinsichtlich der Kinheiten C, obwaltenden Verhiltnisse klar- 
zulegen, mége mit d(p) oder 0 die Zahl 0 bzw. 1 bezeichnet werden, je 
nachdem die gerade betrachtete Primzahl p in der Zahl A von f nicht vor- 
kommt bzw. darin vorkommt. Unter c, soll dann die positive oder nega- 
tive Einheit verstanden werden, je nachdem die, p nicht mehr enthaltende 


> |+(n—-1)d 
Zale 1)=2 -p-°A quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist 


baw., falls p = 2 ist, die Form 8/-+1 oder 81+ 3 hat; endlich soll c 
ohne Index diejenige Hinheit vorstellen, welcher die ungerade Zahl 


(— 1)'?42-%® A modulo 4 kongruent ist; [+] bedeutet hier immer die 


gréBte in 5 enthaltene ganze Zahl. Wenn m gerade ist, so sind fiir alle 


Formen Mf die Zahlen 6 dieselben. Aus den spater fiir die Einheiten C 
aufzustellenden Gleichungen (vgl. unten (1) und (2)) wird nun unmittelbar 
zu schlieBen sein: 

Von der Einheit C, einer Form f unterscheidet sich die Se asa 
Einheit emer Form M, ye wenn M =p ist, wm den Faktor e,; wenn M zu p 


n—15d 


M 
relatiy prom ist, um den Faktor (5) oder fs 7 } je nachdem p ungerade 
oder 2 ist. Die Klammern bedeuten das Legendre-Jacobische Symbol, 
und zwar setze ich dasselbe hier fiir den Fall negativer Zahlen im Zihler 


wie im Nenner durch die Gleichung (5) =— (4) definiert voraus, so 


daB insbesondere fiir alle ungeraden gahlen N, fiir positive sowohl wie 


fiir negative, das Symbol (Fr |= (— 1) + a Hieraus folgt nun: 


1) Wenn gerade ist, so hat eine Hinheit C, dann und nur dann 
fiir alle OR Mf Blethen Wert, wenn p in A fiche vorkommt (d = 0) 


und ay quadratischer Rest von p bzw., wenn p = 2, yon 8 ist (¢,=1 
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baw.c=1 und ¢=1). Bezeichnet also B, das Produkt aller derjenigen 
von den hier in Betracht kommenden Pelateahlen fiir welche C,=—1 
ist, so stellt dieses B,, ebenso wie A, hier eine invariants der Gleichung 
f=0 vor. B, ist, von einem eyelicn Faktor 2 abgesehen, ein Divisor 
der friiher isan Zah] B; multipliziert man f mit allen auferdem 
noch in B vorkommenden ungeraden Primzahlen (d. h. fiir die 6 = 0, 


» = —1, C,=—1 ist) und noch mit der Primzahl 2, falls (— 1)? 4 =5 

(mod 8) (d.i. 02) =0, e=1, ec =—1) und 0, =—1 ist, so entsteht 
eine Form, die B,f heifen midge, welche unter den Vielfachen Mf die 
Kigenschaft besitzt, fiir méglichst wenige von den in A nicht yorkom- 
menden ungeraden Primzahlen, namlich nur fiir diejenigen aus B,, ein 
C,—=—1 au ergeben, und auch, wenn (— 1)? A = 1 (mod 4) ist, insofern 
dies tiberhaupt angeht, nicht ein C,=--1 zu liefern. 

Da die Zahlen A und B, Produkte von lauter verschiedenen Prim- 
zahlen sind, so sind die Werte dieser beiden Zahlen aus dem Werte der 
einen Zahl D = AB,B, zu entnehmen, welche, da B, zu A relativ prim 
ist, keine Primzahl in einer héheren als der zweiten Potenz enthalten 
wird. Der Wert dieser Zahl D ist auBer durch das Verhiltnis, in welchem 
die einzelnen Primzahlen von B, zu A stehen sollen, durch die bereits 
oben erwahnten, fiir die Hinheiten C, von vornherein gegebenen Be- 


ziehungen in der Weise beschrankt, daB, wenn (— 1)?.A =1(d.h.d=+1 
und 4(m — 2J) gerade) ist, die Anzahl der in B, auftretenden Primzahlen 
Pielcieh mit der Zahl 1(n—2D) gerade oder ungerade sein mu8, und 
daB im Falle n = 2 ee B, = 1 ist. 

2) Wenn m ungerade ist, so mége der Buchstabe D zur Bezeichnung 
der Invariante B der Form Af verwandt werden; diese findet sich dann, 
durch die Invarianten von f ausgedriickt, gleich A,B, wenn A, das Produkt 
aller derjenigen ungeraden Primzahlen aus A bedeutet, fiir welche C, = — ce, 
ist. Im Falle » =1 ist immer D = 1. 

Theorem I]. Wenn zwei Formen mit n Variablen und mit nichtver- 
schwindenden Determinanten in den absoluten Werten threr Zahlen n — 21 
und in ihren Invarianten D iibereinstimmen, so kann jede von thnen rational 
in ein rationales Vielfaches der anderen transformiert werden. 

Ich beweise diesen Satz, indem ich ihn auf den Satz 1 zuriickfiihre: 

1) Ist m gerade, so multipliziere man jede der beiden Formen mit 
ihrer Zahl B,, und falls die Indizes der Formen nicht gleich sind (also 
sich zu m erginzen und beziehungsweise unter und tiber }m liegen), noch 
eine der Formen mit —1. Man hat dann zwei Formen, 9, 7, welche 
gleichen Index und dasselbe A besitzen, und fiir alle in ihrer Zahl A nicht 
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aufgehenden ungeraden Primzahlen gleiche Hinheiten C, liefern, und tiber- 


dies, wenn (—1)? A = 1 (mod 4) (d. h. 62) = 0, ¢ = 1) ist, auch dasselbe 
C, ergeben; und es kommt darauf an, eine der Formen, etwa y, noch mit 
einem solchen positiven Faktor zu multiplizieren, daB eine Form entsteht, 
welche mit der anderen Form in allen Hinheiten C, tibereinstimmt. Ist 
nun M irgendeine zu 2D relativ prime, positive ganze Zahl, welche den 
Bedingungen geniigt, daB fiir jede in A aufgehende ungerade Primzahl p 


() =1 oder =—1 ist, je nachdem die Charaktere C, fiir m und » 
gleich oder verschieden sind, und daB, wenn nicht (— 1)? A=1 (mod 4) 


: 29?) : : : 
ist, das Symbol ( M1 ) =1 oder =— 1 ist, je nachdem » und wy gleiche 


oder verschiedene Charaktere C, haben, so kann bei My und ein Zweifel 
liber die Gleichheit der Einheiten C, nur noch hinsichtlich der in M auf- 
gehenden Primzahlen méglich sein. Die genannten Bedingungen fiir WM 
sind aber derart, daB man ihnen durch eine Primzahl gerecht werden 
kann, in welchem Falle es sich nur noch um den einen Charakter C,, 
handeln wird; und dieser wird dann fiir My und @ deshalb nicht ver- 
schieden sein kénnen, weil er sich fiir beide Formen in gleicher Weise 
durch das Produkt der tibrigen Charaktere C, ausdriicken abt. 

2) Ist m ungerade, so multipliziere man jede der vorgelegten Formen 
mit ihrer Zahl A, und man erhalt so zwei Formen, fiir die alle Bedin- 
gungen dafiir erfiillt sind, da8 sie sich rational ineinander transformieren 
lassen. 

Es mégen noch einige spezielle Folgerungen aus den Satzen I und 
II Erwahnung finden. 

Hine rationale Form kann dann und nur dann in _ irgendwelche 
negative, rationale Multipla von sich selbst rational transformiert werden, 
wenn ihre Variablenzahl m gerade und ihr Trigheitsindex gleich in ist. 

Eine Form f ist dann und nur dann in — f rational zu transformieren, 
wenn thre Variablenzahl n gerade, ihr Triigheitsindex gleich 4n ist und ihre 
Determinante keine Primzahl von der Form 41+ 3 in ungerader Potenz enthiilt. 

Durch welche quadratische Formen mit » Variablen kénnen von Null 
verschiedene, rationale Quadratzahlen dargestellt werden? Ist durch irgend- 
eine Form eine von Null verschiedene Zahl N darstellbar, so liBt die 
Form sich stets so rational transformieren, daB sie die Zahl N als ersten 
Koeffizienten erhalt, und dann geht sie bei dem ersten Schritte der ge- 
wohnlichen Methode, eine quadratische Form in EHinzelformen mit einer 
Variable zu zerlegen, tiber in Nx?+ einer Form, welche die Variable x 
nicht mehr enthialt. Es handelt sich also hier um die Kriterien fiir solche 
Formen mit » Variablen, welche sich rational transformieren lassen in 
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das Quadrat einer Variable + einer Form mit n —1 Variablen, und man 
findet: 

Von Null verschiedene rationale Quadrateahlen sind darstellbar durch 
jede nicht wesentlich negative Form mit 4 oder mehr Variablen; durch jede 
nicht wesentlich negative Form mit drei Variablen, deren Invarianten A und 
B auch bei Formen mit zwei Variablen vorkommen kénnen (die hierfiir zu 
erfiillenden Bedingungen s. oben); durch jede nicht wesentlich negative Form 
mit zwei Variablen, deren Invarianten A und B auch bei einer Form mit 
einer Variable vorkommen kénnen. 

Wann kann durch eine rationale Form f die Zahl Null rational dar- 
gestellt werden (natiirlich, ohne daB alle Variablen verschwindende Werte 
erhalten)? Hs sei f irgendwie in eine Summe von » Formen mit einer 
Variablen transformiert, und in einer Lisung von f = 0 etwa die Variable 
einer dieser Formen, welche Na? heifen mége, von Null verschieden und 
= 2, Die Form f besteht dann aus Nw? und einer Form mit n —1 
Variablen; durch letztere wird, wahrend durch f die Zahl Null dargestellt 
wird, die Zahl — Nw,” dargestellt, und diese Form 1a8t sich daher nach 
dem vorher Bemerkten rational transformieren in eine Form — Ny? + 
einer Form mit »— 2 Variablen. Da nun N(a2’— y”) stets in 2?— y? 
rational zu transformieren ist, so muB also f in w?— y?+ einer Form mit 
nm — 2 Variablen zu transformieren sein, wenn f= 0 ldsbar sein soll; so 
ergibt sich: 

Die Zahi Null ist rational darstellbar 

durch jede indefinite Form mit fiinf oder mehr Variablen, 

durch jede indefinite Form mit vier Variablen, deren Invariante D 
nur erste (keine zweiten) Potenzen von Primzahlen enthilt, 

durch jede indefinite Form mit drei Variablen, deren Invariante D 
gleich 1 ist, 

durch jede (indefinite) Form mit zwei Variablen, deren Invariante 
D=—1 ist. 

Betreffs der tiber die Gleichung aa? + by? + cz? =0 existierenden Lite- 
ratur sei auf die Vorlesungen iiber Zahlentheorie von Dirichlet, heraus- 
gegeben von Dedekind, II]. Aufl. Suppl. X [[IV. Aufl. Suppl. X, S. 418 ff]] 
verwiesen. Kriterien fiir die Darstellbarkeit der Zahl Null durch beliebige 
ternire Formen sind von H. J.S Smith*) ohne Beweis publiziert: die- 
selben sind dann spiter von Herrn A. Meyer**) begriindet worden. Ferner 
hat Herr Meyer***) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir 
- *) Proceedings of the Royal Society of London, XII, p. 110. (Collected Papers, 


vol. I, p. 410.) 
**) Crelles Journal fiir Mathematik, Bd. 98, S. 177. 
***) Mathematische Mitteilungen, Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesell- 


schaft in Ziirich, XXIX. 8. 209. 
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die Auflésbarkeit der Gleichung az?+ by?+ cz?+ du? = 0, doch in einer 
umstindlicheren Fassung als der hier gegebenen, aufgestellt und bewiesen, 
daB durch eine jede indefinite Form mit mehr als vier Variablen die Zahl 
Null rational darstellbar ist. — Endlich ist zu erwahnen, daB Hisenstein*) 
die Frage behandelt hat, welche terniren Formen sich rational in ein 
Multiplum von z?+ y?+ 2? transformieren lassen. 

Ich werde nun zunichst das Bildungsgesetz der Hinheiten C, ableiten. 


Jeder rationalen quadratischen Form f(%,, %,,..., “,) mit gebrochenen 
Koeffizienten kann in ganz bestimmter Weise eine aus ihr durch eine 
rationale Transformation abzuleitende Form mit ganzen Koeffizienten zu- 
geordnet werden, namlich, wenn N den Generalnenner der Koeffizienten 
von f bedeutet, die Form NNf, in welche f durch die Substitution 
x,=Ny, (h=1, 2,...,m) tibergeht. Wir koénnen uns deshalb auf die 
Betrachtung ganzzahliger Formen beschranken, und brauchen mit den- 
selben auch nur solche Transformationen vorzunehmen, durch welche wir 
wieder auf ganzzahlige Formen kommen. 

Ks ist klar, daB wir solche Funktionen einer quadratischen Form, 
welche fiir alle rationalen umkehrbaren Transformationen der Form in- 
variant sein sollen, nur unter den, das Geschlecht der Form definierenden 
Gré8en zu suchen haben; Gréfen namlich, die nicht einmal fiir alle Formen 
eines Geschlechts gleichwertig sind, erleiden immer schon bei gewissen 
rationalen Transformationen von der Determinante 1 Anderungen. 

Die Invarianten des Geschlechts einer quadratischen Form sind ihre 
Ordnung und ihre Charaktere. (Die nun zunichst folgenden Bemerkungen 
sind meinem Aufsatze ,Sur la théorie des formes quadratiques“ ent- 
nommen, den ich weiterhin kurz mit F. Q. zitieren will.)**) HeiBt die 


Form f 2% (Ayx = Ap); und sind alle Koeffizienten ganze Zahlen 


und die Determinante |a,,|= A von Null verschieden, so rechnet man zu 
den Bestimmungsstiicken der Ordnung der Form ihre Zahl n, ihren Trag- 
heitsindex J, ihre Determinante A, ferner die gré8ten gemeinsamen Teiler 
aller einreihigen, aller zweireihigen usw. bis aller (n — 1)-reihigen Unter- 
determinanten von | @,,|— diese Teiler mégen der Reihe nach dy, d,,..., d,_¢ 
heifen, endlich diejenigen gréBten gemeinsamen Teiler, welche an die 
Stelle dieser Teiler treten, wenn von den betreffenden Unterdeterminanten 
die unsymmetrischen mit dem Faktor 2 multipliziert genommen werden 


*) Journal de Liouville. XVII. 1852. S. 473. 


“*) In [[ ]] fiigen wir diesen Zitaten den entsprechenden Hinweis auf die in 
diesen Gesammelten Abhandlungen, Bd. I, S. 3—144, verdffentlichte deutsche Aus- 
gabe hinzu. (Anm. d, Herausg.) 
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— diese letzteren Teiler bezeichne ich mit OfAG Os dist O22, se, BO 
daB eine jede Zahl 6, gleich 1 oder gleich 2 ist; ich setze noch A = (—1)'d,_ 
und 6,=1,6,=1. Die durch die Gleichungen 

Cd OP oe ero, (A=1, 2,...,.n—1) 
bestimmten » — 1 GréBen 0, erweisen sich immer als ganze Zahlen (F. Q., 
p- 6 [[S. 13]]), und ferner sind die Zahlen 6, immer so beschaffen, daf ein 
Produkt 6,_,0,6,,, ungerade ist, sowie 6,—=2 ist, und durch 4 teilbar, 
sowle 6,_,= 2 oder 6,,,—2 ist (F. Q, p. 31 [[S. 31]]). 

Die Charaktere sind GréBen, die in Gestalt Legendrescher Symbole 
auftreten, also Hinheiten + 1; ihre Werte kénnen, wie ich F’”. Q. artt. VII-IX 
[[S. 45—70]] gezeigt habe, ausnahmslos erschlossen werden aus den Werten 
der verschiedenen Summen*) 


1 


sxiaflerty.ytr) (%,=21,2,...,.N 
f(@, N)=>'e a Lomita al 
in welchen N und @ zueinander relativ prime ganze Zahlen bedeuten und 
die Variablen Restsysteme modulo N zu durchlaufen haben; e ist hier die 
Basis der natiirlichen Logarithmen, z die Ludolphsche Zahl, i=/—1. Die 
Werte solcher Summen f(«,N) hingen offenbar nur von den Resten von f 
in bezug auf die Moduln WN ab. 
Indem man die Betrachtungen, welche F. Q., p. 60 beziehungsweise 
p. 65 [[S. 54 und 58]] abgebrochen sind, fortfiihrt, gelangt man in betreff 
dieser Summen insbesondere zu folgendem wichtigen Resultate: 


Zu jeder Primzahl p gehort eine gewisse Hinheit C, von solcher Art, 
dap fiir jede Potenza p', welche nicht niedriger als die in = auf- 


n—-1"n-2 
gehende Potenz von p ist, und jede beliebige zu p relatw prime Zahl a, wenn 
noch p? die hichste in A enthaltene Potenz von p bedeutet und die Einhetten 
c, und c im der bereits oben festgesetaten Beziehung zur Determinante stehen, 


die Gleichung gilt: wenn p ungerade ist, 
pd +nt_4\9 a+nt 


(1) fe 2) = (an) Ope Vp ts 


P 


wenn p = 2 ist, 
O+nt+n 


(2) fla, 25) = (TF) a9) (eye oo 


a 


Die erste Klammer auf der rechten Seite ist jedesmal ein Legendresches 
Symbol. Ich bemerke noch, daf o,_,d,_, den gréBten gemeinsamen Teiler 


, A 0A 
der simtlichen Zahlen J und 2.7 — (h +k) vorstellt. 
Gyr pk 
*) Diese Summen bilden auch den Gegenstand des Aufsatzes von Herrn H. Weber: 
Ueber die mehrfachen GauBschen Summen, Crelles Journal, Bd. 74, 8, 214—256, 
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Da fiir solche ungerade Primzahlen, welche in der Determinante A 
nicht vorkommen, der Exponent ¢ in (1) bereits gleich Null genommen 
werden darf, so ist fiir alle diese Primzahlen offenbar C, = 1. Uberhaupt 
haben wir hier diejenigen EHinheiten vor uns, von welchen oben die Rede 
gewesen ist, wenn wir nur noch festsetzen, daB unter den Kinheiten C, 
einer Form f mit einem Generalnenner N>1 die entsprechenden Hin- 
heiten der ganzzahligen Form NNf verstanden werden sollen. 

DaB eine jede der vorstehend definierten Hinheiten C, ungeandert 
bleibt bei allen solchen rationalen umkehrbaren Transformationen von f, 
bei welchen Determinante und Generalnenner zu der betreffenden Prim- 
zahl p relativ prim sind, und welche aus f wieder ganzzahlige Formen 
hervorgehen lassen, ist ohne weiteres ersichtlich. Denn da durch solche 
Transformationen aus zwei, fiir einen Modul p’ inkongruenten Systemen 
der Variablen von f immer wieder inkongruente Systeme der neuen 
Variablen, und also aus volistaindigen Restsystemen in bezug auf einen 
Modul p’ wieder solche Systeme entstehen, so erfahren dabei die Summen 
f(a, p') keine Veriinderung, nnd da offenbar auch die Potenz p® sich nicht 
andert, so behalt auch die Hinheit C, ihren Wert bei. 

Sehen wir nun zu, wie diese Hinheiten C, zu berechnen sind. Zer- 
fallt eine Form f, in bezug auf einen Modul p’ betrachtet, in die Summe 
zweier Formen, f’, f’, mit verschiedenen Variablen, so ist jede ihr zu- 
gehérige Summe f(a, p’) das Produkt der analogen Summen fiir f’ und /”, 
und so folgt aus (1) fiir ein ungerades p: 


ey 
(3) Coa Tet "CMOS 
und aus (2) fiir p = 2: 
eo ee 
(4) Cell : Be POS CS 


die gestrichelten Buchstaben sind auf die Formen f’ und f” zu beziehen. 

Nun kann man jede Form f, wenn von ihren Zahlen 0,, 0,,..., 0,_4 
im ganzen 4—1 durch eine Primzahl p teilbar sind, durch héchstens 
nm —A Substitutionen, welche darin bestehen, daB sie eine Variable um 
eine zweite vermehren, und héchstens » — 1 Substitutionen, welche darin 
bestehen, da sie zwei Variablen miteinander permutieren und gleichzeitig 
eine derselben mit — 1 multiplizieren, in eine solche Form q transformieren, 
in welcher die aus den ersten h = 1, 2, ..., nm —1 Horizontal- und Vertikal- 
reihen der Determinante gebildeten Unterdeterminanten méglichst niedrige 
Potenzen von p als Faktoren haben, d. h. Werte o,d,_,, besitzen, in 
denen die Zahlen gy, zu p relativ prim sind (F. Q., p. 36 [[S. 35]]); es 
werde noch gy, =1, g, =(—1)! gesetzt. Hine derartige Form m nenne 
ich eine Grundform in bezug auf p, und eine Grundform kann weiter fiir 
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jeden Modul p’ mit Hilfe von solchen Substitutionen, in deren Determinante 
alle Glieder links von der Diagonale Null und alle Glieder in der Diago- 
nale 1 sind und welche daher die Werte der Zahlen o, d,_19;, (h=1,2,..., 2) 
sémtlich ungedndert lassen, in sogenannte Hawptreste umgewandelt, d. h. 
dergestalt transformiert werden, daB sie modulo p! in eine Summe yon 
Formen mit einer Variable oder, wenn p = 2 ist, in Formen mit einer 
Variable und Formen zweiter Art mit zwei Variablen zerfallt. Bringt 
man dann die Formeln (3) und (4) in Anwendung und benutzt zugleich 
die bereits oben auseinandergesetzten und nun aus (1) und (2) fast un- 
mittelbar zu entnehmenden Relationen, welche die Hinheiten C, aweier 
Formen verbinden, die rationale Vielfache voneinander sind, so wird man 
in letzter Instanz auf die Kinheiten C, der Form xa gefiihrt, die sich 
simtlich gleich 1 erweisen (vgl. Gau8, Summatio quarumdam serierum singu- 
larium, Werke, Bd. II), und auf Hinheiten (, ftir Formen wxx+ pay+yyy 
mit ganzen a, 6, y und ungeraden f, die ebenfalls gleich 1 sind (7. @Q., 
pp. 57—59 [[S. 51—53])). 

Die Exponenten der in den Zahlen d,, 0,, 0,, ..., 0,_, der Form f 
aufgehenden Potenzen von p mégen vp, @,, W:,..., @, _, hei®en, und es 
werde noch gesetzt v4, + 0, +@,+:--+a,=—v, (h=1, 2,...,n—1); 
ferner mégen mit D, (h=1, 2,..., ) diejenigen, zu p relativ primen 
Zahlen bezeichnet werden, die sich ergeben, wenn die Zahlen 6,d,_,9, 
einer mit f aquivalenten Grundform qg in bezug auf p von ihren Potenzen 
von p befreit werden. Die aus einer solechen Grundform entstehenden 
Hauptreste lauten dann, wenn p ungerade ist (2. Q., p. 34 [[S. 34]]): 
(8) PhD at tyr Btag +--+ prt p”* x2 (mod p), 


n—-1 


und man findet auf dem soeben angegebenen Wege: 


ie ee )( Di, ieee ae ical oe 
z (era pines soe Dey k=0,1,...,4—1 
Wenn p=2 ist, so kénnen die aus einer Grundform entspringenden 
Hauptreste so geschrieben werden: 

oy —1 2 9 
® Dry hs 

(A=1; 0, ~1=1) 

P D we Dr—-1 
bzw. g-1t3 (ba! PCT ot Oe aa ts A oat) (mod 2°), 


(9, = 25 O,-y=1, On 41=1) 


worin die bina’ren Formen denjenigen GréBen 6, entsprechen, welche 
gleich 2 sind (und welche immer die Relationen 6,_, = 1, 4 ees 1 und 
— D,_,=D,,1 (mod 4) im Gefolge haben), und wobei die u, in diesen 
biniren Formen beliebige ungerade Zahlen bedeuten; man erbilt dann: 
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~yfeq (2 Dy ota ee ene 
Sy gK Hille aay jee FP (=e) PE Ca) 
= 1,2,2..,2=1) 

Fiir die Gesamtheit dieser Einheiten C, besteht eine Beziehung zur 
Determinante von f, die sich folgendermafen herleiten l48t. Man kann 
zu f immer solche aquivalente Formen g finden, welche sowohl fiir die 
Primzahl 2 wie fiir alle in der Determinante von f aufgehenden ungeraden 
Primzahlen Grundformen sind und in welchen auBerdem je zwei auf- 
einanderfolgende der Zahlen ,, 92, ---, P,-, Zueinander relativ prim 


sind (F. Q., p. 83 [[S. 72]]). Fiir solche Formen q fiihren die quadra- 
tischen Kongruenzen: 


0, 30, O54 PRU Pha X,? (mod 6,79,), (h=1, 2,...,m—1) 
welche leicht aus einem bekannten Determinantensatze zu erschlieSen sind, 
zu Gleichungen: 

=the AOA an Oe 

( h a Piss) — 1; (h=1, 2,....%—1) 
die ¢, sollen hier die Vorzeichen der Groen gp, vorstellen; und das Produkt 
dieser » — 1 Gleichungen kann durch wiederholte Anwendung des quadra- 
tischen Reziprozitatsgesetzes, wenn man noch zu Hilfe nimmt, daB der 


Tragheitsindex ZI mit der Anzahl der Zahlen —1 in der Reihe «, =, 
8s (eit : 


a i deniseh ist, und wenn man mit 7 die Anzahl der in der 
2 


at 
Determinante von f in ungeraden Potenzen aufgehenden Primzahlen von 
der Form 41+ 3 bezeichnet, in die Relation umgewandelt werden: 


(7) IIc eee a at) tle eal 


wo das Produkt tiber die Primzahl 2 und alle in der Determinante yon f 
vorkommenden ungeraden Primzahlen zu erstrecken ist und noch iiber 
beliebig viele weitere Primzahlen ausgedehnt werden kann; die eckige 
Klammer bedeutet das Symbol fiir gréBte ganze Zahlen. 

Diese Relation verhilft uns nun zu dem noch fehlenden Nachweise, 
da eine Hinheit C, auch bei allen solchen rationalen umkehrbaren Trans- 
formationen von f in andere ganzzahlige Formen ungeindert bleibt, bei 
welchen nicht sowohl Determinante wie Generalnenner zu p relativ prim 
sind. Hine jede solche Transformation la8t sich nimlich, worauf ich sofort 
noch naher eingehen werde, darstellen als Produkt aus einer ersten Trans- 
formation, in deren Determinante und Generalnenner die Primzahl p aus- 
schlieBlich eingeht, und aus einer zweiten Transformation, in welcher 
Determinante und Generalnenner zu p relativ prim sind. Fiihrt die ganze 
Transformation die Form f wieder in eine ganzzahlige Form iiber, so 
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muB solches auch die erste Teiltransformation tun, weil die zweite nicht 
imstande sein wiirde, einen durch die erste in f hineingebrachten General- 
nenner wieder herauszuschaffen. Die erste Teiltransformation iindert C, 
nicht, weil sie nach dem bereits Bewiesenen nur diese Kinheit allein ander 
kénnte, nun aber infolge von (7) eine einzelne solche Kinheit sich nicht 
andern kann; die zweite ist auf C, sicher ebenfalls ohne Einfluf, also gilt 
dasselbe von der ganzen Transformation. 

Von der Gleichung fiir das Produkt aller Einheiten C,, laBt sich noch 
eine interessante Anwendung machen. Stellt man eine pontine Zahl N, 
in ihre verschiedenen Primzahlpotenzen zerlegt, in der Form N = [[p’' dar, 
so ist nach I. Q., p. 52 [[S. 48]]: 


fe, N) = [J f(z, v')- 


Bringt man diese Relation mit den Gleichungen (1), (2) und (7) in Ver- 
bindung, so folgt: 

44 
d 


On—1 Un —2 


Fir jeden positiven Modul N, welcher durch teilbar ist, und 


fiir beliebige zu ihm relativ prime Zahlen « ist: 


2niaf (x, ay +++5 Xp) 
e N 


_ olan ES cel yaya 


Cas Ds kegs 3) 

h=1,2,...,% 

Die erste Klammer auf der rechten Seite bedeutet das Legendresche 
Symbol. Bemerkenswert ist namentlich, daB diese Summe nur yon der 


Determinante A und dem Reste von J (mod 4) abhiangt, im tibrigen aber 
yon den Charakteren der Form f vollig unabhiangig ist. 


Wegen des soeben herangezogenen Hilfssatzes tiber die Zerlegung 
beliebiger rationaler Transformationen in solche, deren Determinante und 
Generalnenner nur durch eime Primzahl aufgehen, kann auf die Aufsitze 
von Smith ,,On systems of linear indeterminate equations and con- 
gruences“*) und von Frobenius tiber die ,,Theorie der linearen Formen 
mit ganzen Koeffizienten“**) verwiesen werden; doch sind vielleicht auch 
die folgenden Bemerkungen tiber jenen Satz nicht uninteressant. Hs ge- 
niigt offenbar, wenn man die in Rede stehenden Zerlegungen fiir ganz- 


*) Philosophical Transactions, vol. 151. 1861. (Collected Papers, vol. I, p. 367.) 
**) Crelles Journal, Bd. 86. 
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zahlige Transformationen auszufiihren imstande ist, da man einen etwa 
vorhandenen Generalnenner jederzeit in angemessener Weise in Faktoren 
zerlegen und diese dann unter die Teiltransformationen verteilen kann. 
Jede ganzzahlige Transformation lat sich nun immer (und zwar auf un- 
endlich viele Arten) darstellen als Produkt aus einer solchen ganzzahligen 
Transformation, fiir welche alle Elemente, die in ihrer Determinante rechts 
von der Diagonale stehen, Null sind und die ich deshalb fiir einen Moment 
eine rechts reduzierte Transformation nennen will, und einer ganzzahligen 
Transformation von der Determinante 1; dieses erhellt aus dem Umstande, 
daB man eine jede ganzzahlige Determinante auf die in Frage kommende 
Gestalt in der Weise bringen kann, da® man in ihr wiederholt Vertikal- 
reihen zueinander addiert oder voneinander subtrahiert. Das Produkt 
zweier rechts reduzierter Transformationen: 


| pa | (p,*=0, h<k) und lan" | (@,'=0, h<k) (h, k=1, 2,...,m) 


ist nun immer wieder eine rechts reduzierte Transformation: 


; ; [73"| (r,°=9, h<k), (h, k=1,2,..., ) 
und zwar ist fiir diese: 
h=1,2,...,” 
rpg, ft = DP go. | amd, ek eel 
é=0, 1... 4 


Umgekehrt ersieht man aus diesen Gleichungen, daB jede rechts reduzierte 
Transformation in zwei andere zerlegt werden kann, sowie fiir die Zahlen 
r. ihrer Diagonalreihe eine Zerlegung in Zahlenpaare P, a, von solcher 
Art vorliegt, da ein jedes p, zu q, j qs 3 eG gies relativ prim ist; denn 
alsdann kann man der Reihe nach fiir d=1, 2,..., h—1 alle GréBen 
i pee als ganze Zahlen finden, indem man immer zuerst p, 4 der 
Kongruenz 


d-1 
h—d a ee a Pr = it 
=a = h 
ae oP (mod p,’) (h=d+1,d+2,...,n) 


gema wahlt und hernach 


ad 
. fr Re 
= =1 
q,° = z (h=d+1,d+2,...,n) 


setzt. Beispielsweise kann man fiir die Zahlen p,* die héchsten in den 
Zahlen 7,” tiberhaupt aufgehenden Potenzen irgendeiner Primzahl p nehmen, 
wodurch man auf die fiir uns wichtige Zerlegung kommt. 
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Mit dem Nachweis der invarianten Natur der Einheiten C, ist zu- 
gleich die Existenz der oben vermittels dieser Einheiten anes Zahl B 
sichergestellt, und es eriibrigt nur noch zu zeigen, daB in der Tat mit 
den Zahlen n, I, A, B das System derjenigen Funktionen einer quadra- 
tischen Form, welche bei allen rationalen umkehrbaren Transformationen 
der Form ungeandert bleiben, vollstindig erschépft ist. 

Zu dem Ende gehe ich wieder von irgendeiner ganzzahligen qua- 
dratischen Form f aus, und ich suche dieselbe rational in eine ganzzahlige 
Form mit méglichst kleiner Determinante zu transformieren. Es fragt 
sich, kann dabei ein bestimmter Primfaktor p der Determinante in Wegfall 
kommen oder nicht. 

Es sei zunachst p eine ungerade Primzahl. Man bestimme irgend- 
eine mit f quivalente Grundform in bezug auf p; aus einer solchen folgt 
fiir einen jeden Modul p‘ ein Hauptrest von dem unter (5) angegebenen 
Typus; es werde eine solche Potenz p’ gewahlt, welche die zu f gehdérige 
Potenz p”~1 tiberschreitet. Sowie dann in dem betreffenden Hauptreste (5) 
einer der Hxponenten v,_, sich > 2 erweisen sollte, kann derselbe um 2 
verringert werden, dadurch da8 man die zugehérige Variable dem p'" 
Teile einer neuen Variable gleich setzt, bei welcher Operation alle Koeffi- 
zienten des Hauptrestes ganze Zahlen bleiben werden. Indem man diese 
Reduktion so oft als anginglich wiederholt und am Schlusse nétigenfalls 
noch eine Umstellung der Variablen vornimmt, kommt man zu einer Form 
mit einem Reste: 


a6," eee ote Wee noe tm aif I cane le eee ero ala On En) (mod p’), 


worin alle w, zu p relativ prim sind. Die Determinante dieser Form ent- 
hilt genau die Potenz p” als Faktor, und m ist eine Zahl zwischen 0 
und ». Ob m gerade oder ungerade ausfallt, wird davon abhingen, ob 
die Primzahl p in der Zahl A von f nicht enthalten war (d = 0) oder in 
ihr vorkam (6 =1). Die Hinheit C, erhalt hier den Ausdruck 


Loree , 
(8) ( 1) eae *). 


Im Falle n = 2 ist daher, sowie p in A nicht vorkommt und — A quadra- 
tischer Rest von p ist, immer C,=1 (namlich sowohl fiir m—2 wie 
fiir m = 0). 

Die erhaltene Form kann nun unter Umstinden so transformiert 
werden, da® an die Stelle yon m eine kleinere Zahl tritt. Hat man naim- 


lich eine binare Form A 
a ) (mod p*) 
0 pp 
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(ich bezeichne hier die Form durch das quadratische Schema ihrer Koef- 
fizienten), in welcher « und 6 zu p relativ prim sind, und ist — «8 quadra- 
tischer Rest von p, so kann man eine Zahl 7 finden, so daB w + By” 


durch p, aber nicht durch p* aufgeht, und jene Form verwandelt sich 


Ding Ord tye 
durch die Substitution : in eine andere Form, deren Deter- 


1 0 


minante genau die Potenz p* enthalt, von der sich aber der quadratische 


Faktor p? ablést, den man durch die Substitution ? 


0 
kann; es resultiert dann eine Form, deren Determinante tiberhaupt nicht 
durch p aufgeht und welche wieder eine Grundform in bezug auf p ist. 

Ist aber in jener binéren Form — «af quadratischer Nichtrest von 


0 
as | beseitigen 


p, so fallt « + By? (mod p) fiir alle e = modulo p inkongruenten und 


von Null verschiedenen Quadrate 7? von Null und von @ verschieden aus, 
und muB8B deshalb fiir mindestens eines dieser 7 einen anderen quadra- 
tischen Charakter in bezug auf p liefern als a. Durch die a dem be- 

ird dann aus (”” ) : 
wir je iy: (mod p?) 
eine Grundform in bezug auf p, die sich in einen analogen Hauptrest 
tiberfiihren laBt, in welchem aber die anstelle von « tretende Zahl einen 
anderen quadratischen Charakter in bezug auf p hat als a. Aus dieser 
letzten Bemerkung ersieht man, dab, wenn die Zahl m oben > 3 ist, man 
es immer so einrichten kann, daB unter den letzten m Zahlen a, sich 
zwei solche befinden, deren negativ genommenes Produkt quadratischer 
Rest von p ist, und welche also zu der vorher beschriebenen Reduktion 
Gelegenheit bieten. Ob dann, wenn m gerade und bereits auf 2 gebracht 
ist, jene Operation noch einmal anwendbar erscheint, ob also die Prim- 
zahl p durch rationale Transformation aus der Determinante ganz heraus- 
geschafft werden kann oder aber die Determinante immer durch p? teil- 
bar bleiben muf, wird davon abhingen, ob C,=1 ist oder =—1. Man 
sieht demnach, daf, je nachdem die Determinante von f eine gerade 
Potenz von p enthalt und C, = 1 ist, oder sie eine ungerade Potenz von 
p enthalt, oder eine gerade und C,=—1 ist, man von f zu einer Form g 
gelangen kann, deren Determinante iiberhaupt nicht durch p aufgeht, oder 
den Faktor p enthilt, oder den Faktor p*. Fiir diese Form g existieren 
dann auBer c, und C, keine weiteren quadratischen Charaktere in bezug 
auf die Primzahl p. Denn alle derartigen Charaktere miiBten sich, wie 
bereits oben bemerkt wurde, aus den Werten der dieser Form zugehérigen 
GauBSschen Summen g(a, p‘) erschlieBen lassen; fiir diese gilt hier aber 
bereits von ¢=1 an (in dem ersten der drei unterschiedenen Falle sogar 
von ¢ = (0 an) die Formel (1). 


10 
treffenden 7 gebildete Substitution | 1 
a] 
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Mit der so gewonnenen Form kénnen nun entsprechend den weiteren 
in ihrer Determinante etwa enthaltenen ungeraden Primzahlen analoge 
Operationen vorgenommen werden, und Potenzen dieser Primzahlen nach 
Moglichkeit aus der Determinante entfernt werden. (Bis man dabei zur 
Betrachtung einer bestimmten Primzahl p gekommen ist, hat man lauter 
Substitutionen angewandt, deren Determinanten zu dieser Primzahl relativ 
prim sind, und sind deshalb die auf diese Primzahl beziiglichen Potenzen 
pr-1(h = 1, 2,...,m) von f vollig unberiihrt geblieben.) 

Jetzt betrachte ich das Verhiltnis der vorgelegten Form f zur Prim- 
zahl 2. Ks werde zu f oder zu einer der spiteren Formen eine aquiva- 
lente Grundform in bezug auf 2 aufgesucht; aus einer solchen entspringt 
fiir jeden Modul 2‘ ein Hauptrest von dem unter (6) angegebenen Typus, 


2a 
welcher aus Formen mit einer Variable und aus bindren Formen 2?- ( B i 
Be 
mit ungeraden 6 und « zusammengesetzt erscheint. Hine jede dieser 


1 0 
binaren Formen geht durch die Substitution ie 9 in eine Grundform in 


bezug auf 2 iiber, deren zugehdrige Hauptreste sich noch weiter in je 


zwei Hormen mit einer Variable auflésen. Man kann so zu einer Grund- 
form in bezug auf 2 gelangen, welche in bezug auf Moduln 2‘ Haupt- 
reste ergibt, die in lauter Formen mit einer Variable zerfallen, und von 
diesen Hauptresten kommt man, ahnlich wie bei ungeraden Primzahlen, 
zu Formen mit Resten: 


ep Per + Sp nop om te nomeise-msit + %s,) (mod 16), 


worin alle «, ungerade sind. Hier erhilt die Hinheit C, den Ausdruck 
h n n hee @,—-1 a,— 
(9) (— ni “ [3 (Z] ee a ) ae (— *~ - ) A 
(faan dsb, 
k-=1,2,...,4—1 


AT to Peat 
Um eine miglichst kleine Zahl m zu erzielen, bemerke ich zunichst, 


) (mod 8), in welcher « und # ungerade 
Ba Oolecilsts O 
Toy tT} 0.2 


Form mit dem quadratischen Faktor 4 tibergeht; entfernt man diesen 
1 


Gorexeabigiv® Noun (i. oa: 
a eine inare orm i, 2B 


und «=f (mod 4) ‘ist, durch die Substitution in eine 


durch die Substitution , |» 80 bleibt eine Grundform in bezug auf 2 


2 
mit ungerader Determinante tibrig, die gleichfalls zu zerfallenden Haupt- 
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resten, aber mit ungeraden Koeffizienten in der Diagonale Veranlassung 
gibt.. Diese Reduktion ist immer méglich, wenn m > 3 ist, weil dann 
unter den m letzten Zahlen «, sich immer mindestens zwei modulo 4 
kongruente finden miissen. Ist man so in den Fallen »>3 und, wenn 
m gerade ist, bis zu einem m= 2 gelangt, und ist diese Reduktion dann 
zunichst nicht weiter moglich, so kann man aus dem Hauptreste, den 
wa (mod 16) mit un- 
0 26 


geraden Zahlen « und $B herausnehmen, und ein solcher geht durch die 


man gerade vor sich hat, gewif einen Teilrest ( 


Substitution 


0 : 
; | in eine Grundform tiber, welche Hauptreste ergibt, die 


anstelle der Zahl 8 ungerade Zahlen von anderem quadratischen Cha- 
rakter in bezug auf 4 als 6 enthalten, wodurch die beschriebene Reduk- 
tion noch einmal anwendbar wird. So kann man in den Fallen n>3 
von f stets zu einer Form g gelangen, deren Determinante entweder un- 
gerade ist oder den Faktor 2 héchstens einmal enthalt, und zwar zu einer 
solchen Form, welche auch ungerade Zahlen darstellt. 

Im Falle » = 2 wiirde die hier benutzte Methode zur Verringerung 
der Zahl m ihren Dienst bei einem Reste es : 
fiir welchen — «f =1 (mod 4) ist. Ist dann — #6 =1 (mod 8), so kann 
man eine Zahl 7 finden, so dai «+ 6? durch 8, aber nicht durch 16 
LEO (P20 

1 | | 08 
einen Rest tiber, von welchem sich der quadratische Faktor 16 rational 
abtrennen lat, so daB eine Form g iibrig bleibt, die in einen Hauptrest 
mit emer Zahl m=O iiberzufiihren ist. In diesem Falle, also wenn 
— A=1 (mod 8), ist daher immer C, = 1. 

Hat man aber — A =5 (mod 8), so sind die Falle m =0 und m=2 
wesentlich verschieden, und der erste ist mit C,=1, der zweite mit 
C,=-—1 verbunden. Auch der im zweiten Falle sich ergebende Rest 
(¢ _ (mod 16), —ofB=5 (mod 8) kann in eine Form g mit un- 
gerader Determinante transformiert werden, nimlich durch die Substitu- 
1505) 2) Lg0 
tel) 082 
ist dann aber notwendig von der zweiten Art (sie stellt nur gerade 
Zahlen dar). 

Die Formen g, auf welche man so in jedem Falle kommt, deren 
Determinanten nicht durch 4 aufgehen, besitzen auBer den Einheiten Che: 


(mod 16) versagen, 


in 


aufgeht, und dieser Rest geht durch die Substitution 


tion 


und nachherige Abtrennung des Faktors 4; diese Form 
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und C, keine weiteren Charaktere in bezug auf die Primzahl 2, wie aus 
dem Umstande zu entnehmen ist, da® fiir sie die GauBschen Summen 
g(«, 2‘), soweit dieselben fiir ein ¢>0 sich noch nicht der Formel (2) 
anpassen, einfach Null sind. 

Fassen wir alle diese Resultate zusammen, so ist in der Tat gezeigt, 
daB jede vorgelegte Form f rational in eine Form eines durch ihre 
Zahlen A und B véllig bestimmten Geschlechts von der zu diesen Zahlen 
gehérigen Determinante ABB (B bedeutet den Quotienten aus B und 
dem gré8ten Divisor von A und B) transformiert werden kann, und 
zwar, mit Ausnahme des Falles n= 2, — A4=5 (mod 8), C,=—1, in 
eine Form der ersten Art. 

Wenn > 2 ist, kann unter Umstiinden noch ein zweites Geschlecht 
von der Determinante ABB und mit denselben Invarianten J, A, B vor- 
handen sein, naémlich wenn diese Determinante und diese Invarianten ganz- 
zahligen, uneigentlich primitiven Formen angehéren kénnen; die Haupt- 
reste dieses Geschlechts in bezug auf Moduln 2‘ mtiBten dann aus lauter 


Formen (Cs P 
B 2y 


2a mit ungeradem « zusammengesetzt sein, was zu den Bedingungen 
n=0, A=1 (mod 2), c=1, = C, oder n=1, A=0 (mod 2), = C, 
fiihren wiirde. Haben diese Beziehungen statt, so existiert jenes zweite 
Geschlecht wirklich, und wahlt man dann, was fiir » > 2 immer méglich 
ist, einen jener Hauptreste so, da die Zahl y in irgendeinem seiner 
biniren Teilreste durch 2, aber nicht durch 4 aufgeht, so kommt man 
durch eine mit den Variablen dieses Teilrestes vorgenommene Trans- 
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ZUR GEOMETRIE DER ZAHLEN 


VII. 


Uber die positiven quadratischen Formen und iiber 
kettenbruchihnliche Algorithmen. 


(Crelles Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 107, S. 278—297.) 


Die wesentlich positiven quadratischen Formen verdienen und ge- 
statten eine besondere Behandlung durch den Umstand, daf sie die ein- 
fachsten Formen sind, bei welehen durch den Wert der Form zugleich 
die Werte simtlicher Veranderlichen begrenzt sind. Aus diesem Grunde 
erscheinen sie als ein naturgemaSes Hilfsmittel fiir die Untersuchung von 
Reihen diskreter GréBen, und in diesem Sinne sind sie namentlich von 
Herrn Hermite zu wiederholten Malen mit bedeutendem Erfolge ver- 
wendet worden. 

Wenn ihren Koeffizienten auch ganz beliebige reelle Werte, nicht 
durchaus rationale beigelegt werden, so stellen sie doch immer geeignete 
Formen fiir Zahlen vor, d.h. es hat einen Sinn, die Unbestimmten in 
ihnen auf die Reihe der ganzen Zahlen zu beschriinken. Bei einer solchen 
Auffassung kénnen diese Formen im speziellen als der analytische Aus- 
druck gewisser einfacher geometrischer Gebilde gelten, der parallelepipe- 
disch angeordneten regelmifigen Punktsysteme, und es miissen irgend zwei 
Formen als iquivalent betrachtet werden, welche auseinander durch lineare 
Substitutionen mit ganzzahligen Koeffizienten und von einer Determinante 
+ 1 hervorgehen. 

Nun entsteht die Aufgabe, eine Vereinigung iquivalenter Formen, 
eine Klasse, vollstiindig durch Invarianten zu charakterisieren. Lrst fiir 
binare Formen hat durch die Untersuchungen von Herrn Kronecker 
diese Aufgabe insofern eine vollkommene Lésung gefunden, als hier in 
hinreichender Anzahl invariante Bildungen als explizite Funktionen eines 
beliebigen Elements der Klasse und in einer Gestalt, welche die In- 
yarianteneigenschaft unmittelbar in Evidenz treten laBt, gewonnen sind 
Ahnliche Aufschliisse hinsichtlich der Formen mit héherer Variablenzahl 
mégen aus den jiingsten Arbeiten dieses Forschers zu erwarten sein. 

Indes ist die genannte Aufgabe einer Lésung noch in einem anderen 
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Sinne fahig. Gelingt es, aus den unendlich vielen Formen einer Klasse 
durch bestimmte Bedingungen eine einzige auszusondern, so stellt eine 
solche sogenannte reduzierte Form gewissermafen ebenfalls ein vollstan- 
diges Invariantensystem der Klasse vor, nur da der Ausdruck dieses 
Systems von irgendeiner gegebenen Form der Klasse auch jedesmal erst 
durch ein gewisses besonderes Verfahren (das dafiir aber nur arithmetische 
Operationen in beschrankter Zahl erfordern darf) hergeleitet werden kann. 

In solcher Art hat Lagrange*) die Theorie der binairen quadrati- 
schen Formen in Angriff genommen und zu einem glanzenden Abschlusse 
gebracht. Seine Resultate iiber die definiten Formen erhielten durch 
Legendre**) eine Fassung, welche wohl auf ihre Verallgemeinerungs- 
fahigkeit hinweisen konnte. 

Aus der fiinften Sektion der ,,Disquisitiones arithmeticae“ entnahm 
Seeber***) die Anregung zu einem Studium der analogen Fragen be- 
treffs der ternaren definiten Formen. Seine duBerst miihsame und nicht 
erfolglose Arbeit fand eine angemessene Wiirdigung in einer von Gau87) 
herriihrenden, héchst bemerkenswerten Anzeige. Namentlich durch zweierlei 
ist diese Anzeige ausgezeichnet: einmal durch den Hinweis auf das von 
uns schon erwahnte geometrische Aquivalent einer Klasse von positiven 
quadratischen Formen, dann durch eine eigentiimliche Identitat, mittels 
deren eine wichtige, von Seeber nur durch Induktion gefundene Grenze 
fiir die Koeffizienten seiner reduzierten Formen direkt in Erscheinung tritt. 

Die beschwerliche Methode und die verwickelten Beweise von Seeber 
veranlaBten Dirichlet+y+), fiir den das nicht Hinfache iiberall nur ein 
Zeichen des Unvollkommenen war, zu einer von Grund aus neuen Be- 
handlung, bei welcher er besonders auch durch die von Gauf nur mehr 
in ihren Umrissen angedeutete geometrische Hinkleidung eine auBerordent- 
liche Durchsichtigkeit erzielte. Der grofe Fortschritt von Dirichlet 
bestand darin, daB er nicht mit dem schwerfilligen rechnerischen Aus- 
drucke der Ungleichungen operierte, durch welche Seeber reduzierte Formen 
definiert hatte, sondern mit deren wohlerkannter innerer Bedeutung, 
welche darauf hinausging, die reduzierte Form von gewissen in dem zu- 


*) Recherches d’Arithmétique. Mémoires de |’Académie de Berlin, 1773, p. 265. 
(Oeuvres, T. Il, p. 695.) 
**) Théorie des Nombres, 3™° éd., T. I § VIII. 
*“*) Untersuchungen tiber die Higenschaften der positiven ternaren quadratischen 
Formen, Freiburg i. B., 1831. 
+) Géttingische gelehrte Anzeigen, Jahrg. 1831, 2. 8. 1065 (auch Crelles Journal, 
Bd. 20, 8. 312 und Werke, Bad. II, S. 188). 
+1) Ueber die Reduction der positiven quadratischen Formen mit drei unbestimmten 
ganzen Zahlen, Crelles Journal, Bd. 40, 1850, 8S. 209. (Werke, Bd. II, S. 21.) 
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gehorigen Punktsysteme vorkommenden kleinsten Entfernungen abhangig 
zu machen. 

Dasselbe ebenso einfache wie sachgemiBe Prinzip, doch in rein arith- 
metischer Fassung, befolgte Herr Hermite*) in seinen zahlentheore- 
tischen Briefen an Jacobi, welche in demselben Bande von Crelles Journal 
gedruckt sind, in dem die ausfiihrlichere Darstellung Dirichlets nach 
einem bereits vorher im Monatsbericht der Akademie (Jahrg. 1848) ge- 
gebenen Auszuge erschien. Die Untersuchungen von Herrn Hermite 
beziehen sich auf Formen mit beliebiger Variablenzahl; sie beginnen mit 
der Aufstellung des Fundamentalsatzes der Reduktion, wonach die kleinste, 
durch eine positive quadratische Form von m Variablen mittels ganzer 
Zahlen darstellbare, von Null verschiedene Gréfe in ihrem dimensions- 
losen Verhaltnis zur »*" Wurzel aus der Determinante der Form niemals 
einen gewissen, nur von der Zahl n abhingigen Betrag iibersteigt; und 
sie stellen sich in ihrem Verlaufe als ein ununterbrochenes Zeugnis fiir 
die Fruchtbarkeit dieses Satzes in fast jedem Abschnitte der Zahlenlehre 
dar; es seien nur die Anwendungen auf Kettenbriiche, komplexe Einheiten 
und approximative Auflésung von Gleichungen hervorgehoben. 

Insbesondere ergibt sich aus jenem Satze mit Leichtigkeit und noch 
auf mannigfache Weise die Endlichkeit der Klassenanzahl bei Beschrin- 
kung auf ganzzahlige Werte der Koeffizienten und einen festen ganz- 
zahligen Wert der Determinante. Fir diese spezielle Folgerung mufte 
offenbar bereits ein Verfahren geniigen, um aus jeder Klasse tiberhaupt 
nur eine endliche Anzahl von Formen, nicht gerade eine einzige auszu- 
sondern. Hine wertvolle Erginzung lieferte deshalb Herr Camille Jor- 
dan**) durch den Nachweis, da bei gewissen Festsetzungen wenigstens 
eine bloB von der Variablenzahl abhingige Grenze fiir die Anzahl der im 
Maximum aus einer Klasse ausgesonderten Formen besteht, indem tiber- 
haupt die Substitutionen, durch welche die ausgesonderten Formen inein- 
ander bei Aquivalenz oder in sich selbst tibergehen kénnten, von vorn- 
herein mit der Variablenzahl und zwar in beschrankter Anzahl angewiesen 

erscheinen. 
| Neue Gesichtspunkte erédffneten Korkine und Zolotareff**), indem 
sie jene besonderen Formen heranzogen und bis zur Variablenzahl fiinf 
vollstindig bestimmten, ftir welche das in dem Fundamentalsatze von 
Hermite genannte Verhiltnis (des durch ganze Zahlen erreichbaren Mini- 
mum zur n= Wurzel aus der Determinante) ein Maximum ist. 


*) Orelles Journal, Bd. 40, 1850, S. 261—315. (Oeuvres, T. I, pp. 100—163.) 
**) Mémoire sur l’équivalence des formes. Journal de l’Ecole Polytechnique 


T, XXIX, Cah. 48, 1880, p. 111. 
**) Mathematische Annalen, Bd. 6, 1873, S, 366 und Bd. 11, 1877, S. 242. 
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In dem vorliegenden Aufsatze versuche ich hauptsichlich, gewisse 
Liicken auszuftillen, welche sich in der Theorie der positiven quadrati- 
schen Formen gegenwiirtig noch ftihlbar machen. So geht bei den bisher 
eingefiihrten reduzierten Formen mit héheren Variablenanzahlen der den 
urspriinglichen biniren reduzierten Formen von Lagrange innewohnende 
Charakter verloren, durch eine Reihe von linearen Ungleichungen in den 
Koeffizienten definiert zu sein. Es erscheint mir aber theoretisch als eine 
Tatsache von ganz hervorragender Bedeutung, daf man imstande ist, aus 


der n (n + 1)-fachen Mannigfaltigkeit, in welcher eine jede quadratische 


Form yon m Variablen durch einen Punkt, unter Zugrundelegung der 
Werte der Koeffizienten als Koordinaten, reprasentiert wird, aus dieser 
Mannigfaltigkeit mit Hilfe einer beschrankten Anzahl von lauter ebenen 


(> n(n +1) — 1) -fachen Mannigfaltigkeiten ein zusammenhangendes Gebiet 


abzugrenzen, in welchem — die Grenzen sind nur teilweise mit einzu- 
rechnen — jeder Punkt je eine Klasse von positiven Formen vertritt, und 
jede solche Klasse auch einmal und nur einmal vertreten ist. 


Ein solches Gebiet wird durch die (Fn(n +1) — 1)-fache Mannig- 


faltigkeit aller Formen von einer festen positiven, im tibrigen beliebigen 
Determinante in zwei Teile geschieden, von denen der am Nullpunkt be- 
findliche einen endlichen Inhalt hat. Der Ausdruck dieses Inhalts wird 
hier allgemein mitgeteilt. Hs steht dieser Inhalt mit interessanten mitt- 
leren Werten der Zahlentheorie im Zusammenhang. 

Die Uberfithrung irgendeiner gegebenen Form in eine reduzierte muB 
durch ausschlieBliche Verwendung einer beschrinkten Zahl a priori anzu- 
weisender Operationen geleistet werden kénnen, und die Ausgangsform darf 
jedesmal nur in bezug auf Reihenfolge und Wiederholung der Operationen 
mafgebend sein; dieser berechtigten Forderung wird hier geniigt werden. 

Mit Hilfe einer auch auf Formen mit mehr als drei Verianderlichen 
tibertragenen geometrischen Ausdrucksweise gelingt es, den Fundamental- 
satz von Hermite tiber das Minimum einer positiven quadratischen Form 
nicht allein als in gewissem Sinne evident hinzustellen, sondern auch die 
in diesem Satze und in Erweiterungen desselben bendtigten Grenzen den 
bisher angezeigten gegentiber betrichtlich zu verengern. Dadurch werden 
dann neue, folgenreiche Anwendungen dieses Satzes médglich. — 


1. Die Grundeigenschaft der wesentlich positiven quadratischen 
Formen. 
Line wesentlich positive quadratische Form kann nur fiir eine endliche 
Anzahl von ganzeahligen Wertsystemen ihrer Verdénderlichen Werte an- 
nehmen, dre eme gegebene Grope nicht riberschreiten. 
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Denn eine solche Form f mit  Variablen z,, 2, ..., x, ist bekannt- 


lich immer als Summe der Quadrate von n unabhangigen reellen Linear- 
formen ihrer Variablen darstellbar: 

faeit Bit +83, 
(1a) = Wy, + Wyglg+ +--+ 0,,2,, | Hay +0. (a,b=1, 2,..., n) 
Hine Ungleichung f < G mit positivem G hat nun fiir jede der Linear- 
formen abs. £,<)VG zur Folge. Lautet die Auflésung dieser Formen nach 
ihren Variablen: 
(1b) C= Pa, Sic Pap sack 4 act Pavan (b= 1, 2,..., 0) 
so muf daher 


sheers |G (@bs-y gitabs.~,,4 02: 42aba p,,) (= 1, 2. .« n) 


sein. Diesem Systeme von Ungleichungen kénnen aber nur eine endliche 
Anzahl von ganzzahligen Systemen 2, z,..., Z, entsprechen. Natiirlich 
brauchen diese dann nicht sdmtlich ein f(a,,2,,...,%,) << G@ zu ergeben. 


2. Die geometrische Interpretation der wesentlich positiven 

quadratischen Formen. 

In einer ebenen m-fachen Mannigfaltigkeit mégen die Werte der 
Linearformen &,, &,..., & solche Koordinaten fiir einen veranderlichen 
Punkt P abgeben, daB das Quadrat des von P ausgehenden Linearele- 
ments durch die Summe der Quadrate der Differentiale d&,, dé&,..., d&, 
ausgedriickt erscheint. Der Nullpunkt der so vorausgesetzten rechtwink- 
ligen Koordinaten heife O. Jedem Wertsysteme der Variablen 2,, 2, ..., z, 
entspricht gemif (la) ein Wertsystem &, &,...,&, und kommt jetzt 
ein Punkt P zu; die Form f(#,,2,,...,%,) stellt offenbar das Quadrat 
der Entfernung dieses Punktes P von dem festen Nullpunkte O dar. 

Welche Punkte gehéren nun den ganzzahligen Systemen 2, %%,..., 2, 
an? Um diese Punkte zu finden, hat man zuvérderst diejenigen n Punkte 
P,, P,,..., P, kenntlich zu machen, fiir welche jedesmal eine der m GréBen 
Wy, %g,..+,%, den Wert 1 und die anderen m —1 den Wert Null haben. 
Liegen diese m Punkte vom Nullpunkte O beziehlich um die Strecken 
Di, Per ++) P, ab, so wird der Punkt, welcher einem willkiirlich gewahlten 


Systeme #,, %,...,%, angehért, gefunden, indem man vom Nullpunkte aus 


die Strecke 
Py Pe%y Tes + Ppl 
konstruiert, wobei die Additionen in geometrischem Sinne zu verstehen sind. 
Hiernach wiirde man folgendermafen zu den samtlichen Punkten mit 
ganzzahligen Bestimmungsstiicken 2,, 7 .. ., #, gelangen kénnen: Man stelle 
in die am Punkte O von den dort ausgehenden » Strecken ),, P.,-. +5 P, 
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gebildete m-kantige Ecke — das Vorhandensein einer solchen wirklichen 
Ecke ist die Folge der Unabhingigkeit der Gleichungen (1a) — ein mit 
diesen m Strecken als Kanten konstruiertes »-dimensionales Parallelepi- 
pedum. Von den 2n (mn —1)-dimensionalen Begrenzungsebenen dieses 
Parallelepipedum wollen wir die » durch den Punkt O nicht hindurch- 
gehenden in ihrer ganzen Ausdehnung, d. h. mit allen ihren Grenzlinien 
verschiedener Dimensionen, also im besonderen mit allen iibrigen Eck- 
punkten, als nicht mehr zu dem Bereiche des Parallelepipedum gehdrig 
betrachten; in ahnlichem Sinne wollen wir uns auch kiinftighin den Bereich 
jedes irgend einmal vorkommenden Parallelepipedum festgesetzt denken. 
An jede der 2n Begrenzungsflichen dieses Grundparallelepipedum lege 
man gleichgerichtet ein vollkommen gleiches Parallelepipedum, an die 
noch freien Begrenzungsflichen dieser Parallelepipeda wieder ein gleiches, 
und dieses Verfahren denke man sich unbegrenzt fortgesetzt. Dann finden 
sich die gesuchten Punkte in den einzelnen Hauptecken dieser nacheinander 
konstruierten Parallelepipeda. 

Das vollstindige System dieser Punkte mit ganzzahligen Bestim- 
mungsstiicken 2, %,..., 2, ist um jeden einzelnen seiner Punkte in gleicher 
Weise gelagert. Wir nennen es deshalb ein regelmdfiges Punktsystem. 
Wir werden ein solches System mitunter einfach mit dem Buchstaben $$ 
ohne weiteren Zusatz, oder wenn die Dimension des Systems kenntlich 
gemacht werden soll, mit $8” bezeichnen. Hin System $$ besetzt nach 
irgendeiner Parallelverschiebung entweder vollstandig neue Punkte oder 
tritt wieder ganz in die anfanglichen Lagen seiner Punkte ein. 

Da die zu konstruierenden Parallelepipeda den ganzen vorausgesetzten 
n-dimensionalen Raum liickenlos erfiillen werden, und da sie iiberdies nach 
den Punkten des Systems zahlbar, d. h. ihnen eindeutig zugeordnet sind — 
nach unseren Festsetzungen tiber den Bereich dieser Parallelepipeda ist 
ein jeder Punkt des Raumes einem und nur einem der Parallelepipeda zu- 
zuteilen —, so wird innerhalb eines, iiberallhin gleichmaBig ins Unend- 
liche ausgedehnten Gebiets (man denke beispielsweise an einen »-dimen- 
sionalen Wiirfel mit unendlich grofer Kante) im Durchschnitt ein Punkt 
des Systems auf einen Raumteil gleich dem Volumen des Grundparallel- 
epipedum kommen. In der Mafzahl dieses Volumens erkennen wir hier- 
nach eine fiir das Punktsystem an sich charakteristische und von der 
Wahl des Gertists, durch welches wir die Punkte verbunden haben, véllig 
unabhangige Konstante; und den reziproken Wert dieser MaBzahl werden 
wir passend als die mittlere Dichtigkeit des Punktsystems bezeichnen kénnen. 

Zu jedem Punktsysteme gibt es offenbar ein geometrisch ahnliches 
Punktsystem von der mittleren Dichtigkeit 1. 
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3. Erneuter Beweis der Grundeigenschaft. 


Die in 1. bewiesene Grundeigenschaft der wesentlich positiven qua- 
dratischen Formen laft sich nun auch leicht geometrisch einsehen. 

Die gesamten Begrenzungsflichen der vorhin konstruiert gedachten 
Parallelepipeda sind enthalten in m verschiedenen Scharen von lauter 
parallelen und aquidistanten (m — 1)-dimensionalen Ebenen, als deren 
Durchschnitte eben die Punkte unseres Systems sich ergeben. Die Di- 
stanzen in den einzelnen Scharen werden durch die ~ Hihen des Grund- 
parallelepipedum geliefert; die Liingen dieser Héhen migen h,,h.,...,h 
heiBen. 

In jeder einzelnen Schar sind die Elemente nach einer bestimmten 
der m Zahlen «,, %,...,%, zu numerieren. Im Nullpunkte O kreuzen sich 
die Nullelemente aller Scharen; in einem Punkte P mit ganzzahligen Be- 
stimmungsstiicken %,, %,...,”, das x," Element der ersten, das x," der 
zweiten, ..., das ,"° der m*™ Schar. Nun kann der Abstand OP nicht 
kleiner sein als der senkrechte Abstand zweier durch O und P gehenden 
(n — 1)-dimensionalen Parallelebenen. Soll also der Abstand OP eine 
gegebene Linge //G nicht iiberschreiten, d. h. soll: 


fla, %,...,0,)<@ 
sein, so miissen um so mehr die Ungleichungen statthaben: 
(3) h,abs.z,<VG, (Gere 2 coast) 


und diesen kann wieder nur eine beschrankte Anzahl von ganzen Zahlen 


n 


gentigen. 


4, Positive quadratische Form und Parallelepipedum. 


Die mit Ausnahme des Falles » = 1 immer vorhandene Willkiir in 
der Darstellung einer positiven quadratischen Form f als Summe von 2 
Quadraten linearer Formen betrifft geometrisch nur die Neigung der Hle- 
mentarparallelepipeda gegen die rechtwinkligen Koordinatenachsen, auf 
welchen die linearen Formen ihre Auslegung finden: es sind nimlich die 
Projektionen der Strecken p, auf die Achsen der &,, &,...,&, genau die 
Koeffizienten 2,,, % 4, -- +) %», der zugehérigen Variablen «, in den linearen 
Horney, Frys 8 ybee 

Die Figur des Elementarparallelepipedum, ohne Riticksicht auf ihre 
Stellung im vorausgesetzten n-dimensionalen Raume, aber mit Kennzeich- 
nung ihrer Ursprungsecke und der Reihenfolge der Kanten an dieser Kcke, 
bestimmt eindeutig den Ausdruck der Form f in ihren Koeffizienten. Soll 


dieser: 


ee) 
= LX 
(4) f PAE ah bie Laas 
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lauten, so bedeutet jedesmal ein Koeffizient g,, mit gleichen Indizes das 
Quadrat der Linge der Strecke p,, und ein Koeffizient g,, mit verschie- 
denen Indizes das Produkt aus den Langen der Strecken p, und p, und 
dem Kosinus des Neigungswinkels dieser Strecken. Ferner bedeuten: 
1. die Determinante der Form, |q,,|= A, das Quadrat des Inhalts des 
Parallelepipedum, 2. die symmetrischen Unterdeterminanten oe die Qua- 


drate der Inhalte seiner paarweise einander gleichen Begrenzungsebenen, 
so daB fiir die m Héhen des Parallelepipedum die Ausdriicke resultieren: 


V A 
h,= Tae (Cr ee peren.)) 


2 daa 
Alle diese Beziehungen sind am einfachsten durch ein Zuriickgehen auf 
das rechtwinklige Koordinatensystem der &,, &,...,&, einzusehen, werden 


iibrigens sofort noch klarer hervortreten. 

Umgekehrt gehéren dagegen zur gegebenen wesentlich positiven Form 
f (Formel (4)) in dem gleichen Raume von » Dimensionen immer zwei ver- 
schiedene Arten von n-kantigen begrenzten Ecken, und dementsprechende 
Parallelepipeda. Denn zunichst haben wir jedenfalls in 2. eine solche Art 
gefunden, und zwar auf Grund irgendeiner Darstellung von f als Summe 
der Quadrate von m linearen Formen. Um das dabei angewandte Ver- 
fahren beschreiben zu kénnen, ohne auf die Bedeutung der &-Koordinaten 
wieder eingehen zu miissen, wollen wir uns auf den positiven Seiten der 
rechtwinkligen Koordinatenachsen der &,, & ,...,&, diem Punkte E,, E,,..., E,, 
markiert denken, welche in der Hinheit der Entfernung von O abliegen, 
und die geometrischen Strecken nach diesen Punkten mit ¢,, ¢,...,e, be- 
zeichnen. Dann entsteht die erste, zur Form f gehérige Ecke O(P, P,..., P.,) 
aus 2. einfach, indem in QO die Strecken: 
(4a) Po= My Oi + mye +--- +70, (b= 1,2,..., 0) 
angefiigt werden. Der giinstige Erfolg dieser Operation laBt sich am 
besten mit Hilfe einer von GraSmann eingefiihrten Symbolik tibersehen: 
Das Produkt aus den Lingen zweier Strecken { und m und dem Kosinus 
ihres Neigungswinkels mag das innere Produkt dieser Strecken heiBen 
und [|m geschrieben werden. Offenbar gilt fiir diese Art von Multi- 
plikation neben den Regeln e,|e,=1, ¢,|e,=0(@+6) das distributive 
Gesetz, und daraus geht sofort p,|p,—@,, hervor. Andererseits aber folgt 
allein aus den Beziehungen p,|p,=q,,, Sowie man mit Hilfe der aus (1b) 
entnommenen Koeffizienten » Strecken: 


(4b) Ca Pai Pi + Pas Pet °° + PanPn (a=1,2,...,m) 
bildet, mit Notwendigkeit: e,|e,= 1, e,|e,= O(a +b), und also jedesmal 
eine rechtwinklige Ecke mit m Kanten gleich der Langeneinheit. 
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Von solchen rechtwinkligen Ecken gibt es nun in einem Raume von 
nm Dimensionen (genau so wie im speziellen Falle m=3) immer zwei 
Arten, die innerhalb dieses Raumes nicht in allen ihren entsprechenden 
Kanten zugleich zur Deckung zu bringen sind. Kine Art kénnen wir als 
durch die Ecke O(E, E, ...,) der Koordinatenachsen definiert betrachten. 
Dann entsteht die zweite Art durch Spiegelung dieser Ecke an irgend- 
einer (x — 1)-dimensionalen Ebene, und durch die nimliche Spiegelung 
mu8 aus der zuerst gefundenen Hcke O(P,P,...P,) eine zweite 2u f 
gehérige Ecke hervorgehen. Der Spiegelung an einer Ebene: 


9181 + Poet >>> + Pnbn = 0 


entspricht die Umwandlung der Koeffizienten x,, in: 

Rab 2 eee ¢ ee Pa: (a, b= ine 2, om Og n) 
Man tiberzeugt sich leicht, daB dabei die Quadratsumme der linearen 
Formen §&,&,...,§, den Ausdruck f ungeandert beibehilt, die Deter- 
minante |z,,| hingegen in den entgegengesetzten Wert tibergeht, was eben 
das Zeichen dafiir ist, daB in der Tat eine Ecke neuer Art gewonnen ist. 

Uberhaupt kénnen wir nimlich in » Dimensionen zwei Arten von 
n-kantigen wirklichen Kcken unterscheiden, in diesem Sinne: n-kantige 
Ecken gleicher Art sind durch kontinuierliche Abanderungen, ohne dab 
sie aufhéren, wirkliche Ecken zu bleiben, zum Zusammenfallen in allen 
ihren entsprechenden Kanten zu bringen; bei v-kantigen Ecken ungleicher 
Art ist solches nicht méglich. DaB » Strecken p,, p,,..., p, eine wirkliche 
Ecke bilden, heiBt soviel, wie daB sie auf ein Parallelepipedum von nicht- 
verschwindendem u-dimensionalem Inhalte fiihren. Den fraglichen Inhalt 
kénnen wir als eine Art von Produkt auffassen und p,p,..., schreiben. 
Wir haben es alsdann mit der sogenannten duferen Multiplikation von 
Strecken zu tun (es ist das wieder eine Bezeichnung von Gramann), 
fiir welche neben dem distributiven und dem assoziativen Gesetze offenbar 
die Regel gilt, daB das Produkt einer Strecke in sich selbst Null ist, 
woraus fiir zwei Strecken { und m durch Betrachtung von ({ + m)({ + m) 
sich {m= — mI ergibt; und mit Hilfe dieser Regeln folgt aus (4a): 
DiPe---Pn={%aol@ree---@, Das Nichtverschwinden der Determinante 
\x,,, ist hiernach fiir die Bildung einer wirklichen Ecke charakteristisch, 
und nach dem Vorzeichen dieser Determinante richtet sich dann, wie man 
leicht einsieht, die Art der Hcke. 

In dem aus einer Ecke (),, )2,.--, p,) folgenden Parallelepipedum be- 
findet sich der betreffenden Ecke diametral gegeniiber eine Ecke mit den 
Kanten — p,, — P,.,-.-,— P,3 diese zweite Keke gehort offenbar zu der- 
selben quadratischen Form, ergibt aber bei ungeradem n ein entgegen- 
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gesetztes Kantenprodukt. Bei ungeradem m sind demnach die Parallel- 
epipeda, welche aus zwei zusammengehdrigen Ecken ungleicher Art ent- 
stehen, im wesentlichen identisch, sie erscheinen nur verschieden aufgefaBt, 
wihrend bei geradem m eine Deckung solcher zweier Parallelepipeda in 
der Regel erst innerhalb eines dimensionsreicheren Raumes zu erzielen 
sein wird. — 

Da die quadratische Form f als Ausdruck eines parallelepipedisch 
geordneten, regelmiBigen Punktsystems in einem gegebenen Raume, wie 
wir sehen, eine Zweideutigkeit bestehen laBt, so erscheint es vielleicht 
angebrachter, als solchen Ausdruck die lineare Form: 


PrXy + Poy t+ + Ppe, =P 
zu nehmen. In dieser sind die Koeffizienten allerdings nicht reine Zahlen, 
sie bedeuten vielmehr Strecken, bestimmt in Richtung und Lange; aber 
durch ausschlieBliche Betrachtung dieser Strecken sind keine weiteren 
ZahlgréBen zu entnehmen, als eben die Koeffizienten von f. Das Volumen 
p,p....p, setzen wir immer als von Null verschieden voraus. Nach der 
vorhin erklarten Ausdrucksweise wiirde f als das innere Produkt dieser 
linearen Form p in sich selbst, als ihr inneres Quadrat, zu bezeichnen sein. 


5. Anschauliche Auslegung des Aquivalenzbegriffs. 


Ist ein, auf irgendeine Weise in parallelepipedischer Anordnung 
gegebenes regelmiiges Punktsystem ‘8 noch weiterer solcher Anord- 
nungen fahig? 

Bei jeder solechen Anordnung miiBte jeder Punkt des Systems als 
Ausgangspunkt einer, in m anderen Punkten des Systems endenden Ecke 
eines jedesmal gleichen Parallelepipedum erscheinen, in dessen Bereich — 
wenn die dem Punkte nicht anliegenden Begrenzungsflachen immer voll- 
stindig ausgeschlossen werden — kein weiterer Punkt des Systems fallen 
diirfte. Verbinden wir also zuniichst einen beliebigen Punkt O des Systems 
mit » beliebigen anderen Punkten des Systems, die nur nicht samtlich 
mit O zusammen bereits in einer (m — 1)-dimensionalen Ebene liegen 
sollen. Die Strecken von O nach diesen m Punkten mégen q,, dg, ---) Vp 
heifen. Da diese Strecken lauter Punkte des Systems verbinden, so 
werden sie mit den fiir die gegebene Anordnung charakteristischen Strecken 
Py, Yo,---,), durch irgendwelche Relationen: 


Ty = S450) Sena te <a Sh, (6=1,2,...,m) 
mit lauter ganzzahligen Koeffizienten s,, verbunden sein, die nur ein 


nichtverschwindendes Volumen q,q....q, (d. i. eine nichtverschwindende 
Determinante |s,,|) zu ergeben haben; und deshalb wird dann weiter auch 
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jede beliebige, von O aus konstruierte Strecke q,y, + GoYo +--+ +4,4%,= 4 
mit ganzzahligen Bestimmungsstiicken y,,y,,...,y, auf einen Punkt des 
Systems auslaufen miissen. 

Kin von O aus, der eben genannten linearen Form q gemaB, in par- 
allelepipedischer Anordnung aufgebautes Punktsystem 0 wird also ganz 
in dem vorausgesetzten Punktsysteme $$ enthalten sein. Dieses System O 
wird mit $$ zusammenfallen, also eine neue parallelepipedische Anordnung 
von $$ darbieten, wenn die Parallelepipeda von © in ihren Bereichen — 
dieselben in dem friiher festgesetzten Sinne genommen — auBer ihrer 
jedesmaligen Hauptecke keine weiteren Punkte von $$ enthalten. Jeden- 
falls enthalt nun jedes dieser Parallelepipeda gleich viele Punkte aus §, 
sagen wir s, und an lauter entsprechenden Stellen, da die Parallelver- 
schiebungen, durch welche 01 mit sich selbst zur Deckung kommt, ja 
nichts weiter als ein Teil der Deckbewegungen von 38 sind. In 2. sahen 
wir, da8B innerhalb eines unendlich groBen n-dimensionalen Wiirfels aus 
dem Punktsysteme $8 im Durchschnitt ein Punkt auf einen Raumteil 


gleich dem Volumen p,),...), kommt, und nun sollen offenbar s solcher 
Punkte im Durchschnitt auf einen Raumteil gleich dem Volumen q,q,...q, 
=(S,5|P:Pe---P~, kommen. Mithin kann die Zahl s nur den absoluten 


Wert der Determinante |s,,| vorstellen, und die Bedingung fiir eine neue 
parallelepipedische Anordnung des Punktsystems $8 lautet: |s,,) = -+ 1. 
Ks ist geometrisch evident, daB bei Erfiillung dieser Bedingung umgekehrt 
auch p,,),,---,), als lineare Funktionen von q,,q,,..., 4, lauter ganz- 
zahlige Koeffizienten- werden aufweisen miissen. 

Die Form q geht aus der Form p= ),2,+ p.a,+---+ ),x, ver- 
mittels der Substitution: 


Ly = Sai 41 HF Suet °° + SanYn (a=1,2,...,n) 


hervor, und es ist klar, da® durch dieselbe Substitution aus der quadrati- 
schen Form p|p =f eine quadratische Form g entsteht, welche als das 
innere Quadrat von q erscheinen wird. Die Higenschaften der zugehdrigen 
Punktsysteme machen es verstindlich, da man die, durch eine solche 
lineare Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten aus einer Form f her- 
vorgehende Form g als enthalten in der Form f bezeichnet, ebenso, dab 
man sie der Form f dquivalent nennt, wenn die Determinante |s,,|=+ 1 
ist. Man spricht von eigentlicher oder uneigentlicher Aquivalenz, je nach- 
dem |s,,| = 1 oder = —1 ist, je nachdem also die fiir f und g itberein- 
stimmenden Punktsysteme aus Ecken gleicher oder ungleicher Art her- 
zuleiten sind. Da bei ungeradem n vermége der Substitution z,= — y,, 
Wy = — Yy) ++ +) Ty = — Y, jede Form sich selbst auch uneigentlich aquivalent 
ist, so hat diese letztere Unterscheidung nur bei geradem n einen Wert; 
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natiirlich kénnen auch hier unter Umstinden Formen einander eigentlich 
und uneigentlich aquivalent zu gleicher Zeit sein. 

Eine Klasse yon aiquivalenten Formen entspricht nun dem Inbegriff 
aller méglichen parallelepipedischen Anordnungen eines Punktsystems %. 


6. Von dem Minimum einer wesentlich positiven quadratischen Form. 


In einem parallelepipedisch geordneten, regelmafigen Punktsysteme 
38 denken wir uns um irgendeinen Punkt O des Systems als Zentrum 
zwei n-dimensionale Kugeln konstruiert; der Radius der einen sei die 
kleinste der Héhen des Elementarparallelepipedum, der Radius der anderen 
die kleinste der Lingen seiner Kanten. Nach (3) kann in das Innere der 
ersten Kugel auBer O kein weiterer Punkt des Systems fallen; dagegen 
liegen gewiB zwei solcher Punkte an den Enden eines bestimmten Durch- 
messers der zweiten, mithin jedenfalls nicht kleineren Kugel. Nach 1. oder 
3. kénnen wir alle Punkte bestimmen, welche in der Schicht zwischen 
den beiden Kugeln, die Begrenzungen mit eingerechnet, sich vorfinden; 
ihre Anzahl ist nach den dortigen Satzen eine beschrainkte. Unter diesen 
Punkten werden dann ein oder vielleicht mehrere Paare vorhanden sein, 
welche dem Punkte O am niachsten liegen. Die Entfernung dieser niachst- 
gelegenen Punkte von O bezeichnen wir mit YM; wegen der Regel- 
maéBigkeit des Punktsystems ist dieses dann iiberhaupt die kleinste Ent- 
fernung zweier Punkte, welche im Systeme vorkommt. Zugleich ist M 
die kleinste, von Null verschiedene GréBe, welche durch die, zur gegebenen 
Anordnung des Systems gehérige quadratische Form f mittels ganzer 
Zahlen darstellbar ist; wir nennen M das Minimum dieser Form f. Fast 
evident erscheint nun die folgende wichtige Higenschaft: 

Die kleinste Entfernung zweier Punkte in einem regelmdpigen Punkt- 
systeme kann nicht een gewissen, durch die mittlere Dichtigkeit des Systems 
bestimmten Betray tibersteigen. 

Denn denken wir uns um jeden Punkt des Systems einen n-dimen- 


sionalen Wiirfel von der Kante VE abgegrenzt, indem wir jedesmal 
n 


den Punkt als Mittelpunkt des Wiirfels nehmen — wir kénnen uns etwa 
alle diese Wiirfel parallel orientiert vorstellen —, so sind die vom Mittel- 
punkte am weitesten abliegenden Punkte eines solchen Wiirfels jedesmal 
seine Eckpunkte, und die Entfernung dieser vom Mittelpunkte betragt 


ah ee F = 
das > Vn-fache der Kante, also hier SVM. Wegen der Bedeutung der 


Linge YM kénnen daher diese Wiirfel sich niemals durchdringen, sie 
kénnen hédchstens unter Umstinden in ihren Eckpunkten zusammentreften, 
miissen im tibrigen aber auferhalb ihrer Seitenflichen noch einen freien 
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Raum zwischen sich lassen. Ziehen wir diesen freien Raum in Betracht, 
so kommt also in einem, tiberallhin gleichmaBig ins Unendliche ausge- 
dehnten Raume auf einen Raumteil gleich dem Volumen eines der Wiirfel 
im Durchschnitt weniger als ein Punkt des Systems. Dieses Volumen 
mu also nach den Betrachtungen in 2. kleiner sein als das Volumen des 
Elementarparallelepipedum, d. h. wir haben: 


(VM) <A, 

Vn 

oder: 

(6a) M<nyVA, 

womit unsere Behauptung erwiesen ist. In dem sehr einfachen Falle 
m=1, den wir hier stillschweigend tibergangen haben, miiBte in diesen 
Formeln offenbar das Gleichheitszeichen statt < genommen werden. 

Wir haben so den folgenreichen Satz von Herrn Hermite tiber das 
Minimum einer positiven quadratischen Form in das rechte Licht gesetazt 
und zugleich in n/A eine sehr viel engere Grenze fiir dieses Minimum 
gefunden, als sie, die kleinsten Zahlen » ausgenommen, bisher bekannt 
ist (s. unten 10.). Wir kénnen aber sofort auch diese Grenze noch ein- 
schranken. Konstruieren wir nimlich um jeden Punkt des Systems als 


Mittelpunkt eine m-dimensionale Kugel mit dem Radius = VM, so miissen 


auch diese, den vorhin konstruierten Wiirfeln umschriebenen Kugeln sich 
gegenseitig vollstindig ausschliefen und zwischen sich noch einen freien 
Raum lassen, und es muf also auch das Volumen einer solchen Kugel 
kleiner sein als das Volumen des Elementarparallelepipedum. Nun betragt 
das Volumen einer »-dimensionalen Kugel vom Radius 1 bekanntlich: 


ified) : 


d. h. je nachdem n gerade oder ungerade ist: 


n n+1n-1 
2 2 2 
od a 
: oder oT 
lO vete eos 


also finden wir: 
1\\n 
ON ie yp 
2 1 n ER 
(6b) i*( ! (> m1) <VA. 
r(i+ 4) 
Durch Benutzung des asymptotischen Ausdrucks der [-Funktion folgt 
daraus leicht: 
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so daB diese zweite Grenze fiir das Minimum bei groBen Werten von 2 
ungefahr das = = 0,234...-fache der frither gefundenen ausmacht. Spater 


werden wir noch engere Grenzen fiir das Minimum kennen lernen. 


7. Anwendung auf die Theorie der algebraischen Zahlen. 


Hine der ersten Anwendungen, welche Herr Hermite von der 
Existenz einer Grenze fiir das Minimum positiver quadratischer Formen 
gemacht hat, betraf die Theorie der algebraischen Zahlen. Die groBen 
Fortschritte, welche auf diesem Gebiete seitdem erzielt sind, und anderer- 
seits die im vorhergehenden gefundene natiirlichere Grenze fiir das 
Minimum erméglichen es uns, diese Anwendung wesentlich zu vertiefen 
und sie zugleich in vollkommenerer Form zur Darstellung zu bringen. 

Es sei @ eine Wurzel einer irreduktiblen ganzzahligen Gleichung von 
einem Grade n, welcher gréfer als Eins sei; und es bedeute 0 das 
System aller ganzen algebraischen Zahlen, welche unter den rationalen 
Funktionen von @ mit ganzzahligen Koeffizienten tiberhaupt zu finden 
sind. Es sei ferner @,, @,,..., @, irgendeine Reihe von » Zahlen aus 0, 


fiir welche das Quadrat der Determinante 


| o, | (h, k=1, 254350) 


aus den » konjugierten Reihen von Null verschieden und dazu dem 
absoluten Betrage nach méglichst klein ausfalle, und der dabei eintretende 
Wert dieses Quadrats, die sogenannte Diskriminante von 0, heiBe D. Das 
System o stimmt dann genau iiberein mit den Werten der Form 
0,2, + Mo% +:+--+ 0,2, = @ 

fiir alle méglichen ganzen Zahlen x,, 2, ..., Z,, und diese Werte sind 
untereinander alle verschieden*). Wenden wir dieselben Zeichen 2,, %,...,, 
fir die Unbestimmten einer beliebigen, wesentlich positiven Form f mit 
entsprechender Zahl m an, so kann daher ein, dieser Form f gemaB 
parallelepipedisch aufgebautes regelmiBiges Punktsystem 0 gewissermaBen 


*) Kronecker, Grundztige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
GréBen, Festschrift zu Herrn Kummers Doktorjubilium. Crelles Journal Bd. 92, 
8. 99. (Werke, Bd. II, 8. 360.) — Dedekind, Allgemeine Zahlentheorie (Suppl. XI 
zu den Vorlesungen tiber Zablentheorie von Dirichlet, III. [[oder IV.]] Aufl.). — Fir 
unsern speziellen Zweck liegen die Dedekindschen Begriffsbestimmungen besonders 
giinstig; auf das soeben genannte Werk beziehen sich im folgenden die Zitate mit 
dem Buchstaben D. 
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als Trager des gesamten Zahlensystems 0 betrachtet werden; wir haben 
nur festzusetzen, welcher Punkt der Zahl o = 0 entsprechen soll. 

Unter einem Jdeal des Gebietes 0 versteht man nach Herrn Dede- 
kind jedes in p enthaltene und nicht aus der Zahl Null allein bestehende 
Zahlensystem a, dessen Inhalt keine Bereicherung erfahren kénnte, weder 
wenn man Summen und Differenzen aus seinen Zahlen, noch wenn man 
Produkte aus seinen Zahlen in Zahlen aus p hinzunehmen wollte (D. § 168 
[[IV. Aufl, §177]]). Als Trager eines Ideals a erscheint ein, im Punktsysteme 
© im Sinne von 5. enthaltenes, ebenfalls parallelepipedischer Anordnungen 
fahiges, regelmiBiges n-dimensionales Punktsystem %; der Quotient aus 
der mittleren Dichtigkeit des Punktsystems ) und der mittleren Dichtigkeit 
dieses darin enthaltenen Punktsystems % heiBt die Norm des Ideals a, in 
Zeichen: Nm(a). Hs gibt immer nur eine beschriankte Anzahl von Idealen, 
welche dieselbe Norm haben. Das System 0, selbst ein Ideal, ist offenbar 
das einzige von der Norm 1. Die Gesamtheit aller Zahlen in 9, welche 
durch eine bestimmte, von Null verschiedene Zahl y aus 0 teilbar sind, 
konstituiert ein sogenanntes Hauptideal on; die Norm eines solchen ist 
der absolute Wert der Norm von 7, d. i. des Produkts der » konjugierten 
Zahlen 7’, 4”, ..., 4”, welche zu den einzelnen » Wurzeln der irreduk- 
tiblen Ausgangsgleichung in derselben Beziehung stehen wie die Zahl y 
zu der Wurzel 6 dieser Gleichung. 

Unter dem Produkte ab zweier Ideale a und 6 versteht man den In- 
begriff aller Zahlen, welche sich als ein Produkt aus einer Zahl in a und 
einer Zahl in b oder als Summe mehrerer solcher Produkte darstellen 
lassen; das Produkt ab ist wieder ein Ideal und seine Norm das Produkt 
der Normen von a und von b (D. § 170 [[IV. Aufl., § 177 u. § 180]]). 
Beziehungen zwischen Produkten aus Idealen lassen ganz analoge Folge- 
rungen zu wie Beziehungen zwischen Produkten aus rationalen ganzen 
Zahlen; das Ideal p spielt dabei die Rolle der Zahl 1. 

Zu jeder von Null verschiedenen Zahl uw eines Ideals a gibt es ein 
bestimmtes Ideal m, welches die Gleichung ou = am befriedigt und also 
die Fahigkeit besitzt, durch sein Hinzutreten als Faktor das Ideal a in 
ein Hauptideal zu verwandeln (D. § 175 [[IV. Aufl., § 178]]). Die Ideale 
werden nach den Multiplikatoren klassifiziert, welche geeignet sind, sie in 
Hauptideale zu verwandeln und iiber diese Multiplikatoren wollen wir nun 
einen wichtigen Satz ableiten. Zu dem Ende legen wir jedoch eine quadra- 
tische Form f von besonderer Beschaffenheit zugrunde, namlich wir setzen: 


f-> A, (abs. 0,“ 2, +02, ++--+0,%x,)? (h=1,2,..., ); 
A 


die linearen Formen in diesem Ausdrucke sollen die » mit der Form 
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konjugierten Formen vorstellen; unter (abs.)? soll das Quadrat des abso- 
luten Betrags einer solchen Form verstanden werden, die Variablen als 
reelle GréBen gedacht; ferner sollen die 4, beliebige positive Konstanten 
bedeuten. Ein solches f ist eine wesentlich positive quadratische Form, 
und die Determinante dieser Form hat den Ausdruck UE 4, abs. D, unter 


abs. D den absoluten Wert der Diskriminante D verstanden. Die mittlere 
Dichtigkeit in dem, zu einem Ideal a gehérigen Punktsysteme 2% wird 
demnach 


es Nm(a)V [74,- abs. D 
i 


betragen. Fassen wir nun in dem Punktsysteme % einen Punkt ins Auge, 
welcher méglichst nahe dem Nullpunkte liegt, und benutzen wir die 
in (6a) gegebene Grenze fiir die kleinste Entfernung zweier Punkte in 
einem regelmaBigen Punktsysteme, so kénnen wir aus dem Orte dieses 
Punktes n Zahlen w,, 7, ..., %, erschliefen, fiir welche 

OX + Wy, +++ + 0,0, = 
eine Zahl in a ist, und zugleich erweist sich fiir diese Zahlen der Ausdruck 


> 1, (abs. wW)? <n Vi 1, (Nma) abs-D. (h=1,2).2.59) 
h 
h 


Kin besonderer Nachdruck ist aus einem bald ersichtlichen Grunde darauf 

zu legen, dab hier das Zeichen < und nicht etwa < sich einfindet. Be- 

nutzen wir nun, daB eine Summe von » positiven Gréfen niemals kleiner 

ist als das n-fache der n*™ Wurzel aus dem Produkte der » GréBen, 

und setzen wir zugleich (Nm wu)? fir Jf (abs. uw), so kénnen wir aus 
h 


der vorstehenden Ungleichung die weitere entnehmen: 
nV 11h, (Nm u)? <n VITG (Nma)?abs.D. (h=1,2,...,) 
h h 


Ist m das Ideal, welches die Gleichung 04 = am befriedigt, so haben wir 
Nm(a) Nm(m) = + Nm(u), und wir finden demnach: 
Nm(m) < V abs. D. 

Zu jedem Ideal gibt es behufs Herstellung eines Hauptideals mindestens einen 
Multiplikator, bei welchem die Norm weniger betrdgt als die Wurzel aus dem 
absoluten Werte der Diskriminante. 

Als eine spezielle Folgerung geht daraus der bekannte Satz hervor, 
da eine endliche Anzahl von Multiplikatoren ausreichend ist, um alle 
Ideale in Hauptideale zu verwandeln*). Eine andere, sehr bemerkenswerte 


*) Dieser Satz ist auf Herrn Kronecker zuriickzuftihren. Vgl. die Bemerkungen 
auf 8. 64 der Festschrift zu Herrn Kummers Doktorjubilaum, Crelles Journal, Bd. 92. 
(Werke, Bd. II, S. 320.) 
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Folgerung ist diese: Da die Norm eines Ideals eine ganze Zahl, mindestens 
gleich Eins ist, so ergibt die letzte Ungleichung 1 < Y abs. D, also mub 
D von +1 verschieden sein, d. h.: 

Jede Diskriminamte enthiilt Primzahlen als Faktoren. 


Diese das Wesen der algebraischen Zahlen tief bertihrende Higen- 
schaft findet sich auf Seite 21 der eben zitierten Festschrift von Herrn 
Kronecker ausgesprochen; doch ist ein Beweis dieser Higenschaft bisher 
nicht verdffentlicht worden. 

Uberhaupt kommen die kleinsten positiven wie negativen Zahlen bis 
zu gewissen von der jedesmaligen Ordnung » abhingigen Grenzen als 
Werte von Diskriminanten nicht vor. 

Denn benutzen wir die zweite in 6. gefundene Grenze fiir das Mini- 
mum einer positiven quadratischen Form, so finden wir im tibrigen nach 
genau demselben Verfahren, wie bei der ersten Grenze, eine schirfere Un- 
gleichung, namlich die folgende: 


Nn 
"G+3) 2" Vabs. D,, 


eee, 


und diese kénnen wir wieder mit der Ungleichung 1 < Nm(m) verbinden; 

so zeigt sich, da der absolute Wert einer Diskriminante n‘* Ordnung 
(a) 

sicherlich immer die Gréfe suits tibertrifft. 


(7b) Nm(m) < 


nme>” 


Die zuletzt gefundene Grenze fiir die Norm eines Multiplikators 
wollen wir noch in einem Beispiele anwenden. Herr Wolfskehl*) hat 
vor kurzem den Nachweis geliefert, dai der zweite Faktor der Klassen- 
anzahl ftir die aus den 13° Wurzeln der Hinheit gebildeten Zahlen gleich 
Eins ist. Dieser Nachweis erforderte auBer einer Benutzung der Reuschle- 
schen Tafeln noch recht verwickelte Rechnungen. Wir kénnen hier ein- 
facher zu demselben Satze gelangen und noch hinzuftigen, da die gleiche 
Erscheinung auch bei den 17%" und 19%" Wurzeln der Hinheit eintritt; 
ja spater werden wir sogar durch iihnliche Mittel dieses Resultat noch 
weiter auszudehnen imstande sein. 

Stellt 2 eine ungerade Primzahl vor, so bedeutet der zweite Faktor 
der Klassenanzahl fiir die aus den 4‘ Hinheitswurzeln gebildeten Zahlen 
— wir machen augenblicklich von der Kummerschen Terminologie Ge- 


P , ve : 4—1 : 
brauch — dasselbe wie die Klassenanzahl fiir die aus den = iWel- 


*) Crelles Journal, Bd. 99, S. 173. 
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gliedrigen Perioden dieser Hinheitswurzeln gebildeten Zahlen. Die Diskrimi- 


1 
== 8) 
nante des Systems dieser letzteren Zahlen hat den Ausdruck 4° ; setzen 


4—1 


= fiir n, 


wir in die Ungleichung (7b) diese GroBe fiir D und zugleich 
so erlangt die rechte Seite dort folgende Werte: 
fiir 1 = 5, G 1 13, ii, 19, 
Lae ie Bee BA MOLT Oe 

Bis zu diesen Grenzen hitten wir also héchstens die Normen der Mullti- 
plikatoren zur Hervorbringung wirklicher Zahlen zu suchen, und wenn 
alle Zahlen bis zu diesen Grenzen sich in wirkliche Faktoren zerlegen 
lassen sollten, so kommen in den hier betrachteten Fallen ideale Mullti- 
plikatoren und demgem&8 auch ideale Zahlen tiberhaupt nicht vor. Nun 
entnehmen wir aus den Reuschleschen Tafeln, daB fiir die soeben auf- 
gezihlten Werte von 4 alle Zahlen unter 1000 sich in wirkliche Faktoren 
zerlegen lassen. Wir haben also nur noch in bezug auf 2—19 fest- 
zustellen, da% hier die Primzahlen zwischen 1000 und 1027, das sind 
1009, 1013, 1019, 1021, ebenfalls einer solchen Zerlegung innerhalb des 
durch die entsprechenden zweigliedrigen Perioden bestimmten Gebiets 
fahig sind. Nun gehéren in bezug auf die Primzahl 19 die Zahlen 1009 
und 1021 zum Exponenten 18, die Zahl 1013 zum Exponenten 9; diese 
Zahlen sind also in dem fraglichen Zahlengebiet der zweigliedrigen 
Perioden selbst noch Primzahlen. Die Zahl 1019 endlich gehért modulo 19 
zum Hxponenten 6, ihre Primfaktoren werden also von den drei sechs- 
gliedrigen Perioden der 19‘ Hinheitswurzeln abhingen. Diese sind die 
Wurzeln der Gleichung n° + 74?7—6y7—7=0, deren Diskriminante den 
Wert D=19? hat. Da nun in dem durch diese Wurzeln bestimmten 
Gebiete nach den Reuschleschen Tafeln die Zahlen bis zu YD =19 in 
wirkliche Faktoren zerlegbar sind, so kénnen in diesem Gebiete ideale 
Teiler nicht existieren, und demnach muf auch 1019 in drei wirkliche 
Faktoren zerlegt werden kénnen. 


IX. 


Théorémes arithmétiques. 


Extrait d’une lettre de M. H. Minkowski 4 M. Hermite. 
(Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 112, pp. 209—212.) 


»La méthode géométrique de mon travail*), traduite en langue 
purement analytique, conduit a ce théoreme susceptible d’une application 
trés étendue: 

» Sot n un nombre plus grand que 1; soient &, y, €,..., m formes 
linéaires indépendantes a n variables x, y, 2 .... Parmi ces formes, soient 
B paires dumaginaires conjugées et les autres n—28 =a formes reelles. 
Lun ou Vautre des nombres a et B peut aussi étre egal a zéro. Soit A le 
determinant des formes &, y, &,.... Soit enfin p une quantité quelconque 
=1. On peut toujours assigner a x, y, 2... des valeurs entiéres, de sorte 
que la somme . 


(abs. £)? + (abs. 7)? + (abs. §)? + --- 


soit différente de zéro et en méme temps plus petite que la quantité 


n 


? 


n 
s(n oa UP ar of 
[i anes anim (tet | 
qui est elle-méme plus petite que 
n (abs. Ay. 
Ici abs. signifie « valeur absolue de» et [ désigne la fonction gamma. 
» En suivant une voie indiquée dans vos admirables lettres a Jacobi, 


je tirerai du théoréme que je viens d’exposer plusieurs conclusions fonda- 
mentales sur les nombres algébriques. 


*) Uber die positiven quadratischen Formen und viber kettenbruchihnliche Algo- 
rithmen (Journal de Crelle, t. 107, p. 278). Diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, 8. 243—260. 
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»Soit un corps algébrique quelconque, irréductible et d’ordre n, et 
soit — une forme linéaire qui, pour toutes les valeurs entiéres de ses n 
variables 2, y, 2, ..-, représente tous les entiers algébriques de ce corps; 
soient, de plus, 7, ,... les m — 1 formes conjuguées 4 & Le discriminant 
du corps est représenté par le carré du déterminant A, et ce carré est 
un entier rationnel D du signe (—1)?. En faisant usage de l’inégalité 


(abs. 7 6...)° < ee ++ (abs.7)? + (abs.£)? + - - ip 


n 


et en remarquant que abs.é7¢... est un entier >1, pourvu que Z, y, Z,... 


soient des entiers et qu’ils ne sévanouissent pas tous, les inégalités du 
théoreme énoncé entraineront celles-ci: 
n 
-- n 
n pl (1 + *) 
P 


Gy 
7 pyieente 2\76 
Gere ge) 

» Faisant d’abord abstraction du terme intermédiaire, nous avons ainsi 
démontré le postulat profond de M. Kronecker*), que chaque discriminant 
est différent de +1, c’est-a-dire que chaque discriminant contient des 
nombres premiers comme facteurs. C’est 14 un détail bien digne d’attention. 
Tout nombre algébrique irrationnel a ainsi ses nombres premiers critiques, 
comme toute fonction algébrique irrationnelle a ses points d’embranchement. 

»Le terme dont nous n’avons pas tenu compte nous fournit pour la 
valeur absolue d@’un discriminant des limites inférieures plus complétes. 
Ces autres limites, od figure encore le nombre , s’accroissant indéfiniment 
avec l’ordre n, il est évident qu’un nombre donné quelconque ne peut étre 
discriminant que pour un nombre fini dordres n. 

»De quelle maniére fixera-t-on le mieux la quantité p, assujettie jus- 
qua présent a la seule condition de ne pas étre moindre que l’unité? 
On se convaincra aisément que les limites dont nous venons de parler 
devront s’agrandir aussi longtemps que la valeur de p décroit. Ce n’est 
done pas quand p est égal & 2, valeur qui répond aux formes quadratiques, 
mais dans le cas de p=1, que ces limites seront le plus avancées. Il 
en résulte enfin ce théoréme: 

» Le discriminant dun corps algébrique, faisant partie de n corps con- 
jugués dont 26 sont imaginaires et n — 28 réels, est en valeur absolue tou- 


jours plus grand que 
n 2 
(G) reer 


*) Journal de Crelle, t. 92, (Werke, Bd. I, S. 269). 


2 


abs. D < abs. D. 
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»Par exemple, un discriminant du deuxiéme ordre doit étre ou > 4 
ou <—2,.... Les valeurs les plus petites 5 et —3 se trouvent dans 
les équations w?+ o—1—=0 et o+ot1l=0O. 

»Un discriminant du troisisme ordre doit étre ou U4 OU 
<—12,.... De la limite précise du minimum des formes quadratiques 
positives ternaires on aurait tiré, en suivant une marche tout analogue, 
les inégalités D > 13,5 on <— 13,5. La limite que nous avons trouvée 
plus haut n’est done pas, il est vral, une limite précise, mais malgré cela 
elle nous fournit déja des résultats que les formes quadratiques n’ont pas 
encore donnés, » 


x. 
Uber Geometrie der Zahlen. 


Bericht tiber einen Vortrag zu Halle. 
(Verhandlungen der 64. Naturforscher- und Arzteversammlung zu Halle, 1891, S. 13 
und 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Band 1, 8. 64—65.) 


Wenn man fiir den Raum rechtwinklige Koordinaten einfiihrt, so ent- 
sprechen den Systemen von drei ganzen Zahlen diskrete Punkte, welche 
derart tiber den Raum verstreut liegen, daB sie eine gewisse Nahe in 
bezug auf jede beliebige Raumstelle erreichen. Den Inbegriff aller dieser 
Punkte mit lauter Koordinaten, die ganze Zahlen sind, nennt der Vor- 
tragende das dreidimensionale Zahlengitter; unter dem Titel ,,Geometrie 
der Zahlen“ begreift er geometrische Studien tiber das dreidimensionale 
Zahlengitter und iiber das entsprechende Gebilde in der Ebene, und in 
weiterem Sinne auch die Ausdehnung der Ergebnisse solcher Studien 
auf Mannigfaltigkeiten beliebiger Ordnung. Natiirlich besitzt jede Aus- 
sage tiber die Zahlengitter einen rein arithmetischen Kern. Das Wort 
,Geometrie* erscheint aber durchaus am Platze im Hinblick auf Frage- 
stellungen, zu welchen die geometrische Anschauung verhilft, und auf 
Untersuchungsmethoden, welche fortwihrend durch geometrische Begriffe 
ihre Richtung angewiesen erhalten. 

Der Vortragende hat sich in betreff der Zahlengitter hauptsachlich 
zwei Fragen gestellt; sie erginzen einander in gewisser Beziehung, und 
folgendes ist ihnen gemeinsam: Es handelt sich, wenn speziell vom 
Raume gesprochen wird, jedesmal um eine sehr allgemeine Kategorie von 
Korpern, welche so konstruiert werden, daB sie einen bestimmten Punkt 
des Zahlengitters — es sei dies etwa der Nullpunkt — in gewisser Weise 
umschlieBen, und es soll dann jedesmal bei diesen Kérpern eine gewisse 
Kigenschaft in bezug auf das Zahlengitter allein durch die GréBe des 
Inhalts der Kérper zustande kommen. 

Die erste Kategorie von Kérpern besteht aus allen denjenigen 
Korpern, welche im Nullpunkte einen Mittelpunkt haben, und deren Be- 
grenzung nach aufen hin nirgends konkav ist; und die fragliche Eigen- 
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schaft fiir diese Kategorie lautet: Wenn der Inhalt eines Kérpers dieser 
Kategorie > 2° ist, so schlieBt der Kérper notwendig noch weitere Punkte 
des Zahlengitters auBer dem Nullpunkte ein. 

Die zweite Kategorie von Kérpern ist noch umfassender; sie besteht 
aus allen Kérpern, welche den Nullpunkt enthalten, und deren Oberfliche, 
vom Nullpunkte aus gesehen, nach jeder Richtung hin nur einen Punkt 
darbietet; und die fragliche Kigenschaft fiir diese zweite Kategorie lautet: 
Wenn der Inhalt eines Kérpers dieser Kategorie 


<ltgtpigpt 

ist, so kénnen stets Deformationen des Kérpers angegeben werden, bei 
welchen der Inhalt sich nicht aindert, der Nullpunkt fest bleibt und gerade 
Linien gerade Linien bleiben, und nach deren Ausfiihrung alle Punkte 
des Zahlengitters mit Ausnahme des Nullpunkts ihren Ort auBerhalb des 
Korpers finden. 

Der Vortragende weist auf die auBerordentliche Tragweite dieser, in 
ihrer Allgemeinheit ebenso einfach wie plausibel klingenden Satze hin. 


XI. 


Extrait d'une lettre adressée 4 M. Hermite. 
(Bulletin des Sciences mathématiques, 2¢ série, t. XVII, pp. 24—29.) 


Veuillez bien permettre, Monsieur, que je vous donne un rapide ré- 
sumé de mon Ouvrage.*) La plus grande partie du livre traite des fonc- 
tions gm & m variables 2,, v,,..., Z,, qui, comme la racine carrée d’une 
forme quadratique positive, satisfont aux conditions 

(15 Ley oy L,) > O,. si Vom naipas. ia, = 0, a="), a, So, 
(A) gp (0, 0,5..,0) =9, 

p (ta, ty, ...,1X,) = tp (Hy, %2,--.,%,), si t>O, 
(B) PHY, Vet Yor --+y a+ Yn) SP (ry Vey +++) La) +P Yrs Yor +r Yn)s 
(C) Pp (— Hy, — My, +.) — Ly) = P (Ly, yy ---, Vy). 

Soient &, &,..., § un nombre fini de formes linéaires a coefficients 
réels et aux variables x,, %,..., %) et parmi ces formes soient » formes 
a déterminant différent de zéro. Soit 

DG Cael 
le maximum parmi les valeurs absolues de &,, &,..., &. Une telle fonc- 
tion ® satisfera évidemment aux conditions d’une fonction 9. 

J’établis dabord ce théoréme: 

gy étant une solution quelconque de (A), (B), (C), et d une quantité 
positive choisie 4 volonté, on peut toujours trouver des fonctions ® comme 


je viens de les caractériser, de sorte que, pour toutes les valeurs possibles 
GO: Xj; Ha; 0, 2%, OR ait 


n?) 


P 
1<f<i+e. 


Il en résulte que lintégrale Jf fda, Ixy... dz, Stendue sur le 
domaine 9 (a, %,...,%,) <1 aura toujours une valeur déterminée. Soit 
J cette valeur. Je démontre alors que lon peut toujours trowver des 
nombres entiers %,,%,...,%, pour lesquels on ait 


2 
(1) DSP May hy) 


*) Gemeint ist die ,,Geometrie der Zahlen.* (Anm. d. Herausg.) 
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Jajoute ce théoréme supplémentaire: 
Le cas qu'il n’existe pas de nombres entiers z,, 7,,...,2,, pour les- 
quels on ait 
ee ACL A aera, ee 
yp ( a , ) VJ’ 
ne peut se présenter que chez des fonctions ® provenant d’un nombre v 
de formes linéaires < 2”—1. 
La plus simple application du théoréme (I) est la suivante: 


&,, &,---,&, stant m formes linéaires a coefficients réels quelconques 
et & déterminant égal 4 + 1, on peut toujours donner a 2,, 2%, ..., , des 
valeurs entiéres qui ne s’évanouissent pas toutes et de sorte que les valeurs 
absolues de &,, &,..., &, soient toutes < 1. 

L’énoncé plus exact de ce théoreéme est que l’on peut trouver des 
nombres entiers 7,,%,...,%,, qui ne s’évanouissent pas tous, et de sorte 
que les valeurs absolues de &,, &,...,&, soient toutes <1, excepté le cas 
ot les formes &,, &,...,&,, par une substitution linéaire a coefficients 
entiers et a déterminant +1, peuvent étre transformées de maniére que, 
abstraction faite de lordre, elles deviennent 


Lyy gy By + Hq, 00 1y Any Ly + Ayg Met -+> + 2,. 


Ainsi, par exemple, a,,d,,...,@,_, étant des quantités réelles quel- 
conques et 7’ une quantité > 1, il y aura des nombres entiers 2,, %,..., 


Lyn—1) Tay parmi lesquels a, est différent de zéro, de sorte que les valeurs 


absolues de 
Xn 
Ly — AX, y— AgUqy +++) U__y— Oy_1 Uy Tn 


: iH x = : 
soient toutes <-, excepte le cas ot Z est un nombre entier, et 


@,,) +++) G_1, abstraction faite de Jlordré, ont des expressions 
T, f, Dn = 
T? J2?° °°? Jn-v 
entiers premiers a 7’. 

En appliquant le théoreme (I) a la fonction ® qui est définie a 


Vaide des 2n — 2 formes 


dans lesquelles Z,, Z,,..., Z,_, sont des nombres 


x Wp Ln 
Wy — AyLy ty Ty — Ag hy By very Typ — Mp1 MH EG 


on conclut que l’on peut toujours trouver des nombres entiers 2,, 2,..., 


%,_4,U, Sans diviseur commun et parmi lesquels z, est positif, de sorte 


que les valeurs absolues de 
a, Xs By—1 


— SY nite os ee 
2? ? n—1 
zy a? Lp n 
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x 


soient plus petites qu’une quantité positive ¢ choisie 4 volonté, et en 


méme temps 
n—1 
—. 


m—1 
n 


A Vaide de certaines autres fonctions g, on obtient les théoremes 
analogues pour les quantités complexes. 

Les théoremes que j’ai exposés dans ma derniere lettre sont aussi 
des conséquences spéciales du théoreme (I). De ce théoréme découlent 
enfin les théoremes de Dirichlet sur les unités complexes. 

Ensuite j’établis cette généralisation du théoreme (I): 

Pour toute fonction gy, satisfaisant aux conditions (A), (B), (C), on 
peut trouver ” nombres entiers /,, & déterminant différent de zéro, de 
sorte que lon ait 


Qn 
Plats bers +9 Int) P Laas aay e+ +9 Ine) «©» Pliny bons ++) Inn) ST° 


Le déterminant /,, sera alors toujours <1-2...n. 

Je fais aussi quelques remarques sur les cas extrémes de cette relation. 
Des applications de ce théoreme, je ne cite ici que ces deux: 

Soient a,,(h,k=1,2,...,n) mn? quantités réelles a déterminant 
différent de zéro, et soit D la valeur absolue de ce déterminant. Il y 
aura ou n® nombres entiers J,, 4 déterminant différent de zéro, de sorte 
que le systeme composé 


; Li, dencealtl hace Bi 


< 


NX 


Cr iadonaly m 


0 


nn 


Ge uns Gis cet 6.4 


satisfasse a toutes les n” inégalités 
+ 0,5 5,9:-:O, nD, (hy = 1, 2, .., mi hy 1,2, ..., We. B, 1,254.2, 0) 


ou ”* nombres entiers J,, & déterminant +1, de sorte que ce systéme 
composé, aprés une permutation convenable des lignes, prenne une forme 


’ 


Cie poy en Oy 


Oct titesad) 
satisfaisant aux conditions 
Crh = 0; h> k, 
O < Gi Ss Cog ae 
0 <6 ace, h <p. 


Une forme quadratique positive 4 variables et & déterminant D peut 
toujours, par une substitution 4 coefficients entiers et a déterminant différent 
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r (1 sl +) 


1 n 
(r(2)) 
une forme >d,,4,¥;, Satisfaisant aux conditions 


0< bi Sb Si Sb, $20.50, (h<h), 


ant (1 +3) : 
O41 O99 +++ Pan < e/a LANE 
("G)) 

Dans un autre Chapitre, je donne une nouvelle démonstration des 
théoremes que Kronecker a établis dans son Mémoire Néherungsweise 
ganzzahlige Auflosung linearer Gleichungen (Werke, Bad. III, 1, 8. 47). 

Enfin je procéde a la méthode de réduction des formes quadratiques 
positives que vous avez donnée en dernier lieu dans vos lettres 4 Jacobi. 
Il résulte de vos développements que l’on peut transformer toute forme 


SS 


quadratique positive f a m variables par une substitution 4 coefficients 


de zéro | dont la valeur absolue est < 2” , étre transformée en 


entiers et & déterminant +1 en une forme 0,,4,¥,, qui satisfait a 
toutes les inégalités 


On Pi Pa Pa 


ou m est un des nombres 1, 2,..., et ot p,, Po, ..-, p, Sont des nombres 
entiers quelconques, pour lesquels le plus grand diviseur commun de 
Diba CoD, ost egal. a 1. 

Je démontre que parmi ces inégalités on trouve un nombre fini d’ot 
dérivent toutes les autres. 

Pour une forme donnée f, il y aura, en général, 2*—1 formes satis- 
faisant 4 ces inégalités, et qui se déduiront d’une seule par les 2” sub- 
stitutions 

Pie Ey, Yee, +--+) Yer ta: 
Ces inégalités étant linéaires dans les coefficients b,,, on en conclut que, 
pour la somme 

AOR CAN ACD Na pretty ACen de 
y(A) désignant le nombre des classes de formes 4 coefficients entiers et 
a déterminant A, il existe une expression asymptotique 


n—1 


WD Sd 


Je démontre que l’on a 


5) LOR eee 
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S, désignant la somme 
i Deaenns 
1 oye gird anne 
A Vaide de ce résultat, j’arrive enfin au théoreme suivant: 
W (ay, -++) Ly) Cant une fonction quelconque, continue aux variables 


L1) +++, et satisfaisant aux conditions (A) des fonctions p [ou aux con- 
ditions (A) et (C)], et J designant la valeur de Vintégrale [...fdx,...dx, 


étendue sur le domaine (a,,-.-,%,) <1, on peut towours trouver n® quan- 
tités réelles a,, a déterminant 1, de sorte que la relation 


n Sy n 2S, 
O'< bOgyy+o F yn Yny oy Oni Uy + a + dnt) SV %(on = 7 


ne soit vérifiee par aucun systeme de nombres entiers Y,,-.--, Yn- 


En appliquant ce théoréme 4 la fonction »y = Vx,2+---+ 4,3, il ré- 
sulte une certaine limite inférieure de la limite précise du minimum des 
formes quadratiques positives, et cette limite donne leu a l’observation 
suivante: 


n sie . . Pat os . 
B, VD désignant la limite précise du minimum des formes quadratiques 
positives a ” variables et a déterminant D, on a 


lim (72) =i 


ogn 


XII. 


Uber Eigenschaften von ganzen Zahlen, die durch 
réumliche Anschauung erschlossen sind. 


(Mathematical Papers read at the international Mathematical Congress held in 
connection with the world’s Columbian Exposition Chicago, 1893, pp. 201—207, und, 
von R. Laugel ins Franzésische iibersetzt, in den Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques, 3° série, t. XV, 1896 unter dem Titel: Sur les propriétés des nombres entiers 

qui sont dérivées de l’intuition de l’espace.) 


In der Zahlentheorie wird, wie in jedem anderen Gebiete der Ana- 
lysis, hiufig die Erfindung mittels geometrischer Uberlegungen vor sich 
gehen, wahrend schlieBlich vielleicht nur die analytischen Verifikationen 
mitgeteilt werden. Ich wiirde deshalb schon an sich nicht in der Lage 
sein, mein Thema zu erschdpfen; es ist dies auch nicht meine Absicht. 
Ich will hier ganz allein von demjenigen geometrischen Gebilde sprechen, 
welches die einfachste Beziehung zu den ganzen Zahlen hat, von dem 
Zahlengitter. Darunter hat man, irgendwelche Parallelkoordinaten 2, y, z 
im Raume vorausgesetzt, den Inbegriff derjenigen Punkte a, y, 2 zu ver- 
stehen, fiir welche x, wie y, wie z ganze Zahlen sind; der besseren An- 
schaulichkeit wegen denke man sich unter az, y, 2 gewdhnliche recht- 
winklige Koordinaten. 

Hine Figur, die sich als ein Ausschnitt aus dem Zahlengitter darstellt, 
ist es, die man beim Beweise der Multiplikationsregel (ab) ¢ = a(6c) heran- 
zuziehen pflegt. Ich wiirde des weiteren die wichtigen Relationen tiber 
gréBte Ganze zu erwihnen haben, die Dirichlet (Crelles Journal, Bd. 47, 
Uber ein die Division betreffendes Problem; Werke, Bd. IL) auf geometrischem 
Wege erhalten hat. Ich will mich jedoch hier auf Fragen beschrinken, 
bei denen der Begriff des Unendlichen hineinspielt, nimlich das ganze 
Gitter, nicht bloB Ausschnitte daraus in Betracht kommen. (Das Folgende 
gibt in der Hauptsache einiges aus meinem Buche ,,Geometrie der Zahlen* 
(1896, bei B. G. Teubner) wieder, wobei ich bemerke, daB dort die Be- 
schrinkung auf Systeme aus drei ganzen Zahlen nicht statthat.) 

I. Der wichtigste Begriff, der mit dem Zahlengitter in Zusammen- 
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hang steht, ist der des Volwmens eines Kérpers; dieser Begriff bildet 
dann weiter die Grundlage fiir den Begriff des dreifachen Integrals. Man 
nehme jeden Punkt des Zahlengitters zum Mittelpunkt eines Wiirfels mit 
Seitenflachen parallel den Koordinatenebenen und von der Kante 1; zu 
einem Wiirfel soll stets die Begrenzung miteingerechnet werden. Man 
erlangt so ein Netz N von Wiirfeln, welches den Raum litickenlos erfiillt, 
und die einzelnen Wiirfel darin sind untereinander in ihren inneren Punkten 
durchweg verschieden. Nun sei K irgendeine solche Punktmenge, welche 
sich ganz auf eine endliche Anzahl von Wiirfeln aus N verteilt. Man 
dilatiere diese Menge A von einem beliebigen Punkte p im Raume aus 
in allen Richtungen in einem beliebigen Verhiltnisse 2:1. Aus K ent- 
stehe so KG, Sodann sei ag die Anzahl aller der Wirfel aus N, in 


welchen jeder einzige Punkt sich als ein innerer Punkt von K6 erweist, 
und es sei wé die Anzahl aller Wiirfel aus N, welche tiberhaupt mznde- 


stens einen Punkt von K@ enthalten. Dann konvergieren nach dem, was 
C. Jordan (Journal de Mathématiques, 4° série, T. 8, 1892, p. 77) gezeigt hat, 
immer Q-°-aQ und Q-3-ug fiir ein unendlich wachsendes 2, unabhingig 
von p, je nach einem bestimmten Grenzwerte A und U, dem imneren und 
dem duferen Volumen yon K. Man spricht vom Volumen von K schlecht- 
hin, wenn sich A = U herausstellt. 


Il. Die tieferen Higenschaften des Zahlengitters nun hingen mit einer 
Verallgemeinerung des Begriffs der Ldnge einer geraden Linie zusammen, 
bei der allein der Satz, da& in einem Dreiecke die Summe zweier Seiten 
niemals kleimer als die dritte ist, erhalten bleibt. 

Man denke sich eine Funktion S(ab) von zwei beliebig variablen 
Punkten a und 6 2unachst nur mit folgenden Higenschaften: (1) Es soll 
S(ab) immer positiv sein, wenn 6 von a verschieden ist, und Null, wenn 
b und a identisch sind; (2) sind a, b, ¢, d vier Punkte und darunter 6 
von a verschieden, und besteht zwischen ihnen eine Beziehung d —c = 
t(b — a) mit positivem ¢, so soll immer S(ed) = tS (ab) sein; die genannte 
Beziehung ist im Sinne des baryzentrischen Kalkuls aufzufassen und be- 
deutet, da8 cd und ab Strecken von gleicher Richtung und mit Lingen 
(im gewohnlichen Sinne) im Verhiiltnisse ¢:1 sind. Zum Unterschiede 
von der gewohnlichen Linge mége S(ab) Strahldistanz von a nach b 
heifen. 

Ks sei 0 der Nullpunkt; offenbar werden alle Werte S(ab) festgelegt 
sein, sowie die Menge der Punkte w gegeben ist, fiir welche S(ou) <1 
ist; diese Punktmenge heife der Hichkorper der Strahldistanzen, es wird 
zu ihm in jeder Richtung von o aus eine Strecke von o aus mit endlicher, 
nichtverschwindender Lange gehéren miissen. 
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Wenn nun ferner fiir irgend drei Punkte a, b, ¢ immer 
(3) S(ac) < S(ab) + S(bc) 
ist, sollen die Strahldistanzen einhellig heiBen. Dann besitzt ihr Eich- 
kérper die Eigenschaft, daB mit irgend zwei Punkten wu, v in ihm immer 
die ganze Strecke wv zu diesem Kérper gehért, und andererseits ist jeder 
nirgends konkave Korper mit dem Nullpunkt im Inneren Kichkérper fiir 
ganz bestimmte einhellige Strahldistanzen. 

Mit E(ab) werde die halbe Kante desjenigen Wiirfels mit Seiten- 
flachen parallel den Koordinatenebenen bezeichnet, der a als Mittelpunkt 
hat und seine Begrenzung durch 6 schickt. Die E(ab) sind als die ein- 
fachsten einhelligen S(ab) anzusehen. Die vollstindige analytische Auf- 
lésung der Bedingungen (1), (2), (3) habe ich im ersten Kapitel meiner 
,Geometrie der Zahlen“ gegeben. Es zeigt sich, da8 auf Grund von (3) 
insbesondere immer die Funktion S(ab) eine stetige der Koordinaten von 
a und von 6 ist, ferner zwei positive GréBen g und G vorhanden sind, 
so daB man 

gE (ab) < S(ab) < GE (ab) 
fiir alle a und b hat, endlich der Hichkérper ein bestimmtes Volumen J 
besitzt. Die Bedeutung von g und G ist offenbar die, daB der Wiirfel 


E(ou) < a ganz im Hichkérper enthalten ist und letzterer seinerseits 


ganz im Wiirfel E(ou) < og 

Wechselseitig sollen die S(ab) heiBen, wenn durchweg 
(4) S(ba) = S(ab) 
ist. Solches hat dann und nur dann statt, wenn der Hichkérper den 
Nullpunkt als Mittelpunkt hat. 

III. Es gibt im Zahlengitter offenbar Punkte r, fiir die E(or) = 1 
ist. Irgendwelche einhellige S(ab) vorausgesetzt, wird fiir diese Gitter- 
punkte 7 dann S(or) <G sein. Diese letztere Bedingung nun kann tiber- 


haupt nur von solchen Punkten r erfiillt werden, fiir welche E(or) < iS 


ist, und dieser Bedingung wieder gentigen sicher nur eine endliche Anzahl 
Gitterpunkte. Aus diesen Gitterpunkten muB dann notwendig die kleinste 
Strahldistanz M zu ersehen sein, welche von o nach allen anderen Gitter- 
punkten zusammengenommen existiert und die nun jedenfalls < G ist. 
Wird sodann fiir einen beliebigen ersten Gitterpunkt a der Kérper S(au) 


<=, fiir einen beliebigen anderen Gitterpunkt c der Kérper S(wc) 


< = M konstruiert, so sind solche zwei Kérper zufolge (3) in ihren inneren 


Punkten durchweg verschieden. Werden nun die Strahldistanzen auch 
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noch wechselseitig vorausgesetzt, so ist der zweite Kérper mit S(cw) Se M 


identisch, und stoBen dann also die verschiedenen Kérper S(au) =u 


fiir die verschiedenen Gitterpunkte a héchstens in den Begrenzungen zu- 
sammen. 

Nun sei Q irgendeine positive und gerade ganze Zahl, und man 
konstruiere die hier bezeichneten Kérper fiir die samtlichen im Wiirfel 


E(ou) < ee enthaltenen (Q + 1)? Gitterpunkte 


r9| 


x, Y; GO yeaa 


Aus S(au ely ee oie folet E(au ares und werden deshalb alle 
=o“ >= e 8 oy 


diese Kérper in dem Wiirfel E(ow) <= (2 +“) enthalten sein, dessen 


Volumen (2 +5) betragt. Indem sie nun sdmtlich auseinander legen 


und je vom Volumen (5) 7 sind, geht daraus die Ungleichung 
G\3 My3 
(2+ Sz @+ (is 


hervor; nun stellen M und J bestimmte Gréfen vor und Q kann beliebig 
groB genommen werden, mithin entnimmt man daraus: 


M\3 
(6) 12 (5) 4, 
mups es also mindestens einen, von o verschiedenen Gitterpunkt q geben, fiir 
den S(oq) < ll ist. 
Sh 


Das hiermit gewonnene Theorem tiber die nirgends konkaven Kérper 
mit Mittelpunkt scheint mir zu den fruchtbarsten in der ganzen Zahlen- 
theorie zu gehdren. Ich hatte es, durch das Studium der Aufsitze von 
Dirichlet und von Hermite iiber quadratische Formen (Crelles Journal, 
Bd. 40, 8. 209 u. 8. 261; Dirichlets Werke, Bd. I], 8. 27; Oeuvres d’Her- 
mite, T. I, p. 100) angeregt, zunichst fiir die Ellipsoide gefunden (Crelles 
Journal, Bd. 107, S. 291; diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, 8. 255); ein 
noch gréBeres Interesse aber bieten die Folgerungen dar, welche dieses 
Theorem hinsichtlich linearer Formen zulaft und von denen ich sogleich 
einige hervorheben werde. 

Das Gleichheitszeichen in (5) tritt dann und nur dann ein, wenn die 
Kérper S(au) < +i um die einzelnen Gitterpunkte a den Raum liicken- 


los erfiillen. Dazu mu8 vor allem die vollstindige Begrenzung des Eich- 
kérpers durch eine endliche Anzahl von Ebenen, und zwar durch nicht 
mehr als 2(2*— 1) Ebenen, gebildet werden; nimlich es mu8 dann jede 
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ebene Wand von S(au) < M noch exklusive des Randes mindestens einen 
Gitterpunkt 2, y, z enthalten, und kénnen fiir derartige Gitterpunkte in 
zwei, nicht in bezug auf 0 symmetrischen Wanden niemals L,Y, @ gleiche 
Reste modulo 2 ergeben, wie auch fiir keinen dieser Punkte L, Y, 8 
= 0, 0, 0 (mod 2) sein kénnen. Das Gleichheitszeichen in (5) tritt bei- 
spielsweise niemals fiir ein Oktaeder ein. 

IV. Hs seien &, 1, § drei lineare Formen in a, y, 2 mit einer von 
Null verschiedenen Determinante D, es seien entweder alle drei reell, 
oder & reell und 7, € zwei Formen mit konjugiert imaginiiren Koeffizien- 
ten; weiter sei  irgendeine reelle GréBe. Der durch 


al 
Pp P Pp 
(6) (Pla lel 4 


definierte Kérper K, stellt dann, sowie p> 1 ist, einen nirgends kon- 
kaven Kérper vor; fiir das Volumen J, dieses Kérpers findet man: 


3 3 

ae 3 Si 3 
g ae ) 3 or (1 ) 

2° Sew p Pp 


es zeigt sich ferner, daf ftir einen Kérper K,, wenn p endlich ist, in (5) 
niemals das Gleichheitszeichen in Betracht kommt. Man gewinnt so den 


Satz: 
Ist p=1, so gibt es immer ganze Zahlen x, y, 2, die nicht sdmt- 


lich Null sind und fiir welche man 


1 
Pp ip P\P 4 
(EPtioP+lePy - aii 


oder = 


a|r 


J 


hat. 

Halt man a, y, 2 fest, so nimmt der Ausdruck links in (6), wenn 
nicht gerade |§|—||=|§| ist, in welchem Falle dieser Ausdruck von p 
unabhingig sein wiirde, mit p fiir alle Werte p >0 kontinuierlich ab 
(sogar fiir alle p, wenn keine der GroBen |&|,|7|,|&| Null ist). Hs 
' wird danach ein jeder Kérper K, in allen anderen von diesen Korpern 
mit kleinerem p enthalten sein und also 5 und 4, mit p kontinuierlich 

: P 
zunehmen; fiir p = oo konvergiert 4p nach 1, bzw. =. Fiir p = co geht 
K, in das Parallelepipedum —1<§<1, —1<y<l, — Des cs 1 
oder den elliptischen Zylinder —1<§<1, 7?+0<1 tiber; K, hin- 
gegen stellt ein Oktaeder oder einen Doppelkegel vor. Endlich wird aus 
der Funktion links in (6) ftir py = 0 das geometrische Mittel V|&&|, so- 


daB man den Satz hinzufiigen kann: 
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Es gibt immer ganze Zahlen 2, y, 2, die nicht simtlich Null sind 
und fiir welche man |&7§| <,°|D|, umsomehr also <| Dj, hat. 

Diese Siitze und die analogen fiir m lineare Formen mit n Variablen 
lassen insbesondere fundamentale Anwendungen in der Theorie der alge- 
braischen Zahlen zu, beim Beweise der Dirichletschen Sitze tiber die 
komplexen Hinheiten, der Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen, und 
sie haben zuerst den wichtigen Nachweis erméglicht, daB in der Diskri- 
minante eines jeden algebraischen Zahlkérpers immer mindestens eine 
Primzahl aufgeht. 


V. Es seien a und 6b irgend zwei reelle GréBen und ¢ eine beliebige 
GréBe > 1. Die Anwendung der Satze in III. auf das Parallelepipedum 


—1l<a—azs<1, —1<y—-—be<1, -1<4<1 
fiihrt dazu, daB es immer ganze Zahlen wz, y, 2 gibt, fiir welche 


O<ect, |e—asl<—, ly—del<— 
ad t 


ist. Dieses Resultat, jedoch nur fiir den Fall ganzzahliger Werte von ¢, 
hat bereits Kronecker (Berichte der Berliner Akademie, 1884, 8. 1073; 
Werke, Bd. III, 1, 5. 36) mittels des scheinbar trivialen, dessen ungeachtet 
aber duBerst erfolgreichen Prinzips (s. Dirichlet, Verallgemeinerung eines 
Satzes aus der Lehre von den Kettenbriichen; Werke, Bd. 1, 8. 636) bewiesen, 
daB, wenn eine Anzahl von GréBensystemen in eine kleinere Anzahl von 
Bereichen fallen, mindestens zwei Systeme darunter in einen und denselben 
Bereich zu liegen kommen miissen; es ist dies einer der wenigen Fille, 
wo bereits dieses einfachere Prinzip wesentlich gleiche Folgerungen er- 
méglicht wie das arithmetische Theorem in LI. 
Die Betrachtung des Oktaeders 


jn —ael+|5|<1, |y—bel+|4|<1 


(¢ > 3 vorausgesetzt), zeigt die Existenz von ganzen Zahlen 2, y, z, fiir 


welche die Ausdriicke hier links beide < (> ausfallen und zugleich 
z> 0 ist, und fiir solche Zahlen findet man dann noch: 


Diese Sitze weisen auf einen Weg, auf dem mit Erfolg die Ergeb- 
nisse der Lehre von den Kettenbriichen zu verallgemeinern sind. 

VI. Betrachtet man beliebige einhellige und wechselseitige S(ab), so 
erscheint 2° als kleinste obere Grenze fiir MJ. Beschrankt man sich 
auf solche S(ab), deren Hichkérper aus einem gegebenen Kérper durch 
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alle méglichen linearen Transformationen hervorgehen, so findet man auch 


in dieser beschrankten Klasse von Funktionen bereits immer solche, fiir 
welche 


MJ>1+5+¢e+a4+-: 


ist. Der Nachweis dieses Satzes erfordert eine arithmetische Theorie der 
kontinuierlichen Gruppe aus allen linearen Transformationen. 

Endlich ist zu erwihnen, daB die Ungleichung M*J< 2° fiir die 
nirgends konkaven Kérper mit Mittelpunkt noch eine wesentliche Ver- 
allgemeinerung zulaBt, auf die ich indes hier nicht mehr eingehen will. 


Bonn, im Juni 1893. 


XIII. 
Zur Theorie der Kettenbriiche.*) 


(Annales de l’Ecole Normale supérieure, 3° série, t. XIII, pp. 41—60.) 


Durch das Studium der Aufsiatze von Herrn Hermite in den Banden 40, 
41 und 47 des Crelleschen Journals (Oeuvres, T. I, p. 94, p. 100, p. 164, 
p- 193, p. 200) bin ich zu einigen Verallgemeinerungen der Theorie der 
Kettenbriiche gefiihrt, iiber die ich im folgenden kurz berichten will. 

I. Ich werde zunachst von den Anniherungen an eine einzelne reelle 
GréBe mittels rationaler Briiche sprechen. 

Es sei Q irgendein Wert >1. Fiir eine beliebige reelle GréBe a, 
welche weder eine ganze Zahl noch die Hialfte einer ganzen Zahl ist, kann 
man in folgender Weise eine Folge von ganzen Zahlen p,, g, (n=0,1,2,...) 
bestimmen. Zuerst sei p) = 1, q =0; es sei fo die nachste ganze Zahl 
an a und p,=fo, g, = 1. Sodann sei fiir ein nm =>1 und solange als 
Pn=-1— @In-1 


nr n 
absolute Betrag dieses Quotienten =e, +7, gesetzt, so daB e, eine ganze 
Zahl und 0 <r, <1 ist; hernach mache man s =e, —é dm-1 und, wenn 
==" 2 ? n n n q , ? 


mr 


Pn — 4, + 9 ist, ¢, das Vorzeichen von , und es werde der 


r, = 9 ist, f,=e,, wenn aber r,>0 ist, f, =e, oder =e,+1, je 
nachdem 


(A) 


G4 > so — 1 
a nOdee 5 
1—(—7,,) el Sat, 


ist, endlich p, 14 = fpPn— €Pn—1» Un+1 =faIn — EnQn—-1: Man hat als- 
dann: 


und die Reihe der Zahlen p,, qg, besitzt folgende Eigenschaften: 


*) Statt der a. a. O. veréffentlichten, von L. Laugel herriihrenden Ubersetzung, 
welche den Titel tragt: Généralisation de la théorie des fractions continues, gelangt 
hier das deutsche Originalmanuskript des Verfassers zum Abdruck. (Anm. d. Herausg.) 
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1. Wenn a rational ist, bricht die Reihe mit irgendeinem Index » 


ab, fiir den ie = a ist. 


2.-Man hat 0<¢,<@,<.:::. 


3. Die Zahlen p, und q, sind immer relativ prim; man hat 


Prdn +1 i Un Pn +1 = OF a= & are! » Ens 
4. Man setze ¢, = co, und, wenn n> 1 ist, 


Dea = O94 i rie MES) 7 Pn — a4, kes 7 tq. = Ue 
es sind dann ), ¢,,%,... und Z,, 7,,... Reihen von fortwahrend ab- 
nehmenden positiven GréBen, und sie konvergieren nach Null, wenn a 
irrational ist. Dabei ist immer*) 


Ist a rational, so werde noch ¢,,, = 0 gesetzt. 

5. Ist ¢ irgendein positiver Wert, der nicht in der Reihe t,t, 4,... 
vorkommt, und ¢, >¢>#,,,, und ist 7, y irgendein von 0, 0, von p,, q, 
und von —p,, —q, verschiedenes System von ganzen Zahlen, so hat 
man immer 

eS oy eg? > |p, —ag,| +t \q,|7 2") 
Besonders bemerkenswert sind folgende Spezialfille dieser Ent- 


wicklung: 
1) Q=oo. Alsdann hat man fiir ein m>1 immer f, =¢,, ¢,,;=—1, 
und ae ce ... sind die Naherungsbriiche der gewéhnlichen Kettenbruch- 
1 2 


entwicklung fiir a, mit AusschluB des ersten Naherungsbruches, falls der 
Uberschu8 von a iiber die gréBte in a enthaltene ganze Zahl > = ist. 
2) Q=2. Die Ungleichungen (A) werden hier 


1 > 2s,+1 
— oder —*-—, 
Tr <4 Sn a 2 


und nach der Higenschaft 5. wird man diejenige Entwicklung in einen 
Kettenbruch vor sich haben, auf welche Herr Hermite im 41. Bande 
des Crelleschen Journals, S. 195 (Oeuvres, T. I, p. 108) gefiihrt wurde. 


*) Vgl. hierzu ,,Geometrie der Zahlen“ S. 122. (Anm. d. Herausg.) 

**) In der franzésischen Ubersetzung findet sich noch folgender Abschnitt: 

6. Lorsque a est irrationnel et racine d’une équation du second degré a coeffi- 
cients rationnels, il existe un indice 7 et un nombre u tels que, a partir de n = J, 
on aura toujours 


= = &§ ‘ Anm. d. Herausg. 
f, Tas oye n+1+y ( 8-) 
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3) Q=1. Die Ungleichungen (A) gehen dann in 


be 
ey oder 2 
Tn noi 


iiber. Man hat immer 7, <)2¢, und tritt hier das Zeichen = nur ein, 


wenn man @ = a (Q > 0) hat und dabei P, Q ganze Zahlen ohne 


gemeinsamen Teiler sind, und zwar alsdann nur fiir einen Index n, fir 


welchen eat Qr-1< Q<q, wird. Man wird danach fir jeden 


Index n: 
Pn 20 
gee | S243 
haben. — Ist weiter b eine beliebige reelle GréBe, so erfiillen ftir min- 


destens ein System von ganzen Zahlen X, Y, fiir die man 


toh <XK+1, Y-1<—~ apo c¥+1 
oe | 
hat, =p, ,X+p,Y¥, Y=Qh-1X +9, opt APMIS 


|e —ay—b| +é,1y|< Vi, 
Wenn von den Gleichungen x—ay =0, x—b =0, x—ay—b=O keine 
in ganzen Zahlen x, y lésbar ist, existieren hiernach unendlich viele ver- 
schiedene ganze Zahlen x, y, fiir welche 
y+ 0, | —ay — Dray 
ist. Dieses Theorem hat Herr Hermite im 88. Bande des Crelleschen 


Journals, S. 15 aa T. IIL) mit der weniger scharfen Grenze = 


an Stelle von — i gegeben. 
it Sete betrachte ich den folgenden Ausdruck 
n Q g |2 


et 


Tt 


darin seien &, 7, € drei lineare Formen mit drei Variablen 2, y, 2, mit 
lauter reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Determi- 
nante A, und g, 6, t positive Parameter. Indem man anstatt £, 7, € auch 
das System —£&, — 7, —€ behandeln kann, mége A> 0 vorausgesetzt 
werden. Auf diesen Ausdruck g lassen sich dieselben Gesichtspunkte in 
Anwendung bringen, die mich zu den Sitzen in I. gefiihrt haben. 

Man deute x, y, 2 als Parallelkoordinaten (z. B. rechtwinklige) fiir die 
Punkte im Raume. Durch die Bedingung gy <1 wird dann, so oft Q 
einen Wert >1 hat, jedesmal ein konvewer Kérper definiert, z. B. fir 
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Q = 1 ein Oktaeder, fir Q=2 ein Ellipsoid, fiir 2 =0o das Parallel- 
epipedum, das von den sechs Ebenen 


E=+0, n=+6, €=+¢r 


begrenzt wird. Dieses Parallelepipedum werde ich mit {, 6,7} bezeichnen 
und seine drei begrenzenden Ebenenpaare der Reihe nach seine E-, -, 
€-Seiten nennen. 

Im vorhergehenden trat die gewéhnliche Kettenbruchentwicklung ge- 
rade bei der Annahme 2 = co zutage; im folgenden will ich mich des- 
halb auf diese Annahme beschranken. 

1, Das System aller Punkte mit ganzzahligen Koordinaten a, y, z 
heiBe das Gutter und ein einzelner Punkt daraus ein Gitterpunkt. Die 
Substitution «= — a2*, y= — y*, ¢=—2* fihrt das Gitter und des- 
gleichen ein jedes {9, 6,1} in sich tiber. Hin {g,6,1} heibe fre’, wenn 
es in seinem Jnneren keinen Gitterpunkt auBer dem Nullpunkte enthilt. 
Hin freies {@,6,7}, welches diese Higenschaft bei noch so kleiner Ver- 
gréBerung eines beliebigen seiner Parameter jedesmal verliert, werde ein 
Guperstes Parallelepipedum fiir &, 7, € genannt; ein solches wird also mit 
mindestens einem Gitterpunkte im Inneren einer jeden Seitenfliche ver- 
sehen sein miissen. Nach einem Satze, den ich im Bulletin des Sciences 
mathématiques, janvier 1893, Lettre a M. Hermite (diese Ges. Abhand- 
lungen Bd. I, S. 266) zum ersten Male ausgesprochen habe, hat man in 
einem freien {9, 6,7} immer 

got <A, 
d. h. ein {9, 6,7}, wofiir gor = A ist, mu immer aufer dem Nullpunkte 
noch weitere Gitterpunkte, sei es im Inneren, sei es nur an der Grenze, 
enthalten. Auf diesen Umstand kann man die Ermittlung eines duBersten 
{o, 6,7} griinden. 

2. Hine lineare Substitution werde ich hier, ohne die Variablen zu 
benennen, blo& durch das quadratische System der Koeffizienten be- 
zeichnen, wobei aus den einzelnen Gleichungen die Horizontalreihen ent- 
stammen sollen; und ein System von linearen Formen denke man sich 
zum Zwecke seiner Bezeichnung als eine lineare Substitution. 

Um einige Besonderheiten auszuschlieSen, deren Beriicksichtigung nur 
etwas mehr Raum erfordern, aber keinerlei Schwierigkeiten bereiten wiirde, 
setze ich von nun an voraus, daf von den drei Formen &, n, § keine eimzige 
fiir ganzzahlige Werte x, y, 2 auer fiir 0,0, 0 verschwinde. Es gelten 
dann folgende Siatze: 

Ist {a, 9,1} ein duBerstes Parallelepipedum fiir §,, §, so hat man 
immer 
(1) agl<A. 
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Es enthilt {a,g,1} genau einen Gitterpunkt auf jeder Seitenfldche, auf den 
gegeniiberliegenden Flichen Gitterpunkte mit entgegengesetaten Koordinaten. 
Man kann darunter immer auf eine und nur eine Weise drei Gitterpunkte 
r,s, t; r,s, t; 7", 8",t" auf nicht gegeniiberliegenden Fliichen & = «a4, 
n=ég, &=<6'l finden, so dap cee” =+1 ist, und wenn das System 
€&, ey, €'& durch 


Yr, le . Op ate b, +¢ 
P= S, Se a nm D= amd fe g; th 
Comet ae eee 


iibergeht, die Gripen a, 6, ¢, f, 9, h, j,k, 1 stimtlich positiv sind und thre 
Vorzeichen eines der folgenden sechs Systeme ergeben: 


I | 10h, | Ill. | IV. | V. | VI. 
++4]4+—--]/+—--;/+4+-;/4+-4])+-- 
—~+—-j/+44+]—-+-|-+4+/4++-]-+- 
~—~4F+]/--4+/++4]4+-4]-4+4+/--+ 


Dabet erweist sich dann die Determinante von P im den Faillen I. bis V. 
gleich 1, wm Falle V1. gleich 0, und hat man 

(2) CS, 8. Se Sele Sen 

und dazu noch je nach den einzelnen Fallen, die hier durch thre Nummer 
kenntlich gemacht sind, folgende weitere Bedingungen: 


I | 1, | 1H 
b+e>a, h+-f>9, jtk>l, 
fa hsoder p> kh | kiy (oder 6 Se) es biucoder’ hie 


IVs | Viz | VI. 


b>c oder h>f oder j>k | c>b oder f>h oder k>j | b+c=a, h+f=g, j+k=l. 


Von den hier durch das Wort oder verbundenen zwei oder drei Be- 
dingungen hat jedesmal wenigstens eine statt. 

Es heige {a,g,1} in den Fallen L—V. von der ersten, im Falle VI. 
von der zweiten Art, und von der Substitution P, welche ihrerseits {a, g, 1} 
vollkommen bestimmt, sage man, sie sei eine zu & 7, § gehdrende Sub- 
stitution. 

Ist eime ganzzahlige Substitution P mit der Determinante 1 so beschaffen, 
dap durch sie e&, en, &€ mit geeigneten Vorzeichen «, , &” in ein System 
tibergehen, welches eine der vorstehenden Bedingungen I. bis V. erfiillt, so ist 
ste stets eme zu §&, n, § gehdrende Substitution. 

3. Man bilde fiir ein auBerstes {a,g,1} die Systeme P und o. Ist 
darin b >, so befindet sich in {b,g,1} der Gitterpunkt 7’, s‘, t’ auf dem 
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Rande einer §- und einer y-Seite und der Gitterpunkt r,s’, t im Inneren 
einer €-Seite. Es muS dann {2, =, u}, dem in (1) liegenden Satze zu- 


folge, ein bestimmtes ‘iuBerstes {b,9,,/} mit einem Parameter 9, > 9 ent- 
halten, und dieses wird dann unter allen miglichen dupersten {Gos Doxtots 
m welchen gg>9J,lg>1 und a,<a ist, dasjenige mit gréibtem Parameter Ay 
sein. Wenn b <e ist, kommt die nimliche Higenschaft einem gewissen 
auBersten {c,g,1,} (1, >1) zu. Dieses so in jedem Falle bestimmte {b,9,,1}, 
bezieblich {c,g,1,} heiBe der &-Nachbar von {a,g,1}. Zu diesem 
£-Nachbar kann man wieder den £-Nachbar bilden usf. ins Unendliche, 
dabei kommt man offenbar auf lauter verschiedene duferste Parallelepipeda 
fiir §,7,§ Analog kann man sodann einen y-Nachbar und einen £-Nachbar 
von {@,g,l} definieren. {a,g,l} selbst wird, je nachdem b> c oder 
b<e ist, der n-Nachbar oder der €-Nachbar seines §-Nachbars sein. 
Nun besteht der folgende Hauptsatz: 


Von einem beliebigen dufBersten Parallelepipedum fiir &, n, & ausgehend 
kommt man durch fortgesetzte Bildung aller Nachbarn zu allen vorhandenen 
dupersten Parallelepipeda fiir &, n, &. 


Denn es seien irgend zwei verschiedene duBerste Parallelepipeda 
{a,9,l} und {a), 9,4} gegeben. Da keines im anderen enthalten sein 
kann, ist bei jedem mindestens ein Parameter gréBer und also auch bei 
einem nur em Parameter gréfer; so sei etwa a>, 9<, I<. Die 
beiden Parallelepipeda haben dann TT = {a),g,/} gemeinsam. Man bilde 
das System P fiir {a,g,/}; der Punkt»’, s’, ¢’ darin kann nicht im Inneren 
von {, 9, %} liegen und ist daher b >a). Wenn nun 6 >e oder aber 
b<e und dabei /<1, ist, wird der §-Nachbar von {a,g,/}, der dann 
{b, 9,1} (9,>9) oder {c,g,1,} (, >) lautet, mit {a), 9, 1)} ein Parallel- 
epipedum TT, gemein haben, welches 11 enthalt und daber groper ist. Ist 
aber b<c und zugleich 1 =1,, so hat der §-Nachbar von {a,g,/}, der 
dann {c,g,1,} (i, > 2) lautet, zwar mit {@, %,%)} wieder nur TT, aber, 
indem dann ¢ >a, 9 <p, 1, >, ist, dem eben behandelten Falle gemaB, 
mit dem y-Nachbar von {4,9 ,%} gewiB ein Parallelepipedum IT, ge- 
mein, das TI enthilt und dabei groper ist. Die zwei Parallelepipeda, die 
hier jedesmal auf das mit TT, bezeichnete Parallelepipedum fiihren, kénnen 
nun identisch sein, anderenfalls operiere man mit ihnen wie mit den 
beiden, von welchen man ausging, usw. Dem in (1) enthaltenen Satze 
zufolge muB nun jedes iiuberste Parallelepipedum, das TT enthalt, ganz im 


Inneren von (= = =} liegen. Fiir die drei Parameter bei TT, T7,, usw. 
gl? la,’ ag 5 
kommen daher nur eine endliche Anzahl von Werten in Frage, und eine 


endliche Anzahl von Schritten, wie der hier bezeichnete, mu8 zu einer 
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vollstindigen Verbindung von {a,g,/} und {a), 9,1} durch Nachbarn 
fiihren. 

Es bilden so alle vorhandenen AuBersten {a,g,/} eine bestimmte 
Kette, in welcher an jedem Gliede in gewisser Weise unmittelbar seine drei 
Nachbarn haften und dadurch ein Zusammenhang aller Glieder zustande 
kommt. 

Man findet die Nachbarn eines dupersten {a,g,1} zweiter Art stets 
stimtlich von der ersten Art. Um die ganze zu &, 7, § gehérige Kette von 
auBersten Parallelepipeda zu bilden, wird man nun von einem Gliede 
der ersten Art in ihr ausgehen; dann bedarf man nur des Algorithmus, 
durch den man von einem 4uBersten {a,g,1} der ersten Art zu einem be- 
liebigen Nachbar, und, falls dieser von der zweiten Art wird, weiter direkt 
za den Nachbarn dieses Nachbars gelangt. Man bilde die Systeme P 
und © fiir {a,g,/}, und es sei 

A OE ees 

dae Ore ie 

Chet 
das adjungierte System zu , das System, welches symbolisch durch 
Ao-* anzudeuten wire. Es wird hinreichen, den §-Nachbar von {a, g, 1} 
und noch unter der Annahme 6>c zu behandeln, indem die itibrigen 
moéglichen Fille aus diesem durch die geeigneten Permutationen von &, 7, & 
und der zugehérigen Bezeichnungen hervorgehen; dabei ist zu beachten, da8 
in ® den Formen &, 7, € nicht bloB® die Horizontalreihen, sondern ebenso 
die Vertikalreihen einzeln zugeordnet sind. 

Man erhalt, wenn b >c ist, den £-Nachbar von {a,g,/} durch den 
nachstehend dargestellten Algorithmus. Voran steht dabei jedesmal, welcher 
von den Fallen I. bis V. aus 2. bei dem Systeme ® zutreffen soll. Die 
Klammer [ ] dient in der bekannten Weise als Zeichen fiir gréfte Ganeze. 
Die aufgeschriebene Substitution ist jedesmal die, mit welcher P rechts 
zu multiplizieren ist, um die zu dem &-Nachbar gehdrende Substitution 
zu erhalten; die drei Hinheiten daneben sind die Quotienten aus den Ein- 
heiten ¢, é’, «” fiir den £-Nachbar und fiir {a, g,1}; die rémische Nummer 


darunter besagt, welche von den sechs Vorzeichenkombinationen aus 2. 
sich bei dem £-Nachbar einstellt. 


Fall Il. und Fall V. 


Von den doppelten Vorzeichen bezieht sich das obere auf den Fall IL., 
das untere auf den Fall V. 


[Fl-™% [RF]-™ a-tM—cN=u, +5+kM—IN=v. 
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| m | n | 0 
1) U<e, o>k |} M—1 N+1 +1 
2) u<b—e, Neca Med Wea N= 1 —1 
3), 4) uw<b, aber nicht 1) noch 2) | M N 
3) > 0 — | 
4) v<0 +1 
5) u>bd, 0 > Out N+1 +1 
6) u>b, v0<0| M+1 N —1 
Oat oO,) 0 ae Te 
42.0, 0, tal; 
FY ? , >] 
a |e aga ats (a ce. 
0-U-=6n, 1 : 
Fall J 
Dijk, 
0, —1, 0 a +, +3 
ale i 20 
. OF "205 er V 
2) j<k, 
0, i 0 Gap teas 
Peale 0 
0, —1,-—1 DF. 
Fall I. 
1) a+c< 2b, 
De is 0 Saks pt er 
Lae LeU) 
eee aera U 
Fall IV. 


Db fo had ok cl, 
Dre 1 77.0 Hep theo 
err 0 
OF 0,6 it lhe 


Fall IIL, 2) und Fall IV., 2). 


Die Bedingungen bei 1) sollen alsdann nicht erfiillt sein. Von den 
doppelten Vorzeichen bezieht sich im folgenden durchweg das obere auf 
den Fall III., das untere auf den Fall IV. 
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0, 0, 0 aa Pagy a, 
—1, 1; 6) 
Once 1,+1 VI. 


Von der zweiten Art wird also der &-Nachbar nur unter diesen 
letzten Umstanden. Alsdann ist der Weg, um von {a,g,/} direkt zu den 
Nachbarn des £-Nachbars tiberzugehen, durch folgende Tabelle vorgezeichnet. 
Darin haben jedesmal die hingeschriebene Substitution, die daneben 
stehenden Einheiten und rémischen Ziffern dieselbe Bedeutung fiir das 
gesuchte Parallelepipedum, wie die entsprechenden Zeichen oben fiir den 
£-Nachbar. Die Herleitung von m,n, 6 hat in den spiteren Fallen nach 
derselben Regel wie im ersten Falle zu erfolgen. 


Algorithmus fiir den &-Nachbar des &-Nachbars. 
1) b—c>¢e; 
EG +G+H 
[- = Me [=St= = Ns 


IR 
a—(b—c)M—cN=u, —j+(—-hM-IN=v; 
b—c=w, C= Wl, l—k=v’. 

| m | n | f) 
1) u<w, o>0 | M—1 N+ 1) +1 
2) u<u, v>v>0)]/ mM N+1 | —1 
3) u>u, vo>0| uM N+1|+1 
4) u<u, vo<0| M N +1 
5) u> uw, 0 <0.) Mi WaNee de ed 
0, a0; 0 
+1, +0(m—n), ZO genni} tis, al we 
2) rOlte= 8 
Pees ae 6 
sae te tial pee 
eet ~O Sora) Ep eameeel yee 
c=u, b—c=w, h=v. 
0; 0, z 0 
0, 015 — don cg Oh FO; 


é=+1, IV. et 
¢1l, +9, FO(m—n) eke) et ae pom 


Der y-Nachbar des §-Nachbars ist {a,g,1} selbst. 
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Algorithmus fiir den &-Nachbar des &-Nachbars. 
1) k<l—k; 


SAl-«, E%“]-», 


j—(—-kh)M—-KN=u, —a+(b—c)M—bN=v; 
l—k=vw, k=w’, b—c=v. 
OF =EA0 0 
ae a ahd bilan ad A, a ieee 
Oe om, 41 “iad winters! 
2) k>l—k; 
2), j>k, Zvi grvnar Ooi 
0, it ESE, 53 
2), J<h, Aiea 
hs alae Oeel 
im Falle IL, 2): |—1, —1, 1f “7? 7 
ey ei) 
iar Live at 
im FalleIV,2): }o, —1, 1] 1 ee 
0) resin 0) 


4. Ks sei ein reeller algebraischer Zahlkérper dritten Grades 0 ge- 
geben, dessen konjugierte Kérper 0’, 0” ebenfalls reell sind, also mit 
einer positiven Diskriminante D. Ls seien a, 6, y drei ganze Zahlen aus 
© von solcher Art, daB die Form §=ax+ By+ ye fiir die rationalen 
ganzzahligen Werte von 2, y, 2 alle ganzen Zahlen aus © darstellt; 4 = & 
und € = &” seien die konjugierten Formen zu § in den Kérpern 0’ und 
@”. Die Determinante von &, 7», & ist dann YD, und zwar mige sie gleich 
dem positiven Werte dieser Wurzel angenommen werden, indem auch 
—a, — fp, —y die Stelle von a, B, y tibernehmen kénnen. Das Produkt 
En€ = Nmé ist eine Form in g, y, 2 mit lauter rationalen ganzzahligen 
Koeffizienten von der Diskriminante D. Wendet man auf diese Form 
eine Substitution P der zu & 7, € gehdrigen Kette an, so entsteht eine 
Form g, wieder mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten, von der Dis- 
kriminante D oder 0, je nachdem die Determinante von P Kins oder Null 
ist; dabei ergeben sich aus den Ungleichungen 2.(1) und 2.(2) gewisse, 
nur von D abhingige obere Grenzen fiir die Betraige aller Koeffizienten 
in y. Es gehen danach aus Nmé& durch die séimtlichen unendlich vielen 
Substitutionen P tiberhaupt nur eine endliche Anzahl verschiedener Formen 
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g hervor. Unter einer Einheit des Kérpers © soll eine ganze Zahl aus 
© mit der Norm 1 verstanden werden. 


Es seien nun P und Q zwei verschiedene Substitutionen der Kette zu 
En, & welche &7€ in ein und dieselbe Form g transformieren. Durch P 
mogen & 7, € in =, H, Z tibergehen; durch @ miissen dann &, y, € in die- 
selben Formen bis auf Faktoren tibergehen, und dabei kann mit Riicksicht 
auf die Ungleichungen 2.(2) auch keine Anderung in der Rethenfolge der 
Formen eintreten, so daB aus & y, § durch Q der Reihe nach wird w=, 
oH, o”Z. Dabei erweisen sich dann @, o’, w” als konjugierte Zahlen 
aus den Kérpern 0, 0’, 0” und hat man a@@’o”=1. Der Faktor w wird 
also eine EHinheit darstellen, sowie er eine ganze algebraische Zahl ist. 
Dies wird nun immer der Fall sein, wenn P und @Q die Determinante 1 
haben. Denn alsdann geht durch QP-' das System &, 7, € in w&, w’n, 
of, und also, wenn FE die identische Substitution, w einen unbestimmten 
Parameter bedeutet, durch QP-1— wE (bei Anwendung einer bekannten 
Symbolik) & y, € in (a — w)& (w’— w)n, (w” — w)§ iiber; danach ist die 
Determinante von QP-!— wE gleich (w — w)(a’ — w)(w” — w) und diese 
Relation erweist w als ganze Zahl. 


Auf zwei verschiedene Substitutionen P und @ von der Determinante 
1, welche Nm in ein und dieselbe Form » transformieren, wird man 
z. B. mit Hilfe emer hinreichend verlingerten solchen Reibe von duBersten 
Parallelepipeda kommen kénnen, in welcher jedes Parallelepipedum der 
£-Nachbar des vorhergehenden ist. Dabei stellt sich dann offenbar eine 
Hinheit o heraus, fiir welche von den Betragen der Zahlen @, w’, m” der 
erste <1, der zweite und dritte >1 sind. Analog kann man eine Hin- 
heit o finden, fiir welche von diesen Betrigen der zweite <1, der dritte 
und erste >1, oder endlich der dritte <1, der erste und zweite >1 
sind. Es leuchtet ein, daB von solchen drei Kinheiten je zwei immer 
unabhdngig, d.h. nicht als Potenzen einer einzigen Einheit darstellbar sind. 


Durch eine Substitution O von der Determinante 1 geht das Gitter 
immer in sich selbst tiber, und wird aus einem dufersten Parallelepipedum 
mit einer Substitution P daher wieder ein Auferstes Parallelepipedum, 
mit der Substitution O-'P, das freilich nicht derselben Kette anzugehdren 
braucht. Ist andererseits m eine ganze Zahl aus 0, so geht immer w£ 
aus § durch eine bestimmte ganzzahlige Substitution O hervor; durch 
dieselbe geht dann o’n aus y und w”€ aus € hervor, und wird dabei die 
Determinante von O also gleich mao”, d. i. gleich 1, sowie w eine Ein- 
heit vorstellt. Daraus ersieht man nun: Ist {2, uw, v} irgendein duBerstes 
Parallelepipedum fiir § y, 6 P die dazu gehorige Substitution, wo irgendeine 
Einheit aus O, O die ganzeahlige Substitution, welche § in o£ transformiert, 
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> A ° . oe 2 
so ast auch | Joo]? la]? al ommer en duperstes Parallelepipedum fiir £, n, €, 


es gehort dazu die Substitution O-1P und transformiert diese Nmé in genau 
dieselbe Form y wie P. Zwei in der hier erérterten Beziehung zueinander 
stehende auferste Parallelepipeda mégen dguivalent heiBen. 


Es entspringt daraus nun folgendes Verfahren, alle Hinheiten des 
Kérpers © zu finden. Man gehe von irgendeinem fuBersten Parallel- 
epipedum fiir §, 7, € aus, bilde die Form » dazu, konstruiere einen Nachbar, 
bilde die Form g fiir ihn, und man setze immer von den erhaltenen 
Parallelepipeda aus die Bildung von Nachbarn und der Formen dazu fort, 
soweit als dies angeht, ohne daf man zwei Parallelepipeda erster Art mit 
derselben Form go und zudem beide mit zwei gleichbenannten Nachbarn 
in der Reihe hat. Man kommt so notwendig auf eine begrenzte Anzahl 
von aufersten Parallelepipeda, welche man eine Fundamentalreihe fiir die 
zu §, 7, € gehdrige Kette nennen kann. Man bilde nun fiir zwei unter 
den erhaltenen Parallelepipeda {2, u, v}, welchen dieselbe Form g ent- 
spricht, immer den Quotienten aus ihren Parametern J; falls dieser eine ganze 
Zahl wird, stellt er, mit einem geeigneten Vorzeichen versehen, eine Hin- 
heit vor; man kommt so auf eine endliche Anzahl von Hinheiten, aus welchen 
durch Multiplikation und Division alle vorhandenen Hinheiten des Kérpers 
© abzuleiten sind. Hs miissen sich nach dem Obigen darunter gewi8 
zwei unabhingige Hinheiten finden, und kann man immer leicht auch 
zwei solehe Hinheiten ermitteln, aus welchen allein schon durch Multi- 
plikation und Division alle Einheiten hervorgehen. — 


Der in diesem Aufsatze dargelegte Algorithmus, um die Hinheiten 
in einem kubischen Kérper mit positiver Diskriminante zu finden, ist 
durchaus analog der Lésung der Pellschen Gleichung durch Bildung einer 
Periode reduzierter indefiniter binirer quadratischer Formen, wofern man 
die Reduktionsbedingungen von GauB verwendet. Auf die kubischen 
Kérper mit negativer Diskriminante kann ich an dieser Stelle nicht mehr 
eingehen. 


Der einfachste Kérper O wird durch 2eos— bestimmt*); = 2cos~*, 
= 2cos— f= 2cos°™ sind drei konjugierte ganze algebraische Zahlen; 
sie haben angenihert die Werte 

® = 1,25, & = — 0,45, #” = — 1,80 


*) In der Abhandlung De la réduction des formes quadratiques ternaires positives 
et de son application aux irrationnelles du troisiéme degré (Annales de l’Ecole Normale 
supérieure, 2° série, supplément au tome IX) hat Herr L. Charve unter anderen Bei- 


spielen diesen Kérper ebenfalls behandelt. 
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und sind danach die Wurzeln der Gleichung 
e+ e—2¢—1=—0. 


Die Diskriminante dieser Gleichung ist 49, also ein Quadrat, © somit ein 
Abelscher Kérper. Man hat 


(a — 8)(@" — 8)(8” — 9) =—T, 
und entnimmt daraus 
pag a ey ee 


und die aus diesen durch zyklische Permutation von &, 8, 9” hervor- 
gehenden Relationen. Man kann nun oben 


as pyy = 1, a = 
nehmen. Dann sind die Koeffizienten in &, y, &: 
—1, —1,25, —1,55 
—1, 0,45, — 0,20 
—1, 1,80, —3,25 
Es gehen jetzt — & — 7, § durch 


Onin 1 
Se ae 
0, 0, —1 
in 
1,25, 1, — 0,55 a, ie 1— 3" 
o=| —0,45, i O805h== eX, ie 1—9?? 
180-1, 2,25 —oe", -—1, —1+80" 


iiber. Dieses System  geniigt den Bedingungen 2. IV. und ist somit 
{#,1,—1+ 87}=(®) ein duBerstes Parallelepipedum zu &, 7, und P 
die dazu gehérige Substitution. Es geht sodann —nf durch P in 


gp =— w—y— + Qary + Qy22t 22a + ay? 4+ yet 2aPt aye 
tiber. Der Umstand, daB diese Form bei den zyklischen Permutationen 
von %, y, 2 ungedndert bleibt, setzt in Evidenz, daB O ein Abelscher 


Korper ist. Man mmmt hier auch sofort eine charakteristische Eigenschaft 


aller in analoger Weise in beeug auf Abelsche Korper gebildeten Ketten 
wahr. 


Bei der Bestimmung des §-, wie des 7-, wie des £-Nachbars von (©) 
wird nun jedesmal die gleiche Regel Anwendung finden, hier die Regel 
fiir den Fall IV., 2), so daB diese Nachbarn samtlich von der zweiten Art 
werden. Dabei wird aus 0: 
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1, WoO 450 2055 


este =10 1,80, —0,80 
Si Swe ees 
i OOK 
Wm | —0,45,< 080, —035 
= 1,0 ei 225 rela, 05 
DOpmME iT: welt O5 

We | 2055, eee ey a Be 
= 080) = t= 1, 1,80 


und geht jedesmal in dieselbe Form 
y= a+ yt B— vy — y22— 224 — 2ay?— Qye2?— Qen?4+ Qayz 

von der Diskriminante Null iiber. Der £-Parameter in den zugehérigen 
duBersten Parallelepipeda (Y), (W’), (¥”) ist 1, #, 1+, und indem die 
Quotienten dieser GréBen sich als ganze Zahlen erweisen, sind diese 
Parallelepipeda aquivalent. Nun ist umgekehrt (®) der 7-, €-, Nachbar 
von (¥), (¥’), (¥”) und werden daher alle Nachbarn von (¥), (¥’), (¥”) 
mit (®) aquivalente Parallelepipeda sein. In (), (¥), (¥’), (¥”) hat man 
somit bereits eine Fundamentalreihe der zu &, y, € gehdrigen Kette erlangt, 


und man kommt zu dem Resultate, daB die Hinheiten @ = = 8, 


’ 14+4 
—— = ©”, zwischen denen noch die Beziehung 999’ = 1 besteht, 


durch ihre Potenzen und deren Produkte alle Hinheiten des Kérpers 0 
ergeben. Hs entsprechen diesen Hinheiten die Transformationen 


One eee] Onn eel i aaa as 
tpegeor (Of Seay fr ea 
Sl O)gup ies.) Pees atts een Om oecle 0 


der Form p in sich selbst. — 

Mit leichten Modifikationen lassen sich die Satze der Abschnitte 2. und 
3. auch auf solche lineare Formen ausdehnen, durch welche die Null 
rational darstellbar ist. Fiir drei Formen von der besonderen Gestalt 


xtaytbe, ytost, 2 
hat man offenbar immer in {1, 1,1} ein duBerstes Parallelepipedum und 
damit einen ganz bestimmten Ausgangspunkt fiir die zu den Formen 
gehérige Kette. Aus den Sitzen dieses Abschnittes entnimmt man leicht, 
dab, wenn «, B, y, & 7, & die oben festgesetzte Bedeutung fiir den kubischen 
Kérper © haben, jede Substitution P der zu &, 1, € gehdrenden Kette, in 


deren Parallelepipedum {A, w, v} die Quotienten +, " gewisse Gréfen 
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tibersteigen, auch in der zu den Formen 
ct tytte, yt hate, 
gehorigen Kette auftreten muB. Derjenige Satz, welcher diesem bei zwei 
linearen Formen entspricht, ist genau der Satz von Lagrange, daB fiir 
eine reelle quadratische Irrationalzahl die Entwicklung in einen gewohn- 
lichen Kettenbruch sich periodisch gestaltet. 
Ich werde bei nachster Gelegenheit auf die Untersuchung dreier 


Formen von der Gestalt 
Lae, y — bz, Z, 
worin a, 6 beliebige reelle GréBen sind, und eine andere, damit zusammen- 


hangende und weit bemerkenswertere Verallgemeinerung dieses Satzes 
von Lagrange zuriickkommen. 


Kénigsberg, den 15. Oktober 1894. 


XIV. 


Kin Kriterium fiir die algebraischen Zahlen. 


(Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 
Mathematisch-physikalische Klasse. 1899. S. 64—88.) 


(Vorgelegt in der Sitzung vom 11. Februar 1899 von D. Hilbert.) 


Im Jahre 1770 hat Lagrange*) gezeigt, daB die Entwicklung einer 
reellen irrationalen Gré8e in einen gewéhnlichen Kettenbruch immer dann 
und nur dann periodisch ausfallt, wenn die GréSe Wurzel einer quadrati- 
schen Gleichung mit rationalen Koeffizienten ist. Dieser Satz gibt offen- 
bar ein vollstandiges Mittel zur Unterscheidung der reellen algebraischen 
Zahlen zweiten Grades von allen anderen Gréfen. Seit jener Entdeckung 
von Lagrange durfte man vermuten, daf cin allgemeinerer Satz existiere, 
der ein vollstandiges Kriterium fiir die reellen (oder komplexen) algebrai- 
schen Zahlen beliebigen »*" Grades gibt und der fiir m= 2 und reelle 
Zahlen eben auf jenen Satz von Lagrange hinauskommt. Line solche 
Verallgemeinerung wird zum ersten Male**) im folgenden dargelegt. 


§ 1. Arithmetische Hilfssitze. 

1. Ich beginne mit der Ableitung einiger Hilfssitze, auf welche sich 
die spiteren Beweisfiihrungen griinden werden. 

Es seien &,..., & eine Reihe linearer homogener Formen mit den 
m reellen Variablen 2,,..., Z, und mit irgendwelchen reellen oder kom- 
plexen Koeffizienten; nur soll das System der Gleichungen & = 0, ...,&, = 0 
bloB durch das eine reelle Wertsystem x, = 0,...,%,—= 0 befriedigt 
werden kénnen. 

Der gréfte unter den absoluten Betriigen von 2,,..., Z, vorkommende 
Betrag soll mit max |w,| bezeichnet werden. Setzt man fiir 7,,..., 2, 
irgendwelche reellen Werte, so soll der gréSte unter den absoluten Be- 


*) Abhandlungen der Akademie zu Berlin, Bd. XXIV, 1770; Werke, Bd. IJ, 
8. 603 ff. 

**) Uber bisherige Versuche in dieser Richtung s. P. Bachmann, Vorlesungen 
liber die Natur der Irrationalzahlen, 1892, Vorl. II und Vorl. X. 
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trigen von &,,..., £, vorkommende Betrag mit max |&,(x,,..., #,)| und 
zugleich mit f(a,,...,%,) bezeichnet werden. 
Man hat dann 


(1) FA Bye, = a) = ee 
(2) fCZ er tz) = hay: ae), wen F201. 
Die Funktion f(a,,...,%,) ist eine stetige der Argumente 2, ..., X, 


und hat daher in dem durch max |xz,|—=1 definierten abgeschlossenen Be- 
reiche (d.i. auf der Begrenzwng des durch —1 <4, <1,....—154,<1 
definierten Wiirfels) ein bestimmtes Minimum g, das wegen der an die 
£,,..-,&, oben gestellten Anforderung gewif > 0 ist, und ein bestimmtes 
Maximum G. Sodann ist wegen (2) stets 
(3) g max |x| <f(%,.--, %,) SG max |x, |. 

Endlich hat man, wenn a,,...,@, und 0,,...,6, zwei reelle Systeme 
sind, stets 
(4) f(a aie b,; roe a, a b,) =f (G, meee | An) le f(h; 2 Bete) b,,)- 
Denn fiir jede einzelne der linearen Formen £, gilt 

[Esl@ect Bisasi sis tito = ean eo ee eae 
< max | ,(a,,...,a,) | + max | £, (b,, ...,b,) | 

und daher auch 
max |, (4, +b, --.)@, +0,) |< max | &,(a,,--., @,) | + max], (0, -.. b,) |. 


Hat" man f(a;,..., @,) <= Eund 7(0; ..., 0.) 1 and i 0-1-9, 
so folet nach den Regeln (4) und (2) 


(5) PL —#) a, +1b,,..., 1-8), + 1b ,)) SL b) Fay +9) FEF Oy.) SI. 
Nach den Higenschaften (5) und (1) ist der durch f(a,,...,”,) <1 
definierte Bereich AK in der Mannigfaltigkeit der z,,...,%”, ein nirgends 


konkaver Korper und hat das System 2, = 0,..., x”, =O (den Nullpunkt) 
als Mittelpunkt. Der Bereich K liegt wegen (3) ganz im Wiirfel max |z,| = 
eingeschlossen und enthalt in sich den Wiirfel max|z,| < e Das n-fache 


Integral 7 dx,...dz,, tiber den Bereich K erstreckt, (das Volumen von K ) 
hat einen bestimmten positiven endlichen Wert J.*) 

2. Der Inbegriff aller Systeme x,,...,%,, bei welchen sowohl x,, wie 
X_,+.., wie x, ganze Zahlen sind, soll das Zahlengitter, die einzelnen 
Systeme daraus sollen Gitterpunkte heiBen. 


*) Man kann die Zahl v oben auch unbegrenzt wachsen lassen, wenn man die 
Bedingung hinzufiigt, daB in allen Formen &, die Betrige der Koeffizienten unter 
einer Grenze bleiben, und kommt dadurch zu dem Begriffe eines beliebigen nirgends 
konkaven Kérpers mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt. Alle im § 1 abgeleiteten 
Satze gelten unveriindert ftir jeden solchen Kérper. 


Kin Kriterium ftir die algebraischen Zahlen. 295 


Hine Reihe von Systemen a, = Dis ne ge po (heal) m Und 
m <n) soll wnabhiingig heigen, wenn in der aus ihnen zu bildenden 


Matrix |p!” || nicht jede m-reihige Determinante Null ist. 


Es seien je z sess ie fir h=1,...,m irgend m unabhingige Gitter- 
punkte, also die Substitution P: 
(6) Uy, =D. Fi; an a Dey (k=1,..., n) 
eine ganzzahlige mit von Null verschiedener Determinante. Dann gibt 
es bekanntlich eine ganzzahlige Substitution A mit ciner Determinante 


=+1: 


(7) t= ay, +-+- tay, (k=1,...,n) 
so daB die Formeln P-1A werden: 

(8) B= PU FO Ys = HOy, (YO =O, k>B 
und dabei ferner die Ungleichungen erfiillt sind: 

(9) Oy eee Oy 9) Oy, 


In der Tat, unter allen Gitterpunkten, deren Koordinaten von der 
Form x, = y,p,% mit 0< y, <<1(k=1,...,n) sind, wird es einen geben, 
fiir den y, am kleinsten ist; es sei fiir ihn y, = y,%, 2, =a. Dann 
kann man unter allen Gitterpunkten mit Koordinaten yon der Form 
L, = ¥, PY + yop, (K=1,...,) und den Umstinden 0< 7, < y,%, 
O< vy, <1 einen finden, fiir den y, so klein als méglich ist; es sei fiir 
ihn », = 7,7, y, = y,%, 2, =a,%, usf. Zuletzt kann man unter den 
Gitterpunkten mit Koordinaten von der Form 2, = y,p,0% +---+ y,p,” 
Md ay Mie, OLY i ote O<y, <1 einen finden, fiir den y, 
méoglichst klein ist; fir ihn sei y, = y,™,...,7, = 74%, % = a. 

Nunmehr wird man, wenn x, (k =1,...,m”) ein beliebiger Gitter- 
punkt ist, sukzessive y,,y,14,-.-,¥% als ganze Zahlen so bestimmen 
k6énnen, daB in der Umformung 


ee i eer eet a ap ot a Be 
Ca) 
sich O<y,<y,™, OX p14 < 2”, --- OXY <y% ergibt. Dann mub, 
da die linken Seiten jedenfalls Koordinaten eines Gitterpunktes sind, nach 
der Bedeutung von y,”,..., 7, hier notwendig y, =0, 7,_1=9,.--,7,=9 
sein; es folgen also die Relationen von der Form (7), woraus nach den 
Ausdriicken der a,”) weiter die Formeln (8) hervorgehen. Zu jedem 
Systeme von ganzen Zahlen 2,,..., #,, gehdren so vermége (7) bestimmte 
ganzzahlige Werte y,,...,Y,- Hs miissen also in der Auflésung von (7): 


(10) Y, = b,Ma, +--+ +3,Mx, (ee Se 
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wie die Einfihrung der m Systeme x, = 1, 2, =0 (k+ J) fir 7=1,...,m 
zeigt, alle Koeffizienten b, ganze Zahlen sein. Somit ist auch ihre 
Determinante |b, | eine ganze Zahl, und da dieselbe der reziproke Wert 
der ebenfalls ganzzahligen Determinante |a,”)| ist, so folgt notwendig, 
daB diese: |a,”)| = + 1 ist. 


3. Betrachten wir wieder die in 1. definierte Funktion f=/(%,,...,,). 
Es gibt wegen (3) nur eine endliche Anzahl von Gitterpunkten, fiir welche 
f eine gegebene GréBe nicht tiberschreitet. Andererseits gilt nach (3) 
f <G jedenfalls bei den » unabhiingigen Systemen «, = 1, x, = 0 (K+) 
fir j= 1,...,. Man bestimme nun unter allen vom Nullpunkte ver- 
schiedenen Gitterpunkten, bei welchen f < G ist, einen ersten Gitterpunkt 
Py, «- +5 Py, so daB f(p,, ..., p,?) =F, méglichst klein ist, sodann einen 
zweiten, von diesem ersten unabhdngigen Gitterpunkt p,®,...,p,, so dab 
f (9,%, ..-, p,) = F, moglichst klein ist, usf. bis zu einem n‘™ Gitter- 
punkt p,,...,p,, so daB schlieBlich die Determinante |p,” |= 0 ist 
und fiir diesen letzten f(p,”,..., p,) = F, moglichst klein ausfallt. Bei 
jedem einzelnen der zu wahlenden Gitterpunkte hat man jedenfalls die 
Auswahl zwischen einem Paare entgegengesetzter Systeme (p,,...,p, und 
—P,,..+,—p,), unter Umstiinden aber zwischen einer gewissen Anzahl 
soleher Paare; trotz der dabei zugelassenen Willkiir aber ist das System 
der n Werte F,, F,,...,,, von vornherein ein vollig bestimmtes. 


In der Tat, jedenfalls ist 
(11) di pec 0) ea SRE ae 


Wir denken uns nun fiir die n Gitterpunkte p,”,...,p,@ (h=1,...,), 
an welche die Betrachtungen in 2. ankniipften, die hier ausgewahlten 
nm Gitterpunkte gesetzt und kénnen alsdann simtliche dort eingefiihrten 
Bezeichnungen hier iibernehmen. Vermége der Substitution A entsprechen 
sich genau die Gitterpunkte z,,...,%, und die ganzzahligen Systeme 
Y1,+++)Y, Nach der Bedeutung der Werte F, hat man fiir einen Gitter- 
punkt, bei dem 2,,2;,,,...,4, nicht simtlich Null sind oder also 
YjrYj41r+- +1 Yq uicht simtlich Null sind, stets f(7,,...,”,)>F;. Hat 
man nun irgend m unabhingige Gitterpunkte 7,,..., 2,” fir h=1,...,n, 
so da also die Determinante |#,”)| = 0 ist, und entsprechen ihnen ver- 
mége der Substitution (7) die Systeme y,,...,y,, so ist auch die 
Determinante | y,)| 4-0; es kénnen daher, wenn j einen der Werte 1,..., 
bedeutet, nicht bei 7 oder gar mehr der Punkte alle nm —j+1 GréBen 
45) Yj419 +++ Ym gleich Null sein, es sind also stets fiir mindestens n —j + 1 
der Punkte die Werte f(«,,...,«,) > F;. Ordnet man also die m Werte 
f(a,. .,%,) der GréBe nach in die Reihe F,*,..., F,* 


nm? 


a so ist stets 
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Ff => F; G=1,...,n), [also auch [7 f(a,™,..., z,) >F,...F,, wobei 
h=1 


das Gleichheitszeichen nur statthat, wenn die n Werte f(ax,”),..., «,) 
abgesehen von der Reihenfolge mit F,,..., /, zusammenfallen]. Danach 
sind die Werte F,,..., ¥, vollkommen bestimmt als das kleinste még- 
liche System von » Werten der Funktion f(z,,...,x,) fiir m unabhiingige 
Gitterpunkte. 

In dem fiinften Kapitel meines Buches ,(@eometrie der Zahlen“ 
(I. Heft, Leipzig, 1896) nun habe ich nachgewiesen, daf stets die Un- 
gleichung 

Tee dR Peeing 

gilt, wo J das Volumen des Bereichs f(z,,...,7,) <1 ist. Der Beweis 
dieser Ungleichung erfordert mancherlei Ausfiihrungen. Fir die im fol- 
genden beabsichtigten Folgerungen kommt es jedoch nur darauf an, daB 
sich fir F,...#J tiberhaupt irgendeine, nur von » und nicht weiter 
von der Funktion f(#,,...,%,) abhiingende obere Grenze angeben abt. 
Durch wesentlich einfachere Uberlegungen als a. a. O. 1a8t sich nun fol- 
gendes nachweisen. 

Hilfssatz I. Es gilt fiir den nirgends konkaven Bereich f(x,,...,%,) <1 
die Ungleichung: 
(12) aie Ie 2 


4. Um den Beweis dieser Ungleichung anzubahnen, ermitteln wir 
zunichst zu den einmal gewiahlten » Gitterpunkten p,”,..., p,” fiir 
h=1,..., die Substitution (7) und fithren damit gewisse neue Variablen 
Yi>-+-)Y, ein. Hs sei K der Korper f(a,,...,%,) <1, und wir wollen 
fiir j7=1,...,” unter K;*+ bzw. K;- das Gebiet aus K verstehen, fiir das 
y; 9, baw. y, <0 und zudem, (wenn j<m ist), y,,,;=—0,...,y¥,=—90 
ist; die Vereinigung von K;+ und K; heiBe Kj; der Bereich K, wird 
nichts anderes als K selbst. 

Es sei y, = 0,", yp = 0,...,Y, = 0 der Punkt (das System y,,..., y,,) 
aus K,+, fiir den y, am groBten ist, sodann y,=0,%, y = 0,™, 
Ys =0,..-)¥, =O ein solcher Punkt aus K,*, fiir den y, méglichst grob 
ist, usf., schlieBlich y, = 0,%, yp = 0,,..-,Y, = 9,” ein solcher Punkt 
aus K,t, fiir den y, mdglichst gro8 ist. Dabei sind natiirlich 0,%, d,, ..., 0% 
positiv. Diese Systeme mégen auch kurz die Punkte b,,d,,..., 0, und 
die ihnen entgegengesetzten Systeme die Punkte —d,, —d),..-,—0d, 
heiBen. 

Wir fiihren nun die Substitution ein: 

(13) yy = Ov, + +++ + OU ny 27 Yn = OU, (0,9 =0, h>k), 


und wir setzen ihre Determinante 0," 6,...0,~ = A. Fiir den Punkt 0, 
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hat man dann v; = 1, v,=0 (K+); als ein Korper, der den Nullpunkt 
zum Mittelpunkt hat, enthailt K mit b; jedesmal auch den Punkt — d,, 
d. i. v4; =—1, v, = 0 (k+,3), und mit diesen 2n Systemen + 0,,..., +0, 
enthilt K als ein nirgends konkaver Kérper (wegen (5)) sogleich den 
ganzen durch 

(14) ly [ae | opt e,| Sd 

definierten Bereich. (Fiir » = 3 stellt dieser Bereich ein Oktaeder vor.) 

Es 148+ sich nun ein zweiter einfacher Bereich (ein Parallelepipedum) 
angeben, welcher seinerseits ganz den Koérper K in sich enthalt. Es habe 
j einen der Werte 1,...,2—1. Wir suchen einen Ausdruck = 0; 
+ G+Du4,+---+e%v, mit geeigneten Konstanten e/+,..., &” her- 
zustellen, so daB in K durchweg g < 1 ist. 

Zunichst gilt in Kj: v;< 1. Wir bilden nun gy =v; + €v,,, mit 
irgendeiner Konstante «. In Kj ist v,,,=0, v4; <1, also p< 1. So- 
wie ¢<—1 ist, hat man fiir den Punkt —0,,,, fiir den v,,,;=—1, 
vj = 0 ist, p > 1; dann muf in Kt, durchweg p <1 sein. Denn hatte 
man gy >1 fiir irgendeinen Punkt in JOE so wiirde die Strecke von 
diesem Punkte nach —d,,, das Gebiet K; in einem Punkte treffen, fiir 
den ebenfalls m > 1 ware. Sowie andererseits ¢ > 1 ist, hat man in KS 
fiir den Punkt D,,, jedenfalls mg > 1. Danach ist das Maximum des Aus- 
drucks » = v; + €v,;,, fiir em gegebenes ¢ im Bereiche K;*, sicher > 1, 
wenn ¢>1 ist, und sicher <1, wenn e<—1 ist. Dieses Maximum 
aber ist offenbar eine Funktion von g¢, die sich mit « stetig andert, und 
wird es daher einen bestimmten griBien Wert ¢ = e,’+" geben, im Inter- 
valle —1<e< 1 gelegen, fiir den dieses Maximum noch <1, d. h. fiir 
den in &;*, noch durchweg » <1 ist. Dann ist fiir jeden Wert «, der 
> 6+ ist, in K,*, notwendig irgendwo auch y >1 und daher, weil in 
K, tiberall p <1 sein mu, in Kj,, notwendig iiberall m <1; letzteres 
mu dann auch noch fiir den Grenzwert ¢ = ¢,/+ gelten, und also ist 
fir diesen Wert im ganzen Bereich K,,, stets gp <1. 

Falls auch noch j + 1<» ist, betrachten wir den neuen Ausdruck 
p=, t e%tv,,, + 6v,;,, mit irgendeiner Konstante « In K,,, ist 
V;,9 = 0 und also stets p <1. Fir ein s<—1 und den Punkt — Diag 
in Kj+2 ist g >1 und daher in K+, notwendig iiberall gp <1. Dagegen 
ist fiir em ¢>1 in K*, insbesondere y > 1 fiir den Punkt d,,,. Nun- 
mehr wird es einen bestimmten grdften Wert ¢ = ¢;%+*) geben, im Inter- 
valle —1<e<1 gelegen, fiir den in K,*, noch tiberall m <1 ist. 


I+2 


Dann ist fiir jeden Wert ¢>e%+* in K*, irgendwo py >1 und daher 


. . J+2 . . 

in Kj,2 tiberall g <1, und dieses letztere muB schlieBlich auch fiir den 
Grenzwert ¢ = "+ gelten. Mithin ist p = vj + et v,,, + 9+ Ons 
in K,,, durchweg <1. 


J+2 
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Es ist nun klar, wie man fortzuschreiten hat, wenn noch 7 +2<n 
ist, und daB man schlieBlich zu einem Ausdrucke 


gy =v; + Ej0t Spey feet ev, 
mit bestimmten Koeffizienten e+, .. .,€{ kommen wird von solcher 
Art, daB in K,, d. i. in K tiberall gp; <1 ist. Weil K ein Kérper mit 
dem Nullpunkt als Mittelpunkt ist, nimmt — gy; in K dieselbe Wertmenge 
an wie ,, und also ist dann in K auch — 9,51, dah 9, >—1. 
Endlich hat man noch fiir y, =v, in K stets + yp, < ate 
Man kann auf solche Weise n Honmen herstellen: 


(15) py + avy tos +8, Dy=v_t-+++ £30, 5+ ++) Px = Uny 
so da& K ganz in dem Bereiche 

I) 2 pu ee SE Re er Uae 
enthalten ist. 

Nun ist a diesen Bereich ausgedehnt das Integral f Odya es OL, 
= fay, ...dy,=A-fdv,...dv,=A-fdg,...dpy,=24, wo A die 
Determinante der Gleichungen (13) bedeutet, und also folgt, weil K in 
diesem Bereiche enthalten ist: 


(17) TESS PHAN 

Andererseits ist fir den Bereich (14) das Volumen df Lis. Ad, 
=A. fav, ‘ies pL KOS ==A und hat man, weil dieser Bereich (14) ganz in 
K enthalten ist, Ss 
(18) Fuad: 

5. Weil der Bereich (14) in K enthalten ist, hat man auf der Be- 
grenzung von K, d.h. wenn f(a,,...,%,) =1 ist, |v,|+---+]v,|>1 


= Cae ty) Wegen (2) und der entsprechenden Regel a den Aus- 
druck |v,| +---+ |v,| gilt dann allgemein fiir jedes beliebige System 
Bisiiaey Ui: 
(19) Joy fs On| Py -- +, Bn): 

Wir bilden fir ein beliebiges System z,,..., 7, unter Benutzung der 
Substitutionen (7) und (13) den Ausdruck 
(20) a sleet ot = (%,. A} ie) 
Ist #,,...,#, ein vom Nullpunkte verschiedener Gitterpunkt und fiir ihn 
unter seinen Zahlen y,,...,y, etwa y; die letzte von Null verschiedene, 
so ist nach der Bedeutung der Werte /’,,..., /, fiir ihn f(a, .. oy i 
alsdann folgt aus (19), indem, wenn j <n ist, fiir ihn v,,,,-..,v, Null 
sind, |v,| +---+]|v,| > F, und mit Riicksicht auf (11) eee. 
alee aa IES 


j 


hi 
al 
F, 


| 
W (ay) +++) Uy) = eee | ame 


dike 
J 
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Danach kann sich fiir keinen einzigen Gitterpunkt auBer dem Null- 
punkte #(a,,...,%,) <1 herausstellen. Der durch 
(21) U (Oy +225) S1 


definierte nirgends konkave Bereich (ftir » = 3 ein Oktaeder) enthalt also 
auBer dem Nullpunkte keinen Gitterpunkt im IJnneren (d. h. die Be- 


grenzung ausgenommen). Das Integral if: dz,...dz, tiber diesen Bereich 
: 2r7 A 
ish, ee 


Sind 2, = 2r,,...,%, = 27, und #7, = 25s,,..., 2, = 28, irgend zwei 


verschiedene Systeme von je ” geraden ganzen Zahlen, so kénnen daher 
die zwei ihnen entsprechenden Bereiche 


WO — OP my Vy 20) ol, MP 2S) 56s, 0, aS) 
niemals einen inneren Punkt gemein haben. Denn da man analog zu (4) 
und (1) 
2W(Sy— Ty ++) Sp— Tn) VL — 271, «-, H, —27,) + U(28,— 4, ..., 25,—%,) 

w(2s,—4,,..., 25, —%,) = (4, —28,, ..., %, — 25,) 


hat, wiirde in solchem Falle 2(s,—7,,...,$,—7,) < 2 hervorgehen, lage 
also der vom Nullpunkte verschiedene Gitterpunkt s, —7,,..., 8, —7, im 
Inneren des Bereiches (21). 

Man hat im Bereiche (21) stets |v,|< F,< G, sodann, wenn 0 den 
gréBten Betrag unter den Betrigen der 0,” in (18) ist, |y,|<ndG, und 
wenn @ den gréBten Betrag unter den Betragen der a,”) in (7) ist, weiter 
|x| << n?adG, welche Grenze d heiBe. In p(a,—2r,,...,2,—27,) <1 
gilt dann, wenn 7 der gréBte Betrag unter denen von 7,, ..., 7, ist, 
|u,—2r,)<d, |y|<arta 

Nun sei Q irgendeine positive ganze Zahl und man betrachte alle 
diejenigen Gitterpunkte mit geraden Koordinaten 27,,..., 27,, fiir welche 
jede der GréBen 7, einen der Werte 0, +1, ..., +Q hat. Von den 
zugehérigen Bereichen p(#,—2r,,..., %,—2r,)<1 haben keine zwei 
einen inneren Punkt gemein. Sie liegen alle im Wiirfel 


~ (224d) <a,< (224d) (k=1,...,n) 


eingeschlossen. Die Anzahl dieser Bereiche ist (22+ 1)" und jeder hat 
dasselbe Volumen wie der Bereich (21). Danach folgt 


(22) (2Q41)-F... FZ A< (49420. 
LaBt man hierin die ganze Zahl Q unbegrenzt wachsen, so geht 


9” 
(23) Fy... FG ASe 
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hervor, d. h. das Volumen des Bereichs (21) mu8 <2" sein. Ver- 
mittels (17) folgt daraus in der Tat der zu erweisende Hilfssatz I. 

6. Ferner ist von Interesse: 

Hilfssatz Il. Die Determinante |p,| fiir n unabhingige Gitter- 
punkte p,, ..., py (h=1,...,n), welche f(p,, ..., p”) =F, ergeben, 
ast stets dem Betrage nach <n). 

Namlich auch der durch 


(24) Alesse es i 

definierte Bereich enthalt keinen Gitterpunkt auBer dem Nullpunkte im 
Inneren. Denn ist 2,,..., x, ein vom Nullpunkte verschiedener Punkt 
im Inneren dieses Bereichs und von den Groéfen z,, ..., 2, fiir ihn z, die 
letzte von Null verschiedene, so folgt aus (6) vermége (4), (1), (2) 


FG, +9 Ue) S| 41 (F, ---) 9) + + Le | FO, -.., 0, 
= (l2e] beset | 4,15 < Fy; 


nun ist auch unter den Gréfen y,, ..., y, fiir ihn y,; die letzte von Null 
verschiedene und kann hiernach der Punkt kein Gitterpunkt sein. Auf 
Grund derselben Uberlegungen wie vorhin fiir den analogen Bereich (21) 
folgt nunmehr, daB auch das Volumen von (24) sicher < 2” ist. Dieses 


Volumen ist gleich * multipliziert in den Betrag der Determinante | p,“)|; 


mithin ist dieser Betrag < n!. 

Das gleiche Resultat ergibt sich bereits in folgender Weise. Der 
Betrag der Determinante | p,)| ist nach (6), (7), (8) gleich dem reziproken 
Wert des Produktes y,%...7,. Fiir den Gitterpunkt p,”,..., p, ist 


2,=1, 4=0 (kK+h), also y, = 70 y, = 0 (k>h). Da nun dieser Punkt 
zum Bereiche ae Sui, a <1 gehért, muB fiir ihn nach der Bedeutung 
der GréBen 0,” in 4. sich a OL erweisen. Also ist ra S sea 0 


h 


mithin opm SE FA, woraus vermége (23) der Hilfssatz II 
1 


hervorgeht. 

Nach (6), (7), (8) sind die Koeffizienten y, in (8) rationale Zahlen 
mit der Determinante | p,| als Nenner, also mit einem Generalnenner <™!. 
Nach den Ungleichungen (9) kommen daher fiir diese Koeffizienten, also 
fiir die ganze Substitution P-*A von vornherein eine nur yon m ab- 
hingende Anzahl von méglichen Ausdriicken in Betracht. 

7. Endlich fiigen wir die folgende Bemerkung hinzu. Fiir das 
System 2, = a,") (kK=1,..., ) in (7) ist 4, = yp +--+ 7,7” 
Indem nun die GréBen y,”), ..., y,” simtlich >0 und <1 sind, folgt 
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aus (4) und (2): 

f(a, 2205 a,) = Oe, a2 Ds) 5 ae f(p, sid Se) < hf. 
Beriicksichtigt man nun (12), so zeigt sich, daB fiir die m ganzzahligen 
Systeme a,,..., a,” (h=1,..., 2), deren Determinante |a,”)| = + 1 «st, 
die Ungleichung 
(25) Fay, ony GQ) 6. FGM, --y a4) < (mea 4 
erfiillt ist. 


§ 2. Ein Kriterium fiir die algebraischen Zahlen n‘” Grades. 


8. Hine reelle oder komplexe Grife a heift eine algebraische Zahl 

und zwar n‘*" Grades, wenn sie einer algebraischen Gleichung n‘” Grades 
L,+4,a+---+4,a"-'+ 2,,,a°=0 (%_41= 0) 

mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten 2%,, %, ..-, %,, Ly41, deren 
letzter +- 0 ist, und nicht bereits einer Gleichung derselben Art von 
niedrigerem Grade geniigt. Dieses ist die Definition der algebraischen 
Zahlen n®" Grades. Im folgenden will ich nun ein Theorem entwickeln, 
wonach die Entscheidung, ob eine gegebene reelle oder komplexe Grope a eine 
algebraische Zahl n*" Grades ist oder nicht, bereits durch Betrachtung der 
Werte des Ausdrucks 
(26) E=—a,+aa+---+2%,a"7 
fiir rationale ganze Zahlen x,, X%,..., &, geliefert werden kann. 

Es sei 7 irgendeine positive ganze Zahl, und wir lassen fiir 2,,..., x, 
in (26) alle diejenigen Systeme von ganzen Zahlen zu, wobei jede Zahl 
dem Betrage nach <r ist, also der Reihe 0, +1, +2,..., +7 an- 
gehért, mit AusschluB des einen Systems x, =0,..., 4, =O. Unter den 
betreffenden Systemen kommen gewif Vereine von » unabhdngigen (d. h. mit 
nichtverschwindender Determinante |x,”)|) vor; z. B. sind die » Systeme 
2%=1, oM=—0 (k+h) fir h=1,..., » unabhingig. Wir suchen 
unter allen jenen Systemen ein erstes 7, = p,%,..., «, =p,“ aus, so daB 
der Betrag von § méglichst klein ausfallt. Da wir dabei jedenfalls die 
Wahl zwischen Paaren entgegengesetzter Systeme haben, wollen wir das 
System noch derart voraussetzen, dai die letzte von Null verschiedene 
der Zahlen p,” groBer als Null ist. Es sei fiir das System &=«a,. So- 
dann wahlen wir unter jenen Systemen ein zweites, von p,%,..., p, un- 
abhingiges System 2, = p,, ..., 2, =p, aus, woftir nichstdem der 
Betrag von § méglichst klein ausfallt, und es sei wieder unter den 
Zahlen p,® die letzte nichtverschwindende > 0. Fiir dieses zweite 
System sei §=«,. Wir fahren so fort, bis wir schlieBlich unter jenen 


Systemen ein n** von den friiheren unabhingiges System 2, = p,™, ..., 
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«, =p,” erlangen, woftir wieder der Betrag von £ méglichst klein ist, 
und es sei auch von den Zahlen p,™ die letzte von Null verschiedene > 0. 
Fiir dieses n* System sei = «,. Dann hat endlich die Substitution P: 


(27) ty = D2, + pet ---+ pz, (k=1, 2,...,”) 
eine von Null verschiedene Determinante, und es geht £ durch P in 
(28) EP = y= 04, + 2% +++ + 0,2, 

tiber. Dabei ist jedenfalls 

(29) |e] <Sle|<---S/e,|. 


Unter speziellen Umstinden in bezug auf die GréBe a ist es méglich, 
daB die Systeme p,”, ..., p” durch die angegebenen Bedingungen noch 
nicht eindeutig bestimmt sind, die Festsetzung von P fiir das gegebene r 
also noch in mehrfacher Weise geschehen kann. Durch entsprechende 
Betrachtungen wie in 3. aber erkennt man, da jedenfalls das System 
der » absoluten Betrige |«,|, |a,|, ..., |@,| durch die Zahl r véllig 
eindeutig bestimmt ist. Es heife P eine zur Zahl r gehorende Substitution. 

Man bilde nun eine zur Zahl r,=1 gehdrende Substitution P,. 
Diese kann auch noch zu r=2,3,... gehdren. Gehért sie nicht zu 
jeder Zahl r, so sei der gréBte Wert r, zu dem sie gehért, r=7,—1 
(wo 7, >2 ist). Es sei sodann P, eine zu r, gehdrende Substitution, und 
sie gehore zu den Zahlen r, die >7, und <~7, sind. Sodann sei P; eine 
zu 7, gehdrende Substitution usf. Wir wollen noch die Festsetzung 
treffen, da8, wenn fiir eine dieser Substitutionen P, in der zugehérigen 
Form £P = ein Teil der Koeffizienten «,,..., «, (etwa o,,...,@;) =O 
wird, die betreffenden Vertikalreihen p,™, ..., p,” (A=1,...,9) fiir alle 
folgenden Substitutionen P, (x >) unverandert beibehalten werden 
sollen. Die so entstehende (sei es abbrechende, sei es unendliche) Reihe 


von Substitutionen P,, P,, P;,... soll die zu a gehérende Keite von 
Substitutionen heiBen. 

Es sei allgemein y, = o,%2,+---+,%z, die Form, in welche & 
durch P, iibergeht. Man hat fiir zwei aufeinanderfolgende Substitutionen 
Lys tice er Webie: 

(30) Jaq’? |S[e|,.-» lef P|Sle?| GH1L2,..) 


wo jedenfalls nicht alle  Gleichheitszeichen auf einmal gelten konnen; 
denn sonst wiirde ja P, auch zur Zahl r,,, gehGren, wihrend sie nur zu 
den Werten r>r, und <r,,,—1 gehért. In P, sind jedesmal die Be- 
triige aller Koeffizienten <r, und ist wenigstens einer darunter >r,—1, 
also eben =7,. Man erkennt nach diesen Umstinden, daB die Reihe der 
Zahlen 7,, 7%), 73, --. eine durch die GréBe a vollig bestimmte ist. 
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9. Ohne an die Aufgabe der einfachsten sukzessiven Ermittlung der 
Kettenglieder niher heranzutreten, beweise ich nur den folgenden Satz, 
der bei der Behandlung dieser Aufgabe die wesentlichsten Dienste leistet. 

Fiir eine jede Substitution der Kette ist die Determinante dem Betrage 
nach <n}. 

Es sei P in (27) eine Substitution der Kette, zu einer Zahl r ge- 
hérend, und y in (28) die Form, in welche § durch P tibergeht. Dann 
kann der durch 


(31) Pale ALS 


definierte Bereich im Inneren (d. h. soweit das Zeichen < gilt), keinen 
Gitterpunkt auBer dem Nullpunkte enthalten. Denn ist z,,..., 2, irgend- 
ein, von 0, ..., 0 verschiedenes System im Inneren dieses Bereichs (31) 
und von diesen Groen z, die letzte von Null verschiedene, so hat man 
dafiir 

§ = @,2,+-+-++ + 2, %, = pa t-->+pMz;. 


Ist erstens |a,|>0, so folgt |&|<]e,|({24,| +---+]4,|) <|e,|, 
{v,| <r(j4,|+---+]4,|) <7; alsdann ist das betreffende System 2,,..., 2, 
kein Gitterpunkt, denn fiir einen Gitterpunkt, bei dem die Betrage |x,|<,r 
sind und z;+ 0 ist, muB |§| >| «;| sein. 

Ist zweitens «,=0, so sei P, die erste Substitution der Kette, fiir 
welche sich a,“ =--- =a, = 0 findet, wahrend, wenn x > 1 ist, in der 
zu P,_, gehdrenden Form y,_, der erste nichtverschwindende Koeffizient 
@,%“—-) mit eimem Index j’<j sei. Dann ist also 7, die kleinste Zahl, 
fiir welche die ersten j’ Vertikalreihen einer zugehérigen Substitution 
samtlich § =O machen. Nun gehéren zufolge einer in 8. getroffenen 
Festsetzung die ersten j Vertikalreihen von P bereits zu P, und, wenn 
*>1 und j’> 1 ist, die ersten j’—1 Vertikalreihen von P bereits zu P,_,. 
Fiir das System 4,,..., 2, folgt jetat §=0, |a,|<r,(la,|+---+]4,|)<7,. 
Im Falle «= 1 ist 7, =1 und kann also a,,..., %, hier kein Gitter- 
punkt sein. Ist aber x >1 und wire 2,,..., x, hier ein Gitterpunkt, 
so wire derselbe, da z;+-0 ist, ja vom Nullpunkte verschieden und zudem, 
falls j’ > 1 ist, auch von den Gitterpunkten in den ersten j’— 1 Vertikal- 
reihen von P,_, unabhingig; also wiirde bereits zu einer gewissen Zahl <r, 
eine Substitution gehdren miissen, in welcher mindestens j’ Vertikalreihen 
samtlich € = 0 machen. 

Aus dem Umstande, daf (31) keinen Gitterpunkt im Inneren enthilt, 
folgt wie im ersten Beweise des Hilfssatzes II (s. 6.), daB die Deter- 
minante |p,”)| von P dem Betrage nach < n! ist. 


10. Es sei »>1. Ferner wollen wir von dem Falle absehen, daB 
n—2 und a komplex ist; alsdann wiirde |&|=|2,+ az,| unter einer 
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gegebenen Grenze nur fiir eine endliche Anzahl von ganzzahligen Systemen 
X,, L, liegen, wire also die Substitutionenkette zu a jedenfalls eine ab- 
brechende; andererseits ist eine komplexe GréBe a=b-+ic dann und 
nur dann eine algebraische Zahl zweiten Grades, wenn } sowie c? 
rational sind. 

Auf Grund der in 8. entwickelten Begriffe entsteht nun folgendes 
vollstandige 


Kriterium fiir die algebraischen Zahlen n” Grades: 


Ks sei a eine beliebige reelle oder komplexe GréBe, im ersten Falle 

6=1, im zweiten o=2 und n>eo. Es sei 

ide Oe 
sodann P,, P,, P;,... die zu a gehdrige Kette von Substitutionen mit 
m Variablen, und y,, 7%, y3, ..- seien die Formen, in welche £ durch 
ayes, is, -. --ubergent, 

1° Ist a nicht eine algebraische Zahl n”" oder niederen Grades, so 
bricht die Kette niemals ab, und alle Gleichungen y,=0, yy =0, ... sind 
verschieden (d. h. keine zwei der Formen y,, y,, ... unterscheiden sich 
bloB durch einen Faktor). In jeder Form 7, sind alle Koeffizienten von 
Null verschieden. 

2° Ist a eine algebraische Zahl n*” Grades, so bricht die Kette niemals 
ab, unter den Gleichungen 7, =90, 72 =0, ... kommen nur eine endliche 
Anzahl verschiedener vor (d. h. alle diese unendlich vielen Formen ent- 
stehen aus einer endlichen Anzahl unter ihnen durch Multiplikation mit 
Faktoren), in jeder Form yx, sind alle Koeffizienten von Null verschieden. 

3° Ist a eine algebraische Zahl n — m'‘™ Grades, wo m>O und 
n—m>eo ist, so bricht die Kette niemals ab, unter den Gleichungen 
4, = 0, % =O, ... kommen nur eine endliche Anzahl verschiedener vor, 
in den Formen x, sind von einer gewissen an stets die m ersten Koeffi- 
zienten = (), die tibrigen mn — m sind bestiindig von Null verschieden. 

4° Ist a eine algebraische Zahl o'™ Grades (also reell und rational 
oder komplex und vom zweiten Grade), so bricht die Kette nach einer 
endlichen Anzahl von Gliedern ab. 

11. Wir beginnen den Nachweis dieses Satzes mit der Feststellung, 
daB, wenn zwei der Gleichungen 7, = 0, y= 0, ... identisch sind, die 
GréBe a notwendig eine algebraische Zahl n‘™ oder niederen Grades ist. 

Hs seien also zy, und x, zwei unter jenen Formen, die sich blo durch 
einen Faktor 6 unterscheiden, so daB y, = 64, ist. Hs sei o<%, so ist 
zufolge der Bemerkungen bei (30) der Betrag |@|<1. Hs seien P, und 
P,, die Substitutionen der Kette, welche & in y, und x, tiberfiihren. Durch 
P,P-* geht dann & in 67,P,~1, d.i. in 0 tiber. Es sei 
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(32) | a | (h,k=1,...,), 
h als den Index der Horizontal-, & als den Index der Vertikalreihen ge- 
dacht, das Koeffizientensystem der Substitution P,P,~', so ergibt die Ver- 
gleichung der Koeffizienten in den Formen 6€ und €P,P-?: 

(33) Oak-t = g, + ag + +--+ a®—1¢ (2 bees) 
Die Koeffizienten q,® sind samtlich rationale Zahlen. Man entnimmt aus 
diesen Gleichungen, da die Determinante 


(= fone 
(34) | 6e, = q,” | =e |) i 0, h=+k; €;, a 


h,k=1, 00,” 
ist, eine Gleichung, die symbolisch |@P,P-~1— P,P-'|=0 geschrieben 
werden kann. 

Nimmt man zwei aufeinanderfolgende der Gleichungen (33), fiir k = 7 
und k=j+1 (j=1,...,2—1), so entsteht aus ihnen durch Elimination 
von 0: 

(85) g,9t) + a(q,9* 9 —9,%) + +--+ a® “ig Oth) — 9% ,) — ag = 0. 
Man hat » —1 solcher Gleichungen fiir 7 = 1, ..., n—1. 

Entweder ist nun wenigstens eine unter ihnen so beschaffen, daB in 
ihr nicht alle Koeffizienten der Potenzen von a Null sind; dann erweist 
sich durch die betreffende Gleichung die GroBe a als eine algebraische 
Zahl n" oder niederen Grades. 

Oder aber, es waren die Ausdriicke in a auf den linken Seiten der 
Gleichungen (35) fiir 7 = 1, ..., m—1 simtlich identisch gleich Null; 
dann hatte man 
(36) es) a 0, gq," i q,”, i gr ie (hae O= qy) 
fiir j7=1, ..., n—1, also zuvorderst 

q,”) a 0, q,”) = 0, OPT) qi”) ame 0; qx = 0, q°) a 0, DPQ) hee F 0, 


sodann allgemein, wenn k>h ist, ¢ =—g@7)=---=¢-*+) = 0, 
und wenn k<h ist, g@ =g@t) =... =q-*'+) —0, endlich noch 
Q") = gq =---=¢,™, welcher Wert =q gesetzt werde. Nunmehr 


wlirden die Gleichungen (33) in @a*-! = qa'-! (k=1,...,”) tibergehen; 
man fande 6 =q und hitte allgemein g,® = ge,”, also P,P-1=q@P,P-'}, 
mithin P, = 6P,; jeder Koeffizient in P, wire gleich dem entsprechenden 
Koeffizienten aus P,, multipliziert in 6. Nun hat von den Koeffizienten 
in P, wenigstens einer einen Betrag =r, und die Betrige der Koeffi- 
azienten in P, sind simtlich <r,; es wiirde somit r,<|@|r, folgen, was 
mit 7, >r, und |6|<1 im Widerspruch stiinde. Die zweite Annahme, 
daB keine der Gleichungen (34) eine Bedingung fiir a gibt, ist danach 
unzulassig, und mithin ist notwendig a@ eine algebraische Zahl mn" oder 
niederen Grades. 
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12. Wir ziehen jetzt die Ergebnisse des § 1 heran. Es sei ¢ eine 
beliebige positive GréBe; wir nehmen fiir die linearen Formen ane 
an welche die Betrachtungen in § 1 ankntipfen, die m + 1 Formen 


‘3 1 
@,---%, und ——— (a, + aa, +---+a"-17,), 


my 


Der Korper K wird dann der durch 
(37) epee ee eee el releecce 
bestimmte Bereich. In diesem Bereich ist offenbar stets 


JE] Si +lal+---+ far4], 
welche GréBe C* heiBe; wir wollen deshalb jedenfalls ¢< O* voraus- 
setzen. Wir haben nach (12) die fundamentale Ungleichung 
(12b) ie eee) A 
wo J das Volumen von XK ist und die Bedeutung von F,,..., F, aus 3. 
zu ersehen ist. 

Es werde 6 = 1 gesetzt, wenn a reell ist, o =2, wenn a komplex 
ist, und im letzteren Falle setze man § = 7 + 76, so daB » und € Formen 
mit reellen Koeffizienten sind. Die Bedingung |&|<¢ kommt fiir o = 1 
auf —e<&<e, fir o=2 auf 77+ 6? <<* hinaus. Denkt man sich 
mi &, bzw. zu 1, € weitere m — o reelle lineare Formen 2,,..., v,_, hinzu- 
genommen, so dafi m Formen mit einer Determinante 1 entstehen, so er- 


kennt man, da mit nach Null abnehmendem « das Verhiltnis 2 ftir 


6=1 oder = fiir 6 = 2 nach dem Werte des tiber den Bereich 
Oe tee et he Sl 

erstreckten Integrals fav, ...@v,_,, also nach einer bestimmten positiven 

GréBe konvergiert. Danach wird man eine endliche von a abhingende, 

von € aber unabhdngige GréBe M angeben kénnen, so daf fiir alle Werte 

é< C* stets 


(38) Gay <M 


ist. Die Ungleichung (12b) geht dann in 


1 
(39) ee (dasa aks, Woe a, 
iiber. Wegen F, <---< F, erhalt man daraus insbesondere 
(40) éFi° <M 
und ferner 
(41) (SY CS 
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Nunmehr sollen einige Folgerungen aus diesen Ungleichungen (40) und (41) 
entwickelt werden. 

13. Wenn in einer Form y zur Kette der erste Koeffizient «, = 0 
ausfallt, erweist sich durch diese Gleichung a als eine algebraische Zahl 
m — 1*® oder niederen Grades. Eine solche Beschaffenheit von a wollen 
wir zunachst ausschlieBen. Dann ist also fiir jedes Kettenglied gewi8 
|«,|> 0. Wir zeigen, daB alsdann im Verlauf der Kette der Betrag | a, | 
schlieBlich unter jede Grenze sinken muB. 

Es sei P in (27) eine zur Zahl r gehérende Substitution, y in (28) 
die zugehérige Transformierte von § Wir nehmen in 12. den Para- 


meter € = fet (diese GréBe ist < C*, weil |p,|, ..., |p| <r ist). 
Man hat hier ein von 0,..., 0 verschiedenes ganzzahliges System z,,..., 2, 


woftir |v,|<r (k=1,..., 2) und veetio’ 


: =r ist, aber kein System 


ta 
dieser Art, wofiir stets |7,| <7 und |= <r wire. Nach der Bedeutung 
von F, (s. 3.) ist daher dann F,=r. Die Ungleichung (40) ergibt 
nunmehr Ae 
(42) Jeg) < Mr 

Diese Abschitzung fiir |«,| zeigt in der Tat, daB mit wachsendem r 
der Wert |a,| schlieBlich unter jede Grenze sinken muB.*) In den be- 
zeichneten Fallen, in denen @, niemals Null werden kann, hat infolge- 


dessen die Kette notwendig einen unendlichen Verlauf, sie kann niemals 
abbrechen. 


Insbesondere bricht auf diese Weise die Kette niemals ab, wenn a 
micht eine algebraische Zahl n‘™ oder niedrigeren Grades ist. Verbindet 


*) Sind w, B zwei reelle GréSen und ist 0<|8|< ||, so hat man eine ganze 


1 : : : 
Zahl y, so daB |a-+ y6| lil ist. Sind w, 6B, y drei reelle oder komplexe Grifen, 


so daB 0<|y|<|8|<|a| und gretis nicht reell, also «+ 0 ist, so kann man 
zwei reelle Gréfen v, w finden, so daB «+ v6+wy=a+t(v+ dw)B+iwep =0 


ist, und sind dann z und y zwei ganze Zahlen, so daB |z—w| <> und 


hE Se : : : 
[Yok Oe 0 ee) Sa ist, so wird le + y8 +27] SB. Mit diesen Hilfs- 


mitteln kann man direkt einsehen, da8 in den Formen yx zur Kette sogar |«,,| 
schlieBlich unter jede Grenze sinkt, mit Ausnahme des Falles, daB n = 3, a kom- 
plex und der reelle Teil von @ rational ist, in welchem Falle nur |q,| und |«,| unter 
jede Grenze sinken, aber fiir |«,| eine positive untere Grenze besteht, und ferner der 
Falle, daB a eine algebraische Zahl o'® Grades ist, in welchen Fallen die Kette mit 
einem letzten Gliede abbricht. 
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man hiermit das Ergebnis aus 11., wonach unter derselben Voraussetzung 
niemals zwei der Formen x, sich bloB durch einen Faktor unterscheiden, 
so ist zunichst der Punkt 1° unseres Kriteriums vollig sichergestellt. 


14. Um den Punkt 2° zu erweisen, nehmen wir nunmehr an, daB a 
als eine algebraische Zahl n*" Grades gegeben ist. In diesem Falle kénnen 
wir aufer mit der Ungleichung (39) noch mit dem Satze operieren, daB 
die Norm einer von Null verschiedenen ganzen algebraischen Zahl eine 
von Null verschiedene ganze rationale Zahl und daher dem Betrage 
nach > 1 ist. 

Ks sei 
(43) Jou" + ar—*-+---+9,=0 
die Gleichung ”™ Grades mit rationalen ganzen Koeffizienten ohne ge- 
meinsamen Teiler und positivem g,, der a gentigt. Es sei, wenn a kom- 
plex, 6 = 2 ist, a®° die zu a konjugiert imaginire GréBe. Die Wurzeln 
jener Gleichung n*" Grades auBer a, bzw. aufer a und a®, mogen 
a’, a’,..., a~” heiBen. Ferner sollen die zu einer Zahl & des Kérpers 
von a@ konjugierten Zahlen in den Kérpern von (a), a’, ..., a®-% mit 
(&°), &, ... &*-9% bezeichnet werden. 

Das Multiplum g,a ist eine ganze algebraische Zahl ne? Grades. In- 
folgedessen ist fiir ein ganzzahliges, von 0, ..., 0 verschiedenes System 2,, 
..., &, der Wert von g)”~1& stets eine von Null verschiedene ganze Zahl 
im Kérper von a und daher deren Norm in diesem Kérper Nm/(g,"~1&) 
= go? YE(E)E’. .., &@-9 dem Betrage nach >1; der eingeklammerte 
Faktor & kommt fiir 6 = 2 in Betracht und dann ist |£°|—=|§|. Es sei 
C der gréBte Wert unter den n — 6 Ausdriicken 1+ |a|+ +--+ |a¥)|"-3 
fir j=1,...,.»—o. Sind x,,...,%, in ihren Betragen <7, wo r eine 
positive Gré8e ist, so hat man 


(44) |€9|< Cr (j=1,...,.%—6) 
und entsteht nunmehr die Ungleichung g,”—1 C"~°|& |°r"-7 >1 oder 


(45) [Eulecoecae rele 
wo b eine gewisse, nur von a, nicht von der GréBe von r abhingende 
- Konstante vorstellt. 

Es sei wieder P die zu einer ganzen Zahl r gehdrende Substitution 
der Kette und x in (28) die Form €P. Dann geht, wenn fiir x,,..., x, 
die erste Vertikalreihe von P genommen wird, aus (45) zuvoérderst 
7) jo, |2or 7 
hervor. 

Es sei sodann « wieder eine beliebige positive GréBe < C* und be- 


trachten wir die Ungleichung (41) dafiir. Nach der Bedeutung von F, 
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in 12. hat man ein von 0,..., 0 verschiedenes ganzzahliges System 2, ..-, Z,,, 


wofiir | #,|< F, (k=1,...,) und 5 < F,, also |£|<¢F, ist. Die Un- 


gleichung (45) ergibt daher (e,)?F,"~° = 6° oder 


n 


(47) eF°>b. 


Fiihrt man die hierdurch angewiesene untere Grenze in (41) ein, so folgt 
(48) i. Ro <8 

wo B= - wieder eine nur von a, nicht von ¢ abhingende Konstante 
vorstellt. 

Nunmehr wollen wir speziell ¢ = fel nehmen, wo a, der letzte Ko- 
effizient in x ist. Dann ist F,—7; denn man hat hier n unabhingige 
ganzzahlige Systeme 2,,...,%,, fiir welche |a,|<r (kK=1,...,m) und 
§ 


Ae lal y ist, aber nach der Bedeutung von |«,| jedenfalls nicht » 


on 


; 
unabhiangige ganzzahlige Systeme z,,...,x,, fiir welche | x,|<r(k=1,...,n) 


und r <r ware. Die Formel (48) ergibt nunmehr 

(49) Moline «tobe 

Wir stellen (46), (49) und (29) zusammen in: 

(50) ean = 


bp PU) fh Pee ee a) ae 


Man ersieht daraus zunichst, daf im Verlauf der Kette selbst | a, | 
schlieBlich unter jede Grenze sinkt. Die Kette bricht also jedenfalls 
niemals ab. 

Gewisse weitere Ungleichungen erschlieBen wir fiir die Normen der 
Zahlen o,(k = 1,...,) und fiir ihre konjugierten Zahlen «,{). Nach (44) 
werden wir, da die Zahlen der k*™ Vertikalreihe von P, welche £ = a, 
machen, <7 sind, 


(51) [a0 |< Cr (Gis oie) 
haben. Nehmen wir dazu die in (49) erhaltene obere Grenze fiir | «,|, 
womit noch im Falle 6 = 2 sich |c,°| deckt, so folgt 
(52) LIN (Gg me Oe eG y alas Cs 


wo die Grenze rechts nur von a, nicht von der Zahl r abhingig er- 
scheint. Nun ist Nm(g)”~'«,) eine ganze rationale Zahl und daher nach 
dieser Ungleichung nur einer endlichen Anzahl yon Werten bei allen 
méglichen Werten von r fahig. 
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Andererseits hat man, indem diese Zahl Nm/(g,."-10,) von Null ver- 
schieden ist: 


(53) | Wan go" 20%) | = Go" | 06, (06,9) a | > 1. 
Fiihrt man hierin fiir | cw, |(|o,°|) die obere Grenze aus (50) und fiir die 


Betrage |a,'|,.. + | arm | mit Ausnahme eines Faktors | «,%| die obere 

Grenze aus (51) ein, so folgt fiir diesen noch iibrigen Betrag: 

(64) [eaQ | or nie na), 
1 ; ae 

7,00 Bega ent wieder nur von a, nicht von r abhangig ist. 

Sind nun A, & irgend zwei der Indizes 1, 2,...,, so hat man 


wegen (50): 


wo ¢= 


0 


(55) Op (= “8 )< B 
op, an at) 
und aus (51) und (54): 
oe,” 
(56) 0 <* (j =1,...,.%—9). 


Zudem sind g)"~'w, und g)"~te, und alle ihre konjugierten Zahlen ganze 
algebraische Zahlen und liegt nach (52) die ganze rationale Zahl | Nm(g,"~+«,)| 
unter einer bestimmten von a allein abhangenden Grenze. Aus diesen 
Umstinden geht hervor, da in der algebraischen Gleichung n*® Grades 
fiir ¢: 


0 f (n— 0) 
= 1 ein oo 2 ike Sa Ae (anon ae an eee 
(57) Nm(q o,) (¢ op, ) (( “*)) ( =) (¢ ea 
alle n + 1 Koeffizienten der linken Seite ganze rationale Zahlen sind und 
in ihren Betraégen unterhalb bestimmter nur von a abhingender Grenzen 


liegen. Danach kommen fiir die Koeffizienten dieser Gleichung von vorn- 
herein fiir alle x nur eine endliche Anzahl von Wertsystemen und also 


a 
fiir ein jedes Verhiltnis a von vornherein fiir alle + nur eine endliche 


Anzahl von algebraischen “Zahlen in Betracht. Mithin kénnen in der Tat 
die siimtlichen unendlich vielen Linearformen 7,, y,... der Kette hier, 
wo @ eine algebraische Zahl n'™ Grades ist, nur eine endliche Anzahl von 
verschiedenen Verhiltnissen o,:c,:...: 0, der Koeffizienten darbieten, sie 
gehen also samtlich aus einer endlichen abl unter ihnen durch Multi- 
plikation mit Faktoren hervor. Damit ist der Punkt 2° unseres Kriteriums 
vollig erwiesen. 

15. Wir kénnen noch eine Bemerkung iiber die Natur derjenigen 
Faktoren @ hinzufiigen, die hier in Beziehungen y, = 67, auftreten und 
die als Quotienten von Zahlen im Kérper von a jedenfalls auch in diesem 


K6rper liegen. 
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Zu jeder Substitution P, der Kette kann man nach der in 2. aus- 
einandergesetzten Methode eine ganzzahlige Substitution A, mit einer 
Determinante + 1 bestimmen, so daB die Koeffizienten in P,~*A, den in 
(8) und (9) fiir die Zahlen y,“ angegebenen Bedingungen entsprechen. 
In dieser Substitution P~1A, sind die Koeffizienten rationale Zahlen mit 
der Determinante von P, als Nenner. Letztere ist nach dem in 9. Be- 
wiesenen stets dem Betrage nach < m!. Nach den Bedingungen (8) und (9) 
kommen dadurch fiir alle Koeffizienten von P~*A, von vornherein nur 
eine endliche Anzahl verschiedener Werte in Frage. Verbindet man damit 
das soeben in 14. erzielte Resultat, so erkennt man, daB auch fiir den In- 
begriff der Gleichung y,=0 und der Substitution P-*A, zusammen in 
der ganzen unendlichen Kette nur eine endliche Anzahl von verschiedenen 
Bestimmungen vorkommen. 

Hat man nun fiir zwei Indizes 4 und x sowohl x, = 6y7,, wo 6 ein 
Faktor ist, als auch P14, =P-14,, so wird P,P-*= A,A—4, also 
eine ganzzahlige Substitution mit einer Determinante +1. Durch diese 
Substitution geht die Linearform § (in (26)) in 0§ tiber, wahrend A,A~-}, 
d. i. die identische Substitution, € in & iiberfiihrt. Fiir den Faktor 6 er- 
halt man dadurch eine Gleichung n*" Grades, welche sich in der oben 
bei (34) erklirten symbolischen Weise |9A,A~1— A,A-1|=0O oder 
|6.A,—A,| =O schreiben laBt. In dieser Gleichung sind alle Koeffizienten 
ganze rationale Zahlen und ist sowohl der erste wie der letzte Koeffizient 
gleich + 1. Also ist dann sowohl 6 wie = eine ganze algebraische Zahl, 
mithin 6 eine Hinheit in dem Zahlenkérper von a. Sonach gilt der Zusatz: 
Unter den Formen y,, y,,... der Kette kann man eine endliche Anzahl 
angeben so, da aus ihnen alle Formen der Kette durch Multiplikation 
mit solchen Faktoren hervorgehen, welche Hinheiten im Korper von a sind. 

Ist y, = 2, ++-++ ey X= Bi4%, +--+: + 6,2, und sind r,, r, die 
Zahlen, zu denen P,, P, gehdren, so hat man ferner nach (51) und (54) 


or, S|e9|SCr, oy S|BOSO, (Pb ), 
' ve a j=H1,....n—6 
indem 6, = 0a, ist, folgt daraus — 
C Ty, : Cars ; 


Man hat sodann die von den Zahlen r,, r, freie Beziehung 


(58) (oh ee QU) 


oC? ; een 
= o (Ix Ij} JJux=1,...,n —@). 


Fiir die Eimheiten 6, auf die man hier gefiihrt wird, liegen also die Ver- 
hiltnisse der Betrige der »—o konjugierten Werte 6',..., 0-9 stets 
zwischen zwei von vornherein anzuweisenden Grenzen, ein Umstand, der 
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fiir die weitere Erforschung der Substitutionenketten zu algebraischen 
Zahlen n°” Grades von hervorragender Bedeutung ist. 

16. Es sei jetzt a eine algebraische Zahl m — m*® Grades, wo m > 0 
und <n ist, und es sei 


(59) Gt FO pe CE eg a =O 


die Gleichung n — m™ Grades mit rationalen ganzen Koeffizienten ohne 
gemeinsamen Teiler und positivem g,, der a geniigt. Es sei unter den 
Betragen der Koeffizienten dieser Gleichung der gréBte Wert g*. Man 
entnimmt aus (59) 


Dug n “F Gnas ie tas oe meg =0 (l= 1,. -+,M), 


d. i. % +ax,+---+a"-1z, =0 fiir gewisse m besondere, von 0,...,0 
verschiedene ganzzahlige Systeme z,,...,2,- Diese m Systeme sind von- 
einander unabhingig, denn schreibt man sie in m Vertikalreihen auf, so 
hat man in den letzten m Horizontalreihen der entstehenden Matrix, 
welche die Werte x,_,,,1,-+-+) Z, enthalten, ein quadratisches Schema, 
wobei in der Hauptdiagonale alle Elemente = g, und unterhalb derselben 
alle Elemente = 0 sind, ein Schema also, das die von Null verschiedene 
Determinante g,” ergibt. Alle jene Zahlen x,,...,x, sind ferner dem Be- 
trage nach < g*. 

Es sei nun P eine zur Zahl r gehdrende Substitution der Kette 
und x die Form, in welche & durch P tibergeht. Aus dem eben Gesagten 
erkennt man, da8, sowie r>g* ist, in x jedenfalls «, —0,...,a,,=—0 
sein mug. Dagegen muB stets «,,,, von Null verschieden bleiben. Denn 
hitte man m+ 1 wnabhangige ganzzahlige Systeme 2,,...,%,, woftir 
—£ =0 ausfiele, so wiirde man aus den betreffenden m-+ 1 Gleichungen 
durch m Mal hintereinander vorgenommene Elimination der jedesmal sich 
darbietenden héchsten Potenz von a schlieBlich eine Gleichung fiir a mit 
rationalen Koeffizienten von einem Grade < _”— m gewinnen konnen. 

Es sei wieder 6 = 1 oder = 2, je nachdem a reell oder komplex ist, 
und im letzteren Falle sei a die zu a konjugiert imaginare Zahl. Ferner 
seien a’,a”,...,a@-™-% die Wurzeln der Gleichung n — m‘” Grades 
fiir a auBer a, bzw. auBer a und a, Endlich, wenn @ eine Zahl im Kéorper 
von a bedeutet, so seien allgemein («°), «,..., a"-™-® dié konjugierten 
Zahlen in den Kérpern von (a°), a’,..., a~-™~. 

Wir kénnen jetzt die in 14. gewonnenen Sitze tiber die Substitutionen- 
ketten mit » Variablen zu algebraischen Zahlen n‘ Grades in der Weise 
heranziehen, daB wir die Zahl n dort durch den Wert » — m hier ersetzen. 
Das in (49) liegende Resultat zeigt alsdann, daB man im gegenwartigen 
Falle zur beliebigen Zahl 7 stets »—m ganzzahlige Systeme y, a AG ae eae 
=y) (k=1,...,.2—m) mit von Null verschiedener Determinante finden 
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kann, so daB alle Zahlen y,® darin dem Betrage nach <r sind, und dab 
fiir jedes einzelne dieser » — m Systeme 


n—m—O 


I tay te +a ty, |S Br 7 


ausfallt, wo B eine gewisse nur von a, nicht von r abhangende Konstante 
ist. Setzt man zu jedem dieser Systeme y,,..-, ¥,—m dann %, = Y,,---) T,»_m 
= Yn—mr Un—m41 = 97+ ++) Cy = 9, so bekommt™ man m— m ganzzahlige 
Systeme 2,,...,%,, die von den oben erwahnten speziellen m solchen 
Systemen unabhingig sind. Danach wird man, sowie r > g* ist, auber 
|o,|—=---= |a,,| = 0 weiter stets 


(60) One Wear Sale| = Bre 
haben. 

Hs sei jetzt zuvorderst m — m >. Alsdann erkennt man aus (60), daB 
die Betrige |o,,,|,--+,|%,| im Verlauf der Kette unter jede Grenze 
sinken, ohne jemals Null zu werden; die Kette bricht also jedenfalls nicht 
ab. Man hat ferner stets ; ; 

es =m + 1 1 
(61) | a | < Or (oie 
wenn C der gréBte unter den Werten 1+ |a|+---+ |aW)|»-? 
(j =1,...,.n—m—e) ist. Andererseits ist ga eine ganze algebraische Zahl, 
desgleichen daher jede Zahl g,"-1a,(kK=m-+1,...,m), und da diese Zahlen 
von Null verschieden sind, miissen mithin ihre Normen im K6rper von a 
dem Betrage nach >1 sein; man hat also 
(62) Gg OO a, Pa ee Oa = ed beni I eee: 
Fiihrt man hierin fiir »—m—eo der n—m—o-+1 absoluten Betrige 
| ot, |, | om’ |). + | o"-™-% | die in (60) baw. (61) angewiesenen oberen Grenzen 
ein, so erhilt man fiir den noch itibrigen dieser Betrage eine untere 


Grenze; man findet 


nrn—M— O 


k=m--1,...,.”, 
(J) c 
hon) | & or (ee) 


(63) | «| = br- 


mit gewissen von 7 nicht abhingenden Konstanten 6 und @, und daraus 


folet dann 
i a 
B 
0 ) = b ) 


(64) 

Andererseits findet man aus (60) und (61) die von r nicht abhingende 
GréBe g"-™ “-) B°C"-™~-9 als obere Grenze fiir die Betrige der Normen 
von gy" *e,(k=m-+1,...,n). Aus (64) und aus diesem letzten Um- 
stande schlieft man endlich durch die entsprechende Uberlegung wie 
bei (57), daB fiir die Verhiltnisse der Koeffizienten CY it ap ee ay OLS 


0% eACA 


et (it seed ath Sa 


jg=1,....%—m—6 


ey ae) 
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Zahl r > g* angenommen) nur eine endliche Anzahl von algebraischen Zahlen 
in Betracht kommen. Danach sind in der Tat simtliche Formen ite Phe 
der Kette aus einer endlichen Anzahl unter ihnen durch Multiplikation 
mit Faktoren abzuleiten. Damit ist der Punkt 3° des Kriteriums erwiesen. 
Indem man noch den Umstand heranzieht, daB auch im gegenwiirtigen 
Falle nach 9. die Determinante jeder Substitution der Kette dem Betrage 
nach <n! ist, kann man wieder hinzuftigen, daB sich unter den Formen 
4a» %2»-++ eime endliche Anzahl hervorheben lat, aus denen alle diese 
Formen durch Multiplikation mit solehen Faktoren entstehen, welche Hin- 
heiten in dem Zahlenkérper von a sind. 

Hs sei endlich n—m=co. Ist 6 =2, also a komplex, so bleiben 
in x fiir r>g* allein die Koeffizienten «, ,, «, von Null verschieden. 
In den quadratischen Gleichungen 


(Go 8,4) E— Go's S13) = 9, ( — gy" *e,) (E— gy" *08) = 0 
sind die Koeffizienten ganze rationale Zahlen und hat man durch (60) 
von y unabhangige obere Grenzen fiir die Betrige derselben. Danach 
kommen fiir a, _,,«@, nur eine endliche Anzahl von Werten in Betracht. 
Da nun nach einer Bemerkung bei (30) alle Formen x, der Kette ver- 
schieden ausfallen, mu danach die Kette nach einer endlichen Anzahl 
von Gliedern abbrechen. — Ist o = 1, also a reell und rational, so bleibt 
fiir r>g* nur a, von Null verschieden, dabei ist g,”~‘'aw, eine ganze 
rationale Zahl und liegt zufolge (60) dem Betrage nach unterhalb einer 
gewissen von 7 unabhingigen Grenze. Die Kette bricht daher auch hier 
nach einer endlichen Anzahl] von Gliedern ab. Damit ist auch der letzte 
Punkt des in 10. aufgestellten Satzes bewiesen. 


Ziirich, den 9. Februar 1899. 


KV: 


Zur Theorie der Kinheiten in den algebraischen 
Zahlkorpern. 


(Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 
Mathematisch-physikalische Klasse. 1900. S. 90—93.) 
(Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 3. Marz 1900.) 


In der Theorie der algebraischen Zahlen ist die Frage von Interesse, 
ob in einem beliebigen Galoisschen Ko6rper stets eine Hinheit existiert, 
welche unter ihren konjugierten Zahlen ein vollstindiges System unab- 
hangiger Einheiten des Kérpers darbietet. Durch die folgenden Betrach- 
tungen wird diese Frage in bejahendem Sinne entschieden. 

1. Ich benutze dabei hauptsichlich den nachstehenden Satz iiber das 
Nichtverschwinden einer gewissen Determinante: 

Hilfssatz. Sind in emer m-rethigen Determinante 


A= |@,,| (h, bel, 2,...,m) 
von m® reellen Gropen alle Gleder a,, auperhalb der Hauptdiagonale (also 
fiir h+k) <0 und sind ferner die Summen 
GitGet---+4,= 8, (kh = 1, 2,..., m) 
der Gleder in den einzelnen Horizontalreihen durchweg >0, so ist die 
Determinante stets > 0. 

Beweis. Fiir m= 1 ist der Satz selbstverstindlich. Um ihn fir 
einen bestimmten Wert m>1 zu erweisen, nehmen wir an, daB er fiir 
alle kleineren Werte des m bereits sichergestellt sei. Wir setzen a,,= 
8,+a,, (h=1,2,...,m) und entwickeln die Determinante A nach den m 
GréBen s,, s,...,8,. Das von s,, 8,...,8,, freie Glied dieser Entwicklung 
wird eine m-reihige Determinante A*, bei welcher in jeder Horizontalreihe 
die Summe aller Glieder Null ist und welche daher den Wert Null hat. 
Weiter wird der Koeffizient eines Produkts s,s, ... S,, wenn />1 und 
<m ist, eine Determinante von m—1J, also weniger als m Reihen, in 
welcher alle Glieder auSerhalb der Hauptdiagonale negativ sind und in jeder 
Horizontalreihe die Summe der Glieder gréfer als die Summe der Glieder 
der entsprechenden Horizontalreihe yon A*, also gewif > 0 ist. Auf Grund 
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der von uns gemachten Voraussetzung erweist sich daher jeder dieser Ko- 
effizienten > 0. AuBerdem erscheint in jener Entwicklung noch das Glied 
$,5,...58,,. Nach dieser Zusammensetzung der Determinante A aus lauter 
positiven Termen ist sie offenbar > 0. 

2. Es sei jetzt 6 eine algebraische Zahl n*™ Grades und unter den 
m verschiedenen konjugierten algebraischen Zahlen 6,, @,,...,9,, von 
denen 6 ein Wert ist, seien 7 reelle und = (n —~r) Paare von konjugiert 
imaginaéren Zahlen vorhanden. Von dem Falle n = 2, r =O wollen wir 
absehen. Wir setzen 7 + > (n —r)=m-+1, und wir wollen annehmen, 


da in der Reihe der m+ 1 ersten Zahlen 0,, 6,,...,9,,,, die samtlichen 
reellen jener Zahlen und ferner je eine Zahl aus jedem der Paare kon- 
jugiert imaginirer Zahlen sich befinden; zidem mége die Zahl 0 selbst 
unter diesen m-+ 1 Zahlen vorhanden sein. Ist ¢ eine Einheit in dem 
algebraischen Kérper von 0, so wollen wir mit 1,(e) fiir h=1,2,....m+1 
den reellen Teil des Logarithmus der zu ¢ konjugierten Zahl im Kérper 
von @, oder das Doppelte dieses reellen Teils verstehen, je nachdem die 
Zahl 6, reell oder imaginar ist. Da die Norm einer Hinheit gleich + 1 
ist, gilt dann stets: 

(1) (6) +(e) +--+ +4,41(€ = 0. 

Wie Dirichlet gezeigt hat, kann man in dem Korper von 6 stets 
eine Hinheit derart bestimmen, daf von ihren konjugierten Zahlen in den 
K6érpern von 6,,6,.-:-,9,4, alle bis auf eine Zahl in einem beliebig 
angenommenen dieser Kérper absolute Betrige <1 haben. Es sei in 
solcher Weise «“) fiir h=1, 2,..., m eine Hinheit, fiir welche J,(«), ..., 
1,_-1(€), b,4.1 (6), «+ +5 Inga (6), also simtliche Werte /,(«”) fir k-+h 
negativ ausfallen. Dann ist mit Riicksicht auf (1): 

1, (6) +++ +(e) +--+ + Ty (a) > 0. 
Die Determinante 
[Z.(e) | (h,k=1,2,..., m) 

trigt danach diesen Charakter, daB in ihr jeder Koeffizient auSerhalb der 
Hauptdiagonale negativ ist und die Summe der Glieder in jeder Hori- 
- gontalreihe positiv ist. Dem Hilfssatze in 1. zufolge ist daher diese Deter- 
minante > 0. Somit bilden die hier charakterisierten Hinheiten é, e@,..., a 
ein vollstindiges System von unabhingigen Einheiten im Kérper von 0. 

Bei der Methode, welche Dirichlet zur Herstellung eines vollstandigen 
Systems von unabhingigen Hinheiten in einem Zahlkérper gegeben hat, 
werden die Hinheiten des Systems sukzessive bestimmt, wobei zur Er- 
mittlung einer weiteren Einheit, so lange das System noch nicht voll- 
stiindig ist, gewisse Determinanten aus den Logarithmen der friiher be- 
stimmten Hinheiten und ihrer konjugierten Zahlen bekannt sein miissen. 
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Nach dem hier Auseinandergesetzten ist es dagegen stets méglich, Hin- 
heiten in der erforderlichen Anzahl gesondert, jede fiir sich, zu bestimmen 
mit dem Erfolge, daB sie zusammen ein vollstindiges System unabhingiger 
Einheiten ergeben. 

3. Es sei jetzt der Kérper von 6 ein Galoisscher Kérper, so dab 
sich jede der Zahlen 0,, 6,,..., 6, als eine rationale Funktion mit rationalen 
Koeffizienten von jeder anderen dieser Zahlen darstellen laft. Es sei in 
solcher Weise 


Bx (0) 02S, OL ee ih, Ss ee 


wo R,, S, Zeichen fir rationale Funktion mit rationalen Koeffizienten 
sind, so gilt S,(R,(6))=6 und infolgedessen auch allgemein S,(R,,(0,)) = 9, 
fiir jeden Index k=1,2,...,”. Je nachdem @ reell oder imaginar ist, 
sind auch die konjugierten Zahlen alle reell oder alle imaginiar, und hat 
man also m+ 1=7n oder =5n. 

Wir bestimmen im Kérper von 6 eine Hinheit ¢ = f(@), wo f(@) eine 
rationale Funktion mit rationalen Koeffizienten von 6 bedeute, so daf von 
den m + 1 konjugierten Zahlen f(0,), f(8,), .--, f(8n41) alle mit Ausnahme 
der einen Zahl f(®) absolute Betrige <1 haben. Sodann sei «, fiir 
h=1,2,...,m+1 die konjugierte Zahl zu ¢ in dem K6rper von 8,, also 
é, = [(0,) =f(R,()); dabei ist ¢«, jedesmal selbst eine Zahl im Ké6rper 


von 9 und sind deren konjugierte Zahlen in den Kérpern von @,, 9, ...; 8,44 
beziiglich 
(2) P(E (01), Fs), » - +» FR Om 41))- 


Nun hat man bei beliebigen Werten h,& aus der Reihe 1, 2,...,m-+1 
stets R,(0,) = R,(R,)) = 8, wo g einen der Indizes 1, 2,..., bedeutet. 
Dabei kann nicht fiir zwei verschiedene Indizes k bei demselben Index h 
hier derselbe Wert 6, und kénnen auch nicht konjugiert imaginire Werte 
8, resultieren, da aus dieser Relation umgekehrt 06,— S,(6,) folgt und 
unter den Zahlen 0,, 0,,...,9,,,, keine zwei gleich oder konjugiert imaginar 
sind. Danach sind die absoluten Betrage der GréBen in (2) abgesehen von 
der Reihenfolge identisch mit den Betragen der GréBen /(6,),f(8»),.+-,f(8n 41)» 
es ist also einer jener Betrige >1 und die m anderen sind simtlich <1, 
und zwar ist ftir denjenigen Index & der Betrag |f(R,(6,))| > 1, fiir den 
R,(8,) gleich © beztiglich gleich der konjugiert imaginiiren Zahl, also 0, 
gleich S,(0) beziiglich gleich der konjugiert imaginaren Zahl ist. Fiir 
verschiedene Werte h der Reihe 1, 2,..., m-+ 1 wird der hier in Betracht 
kommende Index & aus der Reihe 1, 2,...,m-+ 1 jedesmal ein anderer 
sein. Nach den Auseinandersetzungen in 2. bilden nunmehr irgend m der 
Zahlen &, &,.--)&,41, ein vollstiindiges System von unabhingigen Lin- 
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heiten in dem Galoisschen Kérper von 6. Auf diese Weise resultiert 
der Satz: 

In einem Galoisschen Korper kann man stets eine solche Einheit an- 
geben, dap eine jede Exnheit dieses Korpers ein Produkt aus einer Einheits- 
wurzel und aus Potenzen dieser Einheit und ihrer konjugierten Evinheiten 
mit rationalen EKaponenten ist. 

Da ein jeder algebraischer Kérper ein Unterkérper eines Galoisschen 
K6rpers ist und seine Hinheiten dann zugleich als Einheiten des Galois- 
schen Ké6rpers auftreten, ist hierdurch zugleich ein bemerkenswerter Satz 
tiber die Hinheiten in einem beliebigen algebraischen Korper gewonnen. 


Ziirich, den 23. Februar 1900. 


XVI. 


Uber die Anniherung an eine reelle Gréfe durch 
rationale Zahlen. 
(Mathematische Annalen, Band 54, S. 91—124.) 


Obwohl die Theorie der Annaherung an eine reelle GréBe mit Hilfe 
von Kettenbriichen seit Euler und Lagrange noch mannigfache Be- 
handlung erfahren hat, scheint einer der interessantesten Sitze auf diesem 
Gebiete bisher nicht bemerkt worden zu sein. Niamlich unter den ver- 
schiedenen méglichen Kettenbruchentwicklungen fiir eine reelle GréBe a, 
wobei die Teilzihler + 1 und die Teilnenner positive ganze Zahlen sind, 
gibt es eine bestimmte Art der Entwicklung (und zwar die am besten 
konvergierende), fiir welche die scimtlichen Ndherungsbriiche = sich von vorn- 
herein in einfachster Weise charakterisieren lassen: Als Zihler und Nenner 
der einzelnen Niherungsbriiche erscheinen dabei genau die sdmtlichen Paare 
von ganzen Zahlen x, y, fiir die y>O ist, x und y relativ prim sind und 
dazu die Bedingung 


1 
|(w@—ay)y|<> 
erfiillt ist. Von dem Falle, daB a gleich einer ganzen Zahl + = ist, hat 


man hierbei abzusehen.*) 


*) Bekanntlich l4Bt sich eine nach fallenden Potenzen von z fortschreitende 
konvergente Reihe 
f(@) = emt" + emg | espe +b Rte. 
in einen Kettenbruch 
1 | 1 | 
iF (Z ——e ieee, Sifax 
alg FTO ayo 
umwandeln, so daB F(z) eine ganze rationale Funktion von z und F(z), F,(z),... 
ganze rationale Funktionen von z mindestens vom Grade 1 sind. Dabei gilt der Satz: 
: eee ‘ : ‘ : 

Ein Quotient ae zweier relativ primer ganzer rationaler Funktionen von z ist immer 
dann und nur dann Naherungsbruch dieses Kettenbruchs, wenn die Entwicklung von 
(Pe) — fe Q@) QV) 
nach fallenden Potenzen von z mit einer Potenz von z, deren Exponent negativ ist, 
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Auf die betreffende noch durch weitere bemerkenswerte Higenschaften 
ausgezeichnete Kettenbruchentwicklung habe ich bereits an anderer Stelle*) 
hingewiesen, ohne jedoch damals wahrzunehmen, daf die eben erwabnte 
Ungleichung fiir die Naherungsbriiche diese Entwicklung bereits voll- 
standig charakterisiert. 

Im folgenden gebe ich eine auf geometrischen Betrachtungen ge- 
griindete und dadurch sehr anschauliche Theorie des Systems zweier linearer 
Formen ax + By, yx + dy mit beliebigen reellen Koeffizienten und mit 
ganzzahligen Unbestimmten. Eine Anwendung der dabei zutage treten- 
den Resultate auf die spezielleren Ausdriicke « — ay, y liefert dann ins- 
besondere jene Satze tiber die Annaherung an eine GréBe a. 


§ 1. 
Satz I Sind E=ax+ By, n= yu + dy zwei lineare Formen mit 


beliebigen reellen Koeffizienten «, B, y, 0 und einer Determinante cd — By = 1, 
so gibt es stets ganze Zahlen x, y, die nicht beide Null sind und fiir welche 


lénlsq 
ausfallt. 

Wird auf die Form &y eine ganzzahlige Substitution x = pX + p’Y, 
y=qX+q'Y mit einer Determinante +1 angewandt, so nennen wir £7 
der transformierten Form in den neuen Variablen X, Y dquivalent. Zugleich 
mit dem Satze I beweisen wir den folgenden 

Zusatz. Ist §n.weder mit der Form X Y¥ noch mit der Form = (X®— Y*) 


dquivalent, so gibt es stets ganze Zahlen x, y, woftr §+0, 4»+0 und 


| En| < > ausfiilt 

Beweis. Wir deuten x, y als irgendwelche Parallelkoordinaten in 
einer Ebene, wobei noch fiir jede der zwei Koordinaten die Entfernung 
Eins parallel ihrer Achse in willkiirlicher Weise angenommen sein kann. Ks 
sei O der Nullpunkt (2 = 0, y= 0). Bedeutet A einen von O verschiedenen 
Punkt «=p, y=q, so soll der zu ihm in bezug auf O symmetrische 
Punkt x =— p, y= —gq jedesmal mit A, bezeichnet werden. 

Die Gesamtheit derjenigen Punkte, fiir welche x wie y ganze Zahlen 
sind, heiBe das Zahlengitter, und die einzelnen Punkte daraus sollen Gvéter- 


punkte heiBen. 
beginnt. Der Satz, den ich im Texte angebe, stellt das wohl von manchem Mathe- 
matiker vermifte Analogon in der GréBenlehre zu diesem Satze der Funktionen- 


lehre vor. 
*) Annales de I’Ecole Normale supérieure, 8° série, T. XIII; 1896. Diese Ges. Ab- 


handlungen, Bd. I, 8S. 278. 
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Sind 9, 6 positive Parameter, so bilden die vier Punkte R, Ry, S, Sp, 
fir welche £=0, 7n=0; &=— 0, y=0; £=0, n= 6; §=0, y=—O 
ist, die Ecken fiir ein Parallelogramm mit O als Mittelpunkt und mit 
den Linien £=0, 4 =0 als Diagonalen. Hin solches Parallelogramm 
werde a (0,6) bezeichnet. Seine vier Seiten besitzen die Gleichungen 


ac! Ge - +3 +—1, wo fir die zwei Vorzeichen alle vier Kombinationen 
+,+;—,+; —,—-; +,— in Betracht kommen, und der Bereich von 
%(o,6) wird daher durch 


a 
dargestellt. 

Wir kénnen nun von so kleinen Werten fiir @ und 6 ausgehen, daB 
das zugehérige Parallelogramm %8(0, o) jedenfalls keinen Gitterpunkt auSer 
dem Nullpunkte O in sich faBt. Dann lassen wir o und 6 unter Fest- 
haltung der GriBe thres Verhiiltnisses 9:6 wachsen. Dabei dehnt sich 
%$(@, 6) nach allen Richtungen von O aus in gleichem Mafe aus. Wir 
miissen daher schlieBlich zu gewissen Werten 9, 6 kommen, wobei (9, 6) 
auf seiner Begrenzung weitere Gitterpunkte aufnimmt, wahrend immer 
noch O der einzige Gitterpunkt im Jnneren von $(o,¢) ist. Es sei bei 
diesen Werten 9,6, bei denen wir nun verweilen, A (=p, y=4q) ein 
Gitterpunkt auf der Begrenzung von %$(9,6). Da zugleich mit A auch 
der Gitterpunkt A, («= —p, y=—q) auf der Begrenzung von (0, 6) 
auftritt, so kénnen wir annehmen, fiir A sei y > 0 oder » = 0,&>0. Wir 
setzen fiir A: §= ed, n =u, so daB w>0, ALSO, e=+1 ist. 

Die ganzen Zahlen p, q haben gewif keinen gemeinsamen Teiler 
>1, weil die Strecke OA keinen Gitterpunkt zwischen O und A enthalt. 
Wir bestimmen zwei ganze Zahlen r,s irgendwie so, daB ps—qr=e 
ist, und setzen = ae 

a=pX+rY, y=qX +sY¥. 
Dabei werde «£=AX +AY, y=uX+uY. Dann haben ef, 7 in 
X, Y die Determinante <= 1 und folgt 
(1) Y=in — wee. 

Die Gitterpunkte x, y werden genau die Punkte mit ganzzahligen 
Bestimmungsstiicken X, Y. Diese Punkte ergeben auf der Linie Y = 0, 
d. i. der Geraden durch O und A die unendliche Punktreihe zu den 
Werten X =---—2, —1, 0, 1, 2,--+, wobei X =O den Nullpunkt, 
X =1 den Punkt A fiefert a ah diese Punkte sich in einem kon- 
stanten Abstande = OA folgen. Sodann bilden sie auf einer jeden der 
zu Y—O parallelen Geraden Y=1, Y=—1, Y=2, Y=-—2... 
jedesmal eine Aquidistante Punktreihe mit dem gleichen konstanten Ab- 
stande = OA zwischen benachbarten Punkten. Von diesen simtlichen 
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einander parallelen Geraden sind Y=1 und Y=—1 die zwei an Y=O 
nachstgelegenen. 

1. Wir nehmen zunichst an, daB A nicht eine Ecke von B(e, 6), also 
4>0,u>0 ist.*) Es sei F der Punkt £=—¢1,y—=yp. Das Paral- 
lelogramm mit den Ecken A, F, Ay, Fy ist durch —4<§<1,—w<yn<u 
definiert und befindet sich, von den Ecken ab- 
gesehen, ganz im Inneren des Parallelogramms 
Bo, 6). 

Nehmen wir weiter an, da& A auch nicht 
Mitte einer Seite von ‘B(0,¢) ist. Die zu 
A, OA parallele Gerade durch F trifft dann die 
Begrenzung von %3(0, 6) auBer in F in einem 
zweiten Punkte G, so daB die Strecke F’'G offen- 
bar gréBer als OA ist. Ebenso wiirde jede pa- 
rallele Gerade zu A,OA, die in dem Streifen 
zwischen A,OA und L£’G verlauft, eine Strecke 
> OA ganz im Inneren von $3(@, 6) liegen haben. 
Da nun im Inneren von $(0,6) sich kein 
Gitterpunkt auBer O befindet, welcher Punkt auf Y= 0 liegt, miissen 
danach die Geraden Y = +1 auferhalb des durch die Parallelen FG und 
FG, begrenzten Streifens verlaufen, d. h. fiir den Punkt / muB jeden- 
falls |¥|<1 sein. Nun hat man fir F: Y= 2du, also folgt 

2A a ile 
Danach ist der Gitterpunkt A hier von der im Satze I und dem Zusatze 
geforderten Beschaffenheit. 

2. Ist A Mitte einer Seite von P(e, 6), also A =e, = +5; 80 
ist A,OA, also die Gerade Y= 0 parallel einer Seite von $(0, 6). Jede 
Parallele zu A,O-A, welche ins Innere von (0, ¢) eintritt, hat dann mit 
Bo, 6) eine Strecke = A,OA> OA gemein. Die Geraden Y=+1 
kénnen daher nicht ins Innere von $§(@, 6) eintreten, $(o, ¢) liegt also 
ganz in dem Streifen —1< Y<1. Insbesondere gilt danach fiir den 
Ponkt F: Y<1, d.h. man hat 


Zhu <1. 


Der Punkt A hat also. wieder die im Satze I verlangte Beschaffenheit. 
Das Gleichheitszeichen in dieser Ungleichung, (dessen Hintreten zu- 
gleich 96 =2 bedeuten wiirde), hat dann statt, wenn eine Seite von 


Fig. 1. 


*) Wie die Buchstaben R und R, in der Figur eingetragen sind, ist darin «= 1 
fiir den Punkt A angenommen. Die Gitterpunkte sind hier und in den weiteren 
Figuren durch kleine Kreise angedeutet. 


324 Zur Geometrie der Zahlen. 


B(o, 6) auf die Gerade Y= 1 fallt. Da diese Seite an Lange = 20A 
ist, so enthalt sie alsdann entweder innerhalb jeder ihrer durch F' ge- 
trennten Hialften je einen Gitterpunkt, in welchem Falle fiir diese Gitter- 
punkte nach dem bereits in 1. Ausgefiihrten sich § + 0, 4 +0, | &n| <5 
herausstellt, oder abe: sind auf ihr sowohl beide Ecken wie die Mitte 
F Gitterpunkte. In diesem zweiten Falle waren in J5(g, o) alle vier Mitten 
der Seiten Gitterpunkte. Wir kénnen dann A als die Mitte von RS, 


d.h. ¢=1 voraussetzen. Ist fir # hier Y=1, X =g und setzt man 


X=X+4+4gY, so sind A (E =>, 1=59) und F ( =-50,1=58) 


durch X= 1, Y=O und X=O0, Y=1 bestimmt, und hat man daher 
i 1 
t= o(X—Y), y=5o(X+Y), 06 =2, &9 => (X?— Y%). 


3. Endlich nehmen wir an, da8 der Gitterpunkt A eine Ecke von 
%(o,6), also dafir § = 0 oder 7 = 0 sei; dann ist selbstverstandlich fiir 
diesen Punkt |&7| = 0 <=. In jedem Falle entspricht somit der Gitter- 
punkt A den Bedingungen des Satzes I. 

Um auch noch den Zusatz unter den letzten Umstinden als richtig 
zu erkennen, stellen wir uns A etwa als die Hcke R(§ = 0, 7 =0) von 
(0,6) vor. Dann ist nach (1.): Y= oy. Nunmehr halten wir @ fest 
und denken uns den Parameter o als verinderlich. Dabei bleibt die 
Diagonale R,R(A,OA) von B(e, 6) auf Y=O fest, wahrend sich die 
Endpunkte S,, S der anderen Diagonale auf der Linie = 0 verschieben. 
Bei hinreichend kleinem o liegt $8(0, 6) ganz im Bereiche —1< ¥ <1, 
enthalt dann also gewif keinen Gitterpunkt auBer A,, O, A. Wird 


6 --, so erreicht (9, @) die Gerade Y = 1 mit der Ecke S (§ = 0, = 6). 
Fallt dabei diese Heke zugleich in einen Gitterpunkt, so sei fiir ihn 
Y=1, X =g. Setzt man alsdann X = X+QY, so gilt fiir S: § = 0, 
y=o; X=0, Y=1, fir R: §=0, yn=0; X=1, Y=0O, also hat 
man in diesem Falle: 
E=oX, y=oY, opo=l1, y= XY. 
Fallt hingegen der Punkt §=0, » = = nicht in einen Gitterpunkt, 


a 1 ,. * 
so kann man o tiber— hinaus wachsen lassen, ohne daS zuniichst neue 


Gitterpunkte in $(e, 6) eintreten. Dabei wird die Strecke, welche der 
Bereich von $(e,¢) aus der Linie Y=1 herausschneidet und deren 
variable Endpunkte J, K heiSen mégen, nach beiden Enden zu immer 
ausgedehnter und wird sich schlieBlich einer dieser zwei Falle ereignen: 

Entweder fallt, so lange noch diese Strecke JK < OA ist, einer 
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ihrer Endpunkte (wie in Fig. 2 der Punkt J) in einen Gitterpunkt A’ auf 
der Geraden Y= 1. Dabei reicht dann wegen IK <;A,OA das Par- 
allelogramm ‘8(9, 6) noch nicht an Y—=2 heran, enthilt also gewiB 
keinen Gitterpunkt auBer O, A, A), A’, A,., und zugleich liegt der Punkt 
A’ auf Y= 1 niaher an S (woftir Y <2 ist), als an dem ¥=2 
anderen Endpunkte (A, in Fig. 2) der durch ihn gehen- a 
den Seite von (0, @), also ist A’ keinenfalls Mitte dieser 
Seite. In diesem Falle gilt fiir A’ nach den friheren 


Bemerkungen § +0, 7 +0, |&y| ae 


Der andere mégliche Fall ist, daB erst, wenn die oe aes 
Strecke JK bis zur Lange OA gewachsen ist, ihre bei- pees 
den Endpunkte in Gitterpunkte zu liegen kommen. In dieser Endlage 
stoBt dann (9,6) gerade mit der Hecke S auf Y=2, so daB auch 
hier noch (9,6) keinen Gitterpunkt auSer O im Inneren enthilt, aber 
in den Mitten aller vier Seiten Gitterpunkte aufweist. In diesem Falle 
erweist sich, wie schon oben unter 2. ausgefiihrt ist, £4 als aquivalent 


mit = (xe ¥*). Werden alle erérterten Hinzelheiten zusammengefaBt, 


so tritt die Richtigkeit des zum Satze I gemachten Zusatzes hervor. — 

Den Beweis der Ungleichung 24m <1 fiir den Gitterpunkt A und 
damit des Satzes I kénnen wir auch durch folgende, auf dem Begriffe des 
Flacheninhalts beruhende Betrachtung erhalten, die noch zu einem weiter 
reichenden Resultate fiihrt. 

Da wir im Hinblick auf die festzustellende Relation |&n|< + die 
Rolle der Formen £&, 7 vertauschen, auch € durch — & ersetzen kénnen, 
wobei freilich als Wert der Determinante von &, 7 auch — 1 zuzulassen 
ist, so diirfen wir ohne wesentliche Kinschrankung annehmen, A falle 
auf die Seite RS von $(e,¢) und noch derart, daB RA< AS ist, dh. 


wir setzen ¢ = 1 und— = £ voraus. Indem A auf der Begrenzung von 


B(o, 0) liegt, hat man 


a ul 
(2) Tein 
Ute a ee Au + _ yt< +. Nun werden wir be- 
eel pee: A eer 206 4 ie 


weisen, daB fiir ein Parallelogramm wie $(0,6), welches einen Gitter- 
punkt A auf der Berandung, im Inneren aber O als einzigen Gitterpunkt 
enthilt, stets 

(3) e5 <2 

gilt. Daraus folgt dann unmittelbar lp<> Dieser Satz (3) ist aber 
einschneidender. 
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Der Fldcheninhalt von (0,6), d. h. das Doppelintegral jfdzdy, 
iiber diesen Bereich erstreckt, ist, da &, 4 die Determinante +1 in 2, y 
haben, = 4 +06 — 206. Hs seien nun H, K (Fig. 1) die Schnittpunkte 
von Y=1 mit den Geraden S,R, und RS. Wegen (2) haben die Formen 
a und Y die Determinante 1 in den Variablen X, Y und dann 
sing Determinante + 1 in a, y. Also ist der Flacheninhalt des Parallelo- 
gramms K,H,KH gleich 4. 

Tritt nun die Strecke HK in das Innere von 8(0,6) ein, so liegt 
K auf RS zwischen A und S und hat HK mit (0, 6) eine Strecke JK 
gemein, die notwendig < OA ist, weil kein Gitterpunkt auBer O im 
Inneren von (0,6) liegt. Wegen JK < OA liegt J auf RS und so, 
daB R,J > JS ist. Infolgedessen ist der Flacheninhalt des Dreiecks JKS 
nicht gréBer als der des Dreiecks JHR,. Nun entsteht das Parallelo- 
gramm RSR,S, aus dem Parallelogramm K,H,KH, indem von letzterem 
die Dreiecke J)H,R und JHA, fortgenommen und die Dreiecke J, K,S, 
und JKS von nicht gréBerem Flacheninhalte hinzugefiigt werden. Daraus 
folet fiir die Flacheninhalte der zwei Parallelogramme das Verhiltnis 
206 <4. 

Tritt jedoch die Strecke HK iiberhaupt nicht in das Innere von 
(0, 6) ein, so ist das Parallelogramm RSR,S, ganz im Parallelogramme 
K,H,KH enthalten und daher ebenfalls 296 < 4. 


§ 2. 

1. Es mégen § und 7 dieselbe Bedeutung wie in Satz I haben. Wir 
wollen jedoch jetzt von vornherein die besonderen Fille ausschlieSen, 
daB die Form &y der Variablen x, y mit der Form XY oder mit der 
Form = (x Y*) der Variablen X, Y dquivalent ist. Won diesen Aus- 
nahmefallen abgesehen, gilt der 

Satz Il Sind x=p, y=q zwei relativ prime ganze Zahlen, wofiir 
|&| > 0 und |En|< = ausfallt, so kann man stets zwei ganze Zahlen 
z=p,y=q finden, so dap pq —qp' = +1 ist und fiir welche ebenfalls 
(ig 7 tee - ist, aber |§| kleiner ausfallt als fiir das erstere System. 

Beweis. Da wir anstatt p,q ebensogut das System —p, —gq zu- 
grunde legen kénnen, nehmen wir an, fiir =p, y=q sei~=e4, n=u 
und dabei wu >0, A4>0, e=+1 oder w=0, 1>0, e=1. Wir be- 
stimmen zwei ganze Zahlen r, s irgendwie so, daB 


; ps—qr—eé 
ist, und setzen 


a=pX+rY, y=qk& +sVY. 
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Alsdann sei 
sE=AX+2Y, n=uX+ BY. 
so folgt noch ni Aalbers aa 
Au —whs=1, Y=dn—usé = e(py—qz). 


Wir bezeichnen den Gitterpunkt =p, y=q (E=ed, y= uw) mit 
A, ferner, wenn u > 0 ist, mit F den Punkt &=— i, n=u. Fir F 
wird Y=2du, di. Y<1 auf Grund unserer Voraussetzung tiber den 
Gitterpunkt A. Die Geraden Y = +1 schlieBen also das Parallelogramm 
mit den Ecken A, F’, A,, F) ganz zwischen sich ein, ohne es zu treffen, 
so da insbesondere # und F, gewif nicht Gitterpunkte sind. 

Die Gerade Y= 1 trifft nun die Linien § = — e1, £=0, E=cA in 
drei Punkten H, J, K (Fig. 3), fiir die 1 = — 7 = =, y= : ist, 
welche GréBen simtlich > w sind. 
Da HJ = JK = OA ist, so werden 
auf dieser Geraden Y= 1 entweder 
die drei Punkte H, J, K Gitterpunkte 
sein, oder es legt ein Gitterpunkt 
B innerhalb der Strecke HJ und ein 
Gitterpunkt C innerhalb der Strecke 
JK. In diesem letzteren Falle sei dann 
M der Schnittpunkt der Geraden FB 
(oder A,B im Falle uw =0) mit der Ge- 
raden § =O und NW der Schnittpunkt 
der Geraden A C mit der Geraden &=0. 

Wir bezeichnen nun mit A’(a=p’, 
y=q) erstens, wenn J ein Gitter- 
punkt ist, diesen Gitterpunkt, zwer- Fig. 3. 
tens, wenn in J kein Gitterpunkt 
fallt und wenn zugleich M niher an O liegt als N, also OM < ON ist, 
den Gitterpunkt B, drittens, wenn in J kein Gitterpunkt fallt und dabei 
OM> ON ist, den Gitterpunkt C. Da A’ auf Y=1 liegt, gilt jedes- 
mal pq —qp'=e=+1. Fir A’ kénnen wir sodann §=¢'1', y=w' 


setzen, so daB 1’ = 0 im ersten, e’ = — ¢, 1’>0 im zweiten, e’ = «, 1’ >0 
im dritten Falle ist, ferner in jedem Falle ’’< 4, w’> wu. Im ersten Falle 
denken wir uns noch’e’=—e. Wir wollen ferner hier unter $8(@, 6) 


mit den Ecken RS R,S, speziell dasjenige véllig bestimmte Parallelogramm 
mit £ = 0, n =0 als Diagonalen verstehen, dessen Berandung sowohl den 
Punkt A, wie den Punkt A’ aufnimmt. Die Ecke S(§ = 0, 7 =o) kommt 
dabei im ersten Falle in J, im zweiten in MV, im dritten in N zu liegen. 
Wir kénnen nun zeigen, daB in jedem Falle dieses Parallelogramm (9, ¢) 
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keinen Gitterpunkt aufer O im Inneren enthalt und da darin auch 4’ 
nicht Mitte einer Seite ist. Aus diesen Umstiinden folgt nach den Be- 


trachtungen in § 1, daB du'< = ist, und, da zudem A>’ > 0 gilt, 


wird danach in der Tat der Gitterpunkt p’,q’ von der im Satze II ge- 
forderten Beschaffenheit sein. Wir unterscheiden nun die genannten drei Falle: 


Ist erstens J ein Gitterpunkt, A’= J, so erreicht das Parallelogramm 
(0,6) die Gerade Y—1 nur im Punkte J. Dieses Parallelogramm 
enthalt daher keinen Gitterpunkt auBer O im Inneren und 4, A), d, Jy auf 
der Begrenzung. Dabei werden J, J, die Ecken S, S). Da ferner H auBer- 
halb dieses Parallelogramms $S(0, 6) fallt, so liegt wegen OH = AJ der 


Punkt A von S weiter entfernt als die Mitte § = =, 7= < der Seite, 


welche A und S enthalt. Man hat also i> ? u<t- Andererseits 
gilt 7=0< <, w=o> <. — Zu bemerken ist noch, daB hier jeden- 


falls w > 0 ist. Denn wire u =0, also auch A eine Kcke in $8(9, 6), so 
enthielte dieses Parallelogramm in den vier Ecken Gitterpunkte. Dann 
wire nach § 1, 3. die Form &y der Variablen x,y Aquivalent mit der 
Form XY der Variablen X, Y. 

Wir verfolgen jetzt die Annahme, daB J kein Gitterpunkt ist. Es 
bedeute noch G den Schnittpunkt der Geraden #'B mit der Geraden Y= 0; 
dieser Punkt liegt im Falle uw >0O auf der Verlingerung von A, O iiber 
A, hinaus, im Falle uw =O fallt er mit A, zusammen. Aus den zwei 
ahnlichen Dreiecken GOM und BJM einerseits und aus den zwei ahn- 
lichen Dreiecken OA N und JCN andererseits erhalt man die Proportionen 
(1) phed Mie as shel ote 2t iin 

OJ+IM GO’ OJ+IN OA 

Der zweite der obigen Falle, A’= B, hat statt, wenn J kein Gitter- 
punkt ist und dabei OM < ON ist. Der gezeichneten Figur 3 ist speziell 
dieser Fall zugrunde gelegt. Dabei gibt dann FBM (A, BUM fiir w = 0) 
eine Seite von (0,6) ab. Fiir den Punkt MM gilt hier stets Y< 2. 
Denn entweder hat man BJ<JC; wegen BJ+JC=A,O ist dann 


BJ < {4,0 <+GO und folgt aus (1): JM < OJ. Ist aber BJ> JC, 
so ist wegen BJ + JC = OA jetzt JO < = OA und folgt aus der zweiten 


Relation in (1): JN< OJ, und um so mehr gilt dann JM<OJ. In 
jedem Fale ist dann weiter OM < 20d, d.h. eben Y < 2 fiir den Punkt M. 

Das Parallelogramm ‘B(0, 6) liegt somit hier ganz im Bereiche 
—2< Y<2. Von der Geraden Y=1 enthalt es eine Strecke mit B 
als emem Endpunkte und mit einem Punkte zwischen J und C als anderem 
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Endpunkte, von der Geraden Y = 0 enthilt es die Strecke A,OA. Von 
Gitterpunkten finden sich also darin allein O im Inneren und 4, Ay Ds Dp 
auf der Begrenzung. Da ferner BC= OA ist, die Strecke BC bei B 
ins Innere von (9, 6) eintritt, aber C euBorhalb Ble, 6) fallt, so liegt 


B an S (= M) ndher als die Mitte =— 2, » = * der B und S ent- 
haltenden Seite von (9,6), man hat ee Nee oe u> +3 und anderer- 
seits liegt deshalb oe Punkt A von der Ecke S (= M) weiter ab als die 
Mitte § = 2 i = der A und S enthaltenden Seite von (0, o), mithin 


Uber die Ermittlung des Gitterpunktes A’ in diesen beiden ersten 
Fallen bemerken wir folgendes: Man hat fiir A’ hier & = — ¢’, n =u’ 
und 0 <2’ <A, andererseits X =g, Y=1, wo g eine ganze Zahl ist, 
und dann p’=r-+gp, =s+gq. Nun folgt — «l’= «(4+ 4), also 


soll O<—A—g1 <A oder 0 Seg sein. Danach ist g die 


groBte in — 2 enthaltene ganze Zahl: 


ae 

Die se a Y = 1 fiir A’ ist gleichbedeutend mit Au’+ wi’ =1. 

Ist nun — — genau eine ganze Zahl, so wird 2 =0, A’=J. Anderen- 
falls wird v >0O und ist der Punkt M auf der Geraden FB (A,B fiir 


u=0) bestimmt durch § = 0, t= aap ae also fiir M: n(A— 2’) 


= Ap — wd’ = 21’ —1, der Punkt N auf der Geraden AC hingegen ist, 
da OC hier den Werten & = —¢A’+¢A, 4 =w' + entspricht, bestimmt 
durch § = 0, foe = =a also fiir auf ies Aw +uda'=1. Die 
Relation OM < ON kommt danach auf = =a =i 7 d. i, da A> 0 ist, 
auf 2A’u’< 1 hinaus. 

Endlich nehmen wir als dritten Fall den, daB J kein Gitterpunkt ist 
und dabei OM> ON gilt. Dann hat fiir A’(§ = 2’, y = w’) der Punkt 
C einzutreten, so daB e’=eist. Fir Bist dann §&=—«(A—2), n=w—p; 
es folgt also zunichst u’—u>u. Die Relation OM > ON kommt hier 
nach der eben gemachten Ausfiihrung auf 2(4 — 2’)(u’— mw) > 1 hinaus. 

Es sei zunichsts OM>ON. Aus JM>ZJN folgt nach (1), da 
GO> OA ist, BJ >JC. Diese Beziehung ist hier gleichbedeutend 


mit 4— a’ > 1’. Wegen BJ+ JC= OA hat man sodann JO< > OA, 


330 Zur Geometrie der Zahlen. 


und wegen (1) daher JN < OJ. Danach gilt fiir den Punkt N jedenfalls 
Y<2. Das Parallelogramm ‘$(0,6) reicht also nicht an Y = 2 heran. 
Von der Geraden Y = 1 enthilt es eine Strecke mit einem Punkte zwischen 
B und J als einem Endpunkte und mit dem anderen Endpunkte in C, 
von der Geraden Y =O enthalt es die Strecke A,OA. Danach enthalt 
es keinen Gitterpunkt auBer O und A, 4), C,C,. Da ferner B auSerhalb 
dieses Parallelogramms liegt und AC = OB ist, so ist AC gréBer als die 
Hialfte der A und C enthaltenden Seite von $S(o, 6) und befindet sich 


daher C niher an S(= WN) und A weiter von S als die Mitte Ema aa 


7= - dieser Seite; man hat also ’’< < iy a + > u. 


Jetzt sei OM = ON, so daB M mit N zusammenfallt. Nehmen wir 
zudem uw > 0 an, so daB A nicht Ecke in (0, 6) wird, so ist GO > A,O 
und daher wieder BJ > JC, 4 — 4’> 2, und gelten alle Uberlegungen wie 
vorhin, nur da8 auBer A, Ay, C, CO) meee die Gitterpunkte B und B, auf 
die Bayrensune von (9, 6) zu liegen kommen. Weil OB parallel AC ist, 


wird dabei B Mitte einer Seite von ‘8(9, 6), also A—V=as, wuss, 
dagegen ist, weil OB = AC und weder A noch C eine Ecke von 8(@, ¢) 
ist, weder C noch A Mitte einer Seite von 8(0, 6); man hat wieder 
Vcd <4, u > +> le. 

Hat man schlieBlich OM=ON und dazu u=0, so ist A,OA 
Diagonale von B(o, 6) und fallt G mit A, zusammen. Dann folgt 
BJ=JO=— OA, also 1—1/=1 und weiter JN= OJ, CN= AC=OB. 


Unter diesen Umstiinden reicht $8(9, 6) mit der Ecke S gerade an Y= 2 
heran, es enthalt wieder im Inneren aufSer O keinen Gitterpunkt, aber 
nicht bloB B, sondern auch C ist darin Mitte einer Seite. Fiir B wie 


fir C gilt dann |&y|= =: Es ware dieses derjenige Fall, wo &y sich 


als aiquivalent mit der Form Soe Y*) erweist, ein Fall, der vorweg 
ausgeschlossen wurde. 

Aus den Betrachtungen in § 1 folgt nunmehr in jedem Falle, daB 
der Gitterpunkt A’ den Forderungen des Satzes II entspricht. Zur Be- 
stimmung dieses Gitterpunktes =p’, y=q’ aus dem Gitterpunkte A 
hat sich sogleich die folgende Regel herausgestellt: 

Man bezeichne mit g die griBte in — a enthaltene ganze Zahl und 
setze h = g oder h=g +1, je nachdem 

(—4 —2g)(w + ug) < oder > > 
ist. Dann hat man p’=r-+ ph, qd =s-+ qh. 
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2. Verindern wir die Parameter 0, 6 des in 1. betrachteten Parallelo- 
gramms ‘B(9, 6) in der Weise, daB o verkleinert wird, also S und eh) 
naher an O heranriicken, daB aber die Seiten noch fortwihrend durch 
A, A, (und F, Fy) gehen, so erhalten wir, so lange die Abnahme von 6 
eine gewisse Grenze nicht erreicht, ein neues Parallelogramm mit £ = 0, 
7 =0 als Diagonalen, welches offenbar keine anderen Gitterpunkte auBer 
A,, O, A enthalt. Daraus geht der Satz hervor: 


Satz Ill. Ist ein Gitterpunkt x =p, y=¢q so beschaffen, dap die 
Zahlen p,q relativ prim sind und daftir \én|< > ausfallt, so kann man 
stets Parallelogramme 


|+|2]s: 


adh 
6 


konstrueren, welche den Gritterpunkt auf der Begrenzung legen haben und 
auper den drei Punkten x,y = p,q; 0,0; — p, — gq tiberhaupt keinen Gitter- 
punkt enthalten. 

Wenn andererseits fiir einen Gitterpunkt 2 =p, y =q ein Parallelo- 
gramm der hier bezeichneten Art existiert, so zeigt der Beweis zum 


Satze I, da&{ umgekehrt stets p,q relativ prim sind und dafiir |&y|< = 
ausfallt. 

Auf Grund dieses Satzes II] beweisen wir iiber das Verhiltnis der 
in 1. mit A und A’ bezeichneten zwei Gitterpunkte den folgenden 
wichtigen 

Zusatz: Es kann keinen von A, Ay, A’, Ay verschiedenen Gitterpunkt 


x,y geben, fiir den ebenfalls x, y relativ prim sind und ebenfalls |§y|< >) 
dabei aber 1>|§|>1' ware. 

Beweis. Nehmen wir an, es existierte ein Gitterpunkt A* der hier 
bezeichneten Art, und es sei fiir ihn |&|= 4*, |j7|—=u*. Wir bezeichnen 
(Fig. 4) mit H den Punkt § =2, y =u, mit E’ den Punkt §=2',y=w’, 
mit R und S die Schnittpunkte der Geraden HL’ 
mit 7=0 und §€=0, weiter mit Z den Punkt €-0 
—£=1,7=0, mit LD’ den Punkt § = 1’, 7 = 0, end- 
lich mit #* den Punkt § = 4*, 7 = u*. Nach dem 
Satze III miiBte es zufolge unserer Voraussetzungen 
moéglich sein, ein Parallelogramm ‘$(0*, o*) mit 
£—0, 7=0 als Diagonalen zu_ konstruieren, 0 
dessen Begrenzung den Punkt A* aufnimmt, welches 
aber weder A noch JA’ enthielte. Sind R*, S* die Hcken § = e*, y = 0 
und — = 0, 7 = o* dieses Parallelogramms, so enthilt die Strecke R*S* 
den Punkt E*, es darf aber weder EL, noch EL’ dem Dreiecke OR*S* an- 


DEL ED ON 


Fig. 4. 
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gehdren. Da nun nach Voraussetzung E* in dem Parallelstreifen VEL ee oh 
liegt und noch dafiir 4 >0 ist, mtiBte danach H* sich notwendig im 
Viereck L’LEE’ und dabei nicht auf der Seite HE’ desselben befinden. 
Aber das Parallelogramm RSR,S, enthilt im Inneren O als einzigen 
Gitterpunkt, danach kann E* nicht in L’LEE’ bei Ausschlu8 der Strecke 
EE’ liegen. Ein Gitterpunkt, wie wir ihn in A* angenommen haben, 
kann also nicht existieren. 

In entsprechender Weise leuchtet ein, daB es keinen von A, Ay, A’, Ay 
verschiedenen Gitterpunkt geben kann, fiir den ebenfalls x, y relativ prim 


, 


sind und ebenfalls linl<s, dabei aber w<|n|<w' ware. 

3. Durch die aus A und A’ entnommene Substitution 
Tr) c=pX+pY, y=qx+ 7, 
deren Determinante pq’— gp’ =+1 ist, geht die Form £7» in eine 4qui- 
valente Form 

: pXi+yxXV + pV?= (AX + &N'Y) (UX + u'Y) 
tiber. 

Man erhalt sodann zunichst die Gleichung 77— 4gy = 1. 

Sodann ist p=edu, p=ed'w und gilt |o|< |p | <=. 
Weiter hat man, wenn « = — ¢ ist, Aw +u’=1,4>V>0, Ww >u>0 
und y = e(Aw — wd’) = €(1 — 27’); also ist in diesem Falle 0 <ey< 1. 
Wenn dagegen ¢ =¢ ist, hat man d4u’—wd'=1, A>27'>0, w > 2u>0 
und y= é(Aw + wd’) = e(1 + 2u7’); da hier 2uv’<wv< > ist, folgt 

3 : : 
also l<ey<=z- Die Relation (4 2')w—p)> = 
zweiten Falle besteht, ergibt e(y — gp — ¥) > =" — Die Vorzeichen « und 
é entnimmt man hiernach bereits aus dem Werte von y allein, auBer 
wenn gerade y=—-+1 (also my = 0 oder w = 0) ist. 

Da aus pq’ —qp’=-+1 schon hervorgeht, daB p und q einerseits 
und andererseits p’ und q’ relativ prim sind, so sind die besonderen Um- 
stinde, welche hier fiir die zwei Gitterpunkte A(—=ed, y=) und 
A'(é=81', n=’) gelten, véllig zusammengefaft in den Beziehungen: 
A>0; uw>0, e=+1 oder p= 0, &=1; pq’—qp'=«, ferner entweder: 


die in diesem 


if 


f=—§ Added, lu<s, Nw <s 
oder: 


’ , » ‘ , 
f=2, I>U>0, u<g, G-UMW-wSF- 
Bemerkenswert ist noch, da bei dieser zweiten Reihe von Bedingungen 


fiir e’ =e die Ungleichung su < > eine Folge der iibrigen Ungleichungen 


Annaherung an eine reelle GriéBe durch rationale Zahlen. 333 
ist. Denn man hat hier 4u’—i4’uw=1. Aus 


, , 1 
Ce 
und 24>’ folgt zuvérderst wu’ > uw; sodann kann diese Ungleichung er- 
setzt werden durch 
, , fe , al , , 
Aw t+ Mu —hw— Vw es (hw — 1p), 
G. i. 
1 , 8) ap ae 
she tau du— Vw 0 
oder 
1 la , 1 , , 
| oh — 4) (uw — 2u) > 2 a'(w'— w). 
Daraus folgt w’—2u>0. Ersetzt man weiter hier iu’ durch 1 + 2’, 
so entsteht endlich 


1 , rey 1 Beeld 
et2vuziut+i2w, also 3 Zhuti(w— 2p), 


und daraus entnimmt man in der Tat =. Sy Wie 


§ 3. 
Fassen wir die Resultate des § 1 und § 2 zusammen und nehmen 
die Satze hinzu, welche daraus bei Vertauschung der Rollen von & und 7, 
bei Ersetzung von & 4 durch », — &, hervorgehen, so entsteht der folgende 
Satz IV. Es seien §=axr+ By, n= yx+ dy zwei lineare Formen 
mit beliebigen reellen Koeffizienten und einer Determinante ad — By = 1; 
jedoch set die Form &y in x, y nicht dquivalent mit der Form XY oder 


der Form =(x 2 Y*) in X, Y. Alsdann lassen sich die stimtlichen 
Systeme von ganzen Zahlen x, y, fiir welche x, y relativ prim sind und 
|En| <= und zudem 4 >0, bew. n =0, &>0 ist, in eine Rethe nach 


wachsendem Werte y ordnen. Dabei sind sie zugleich nach abnehmendem 


Werte |&| geordnet. 
Fiir je ewei aufeinanderfolgende Systeme x =p, y=q und «=p, 
y=q in der Rethe gilt dann stets 


We ieee 
Diese Reihe weist ein bestimmtes erstes System auf, woftir y= 0, §>0, 
also + = a und > 0 ist, wenn = rational ist; sie weist en bestimmtes 


letates System auf, woftir §=0, 4 > 0, also =, = a und >O ist, wenn 


=F jational ist. Sie ist ohne ein erstes System, wenn = irrational ist, 
a 
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ohne ein letates System, wenn =! irrational ist; sie ist nach Anfang und 


B 


: Co) pi ; 6 
Ende hin unbegrenat, wenn sowohl ie can irrational sind. 


Ist die Reihe ohne ein letztes System, so konvergiert in ihrem Verlaufe 
|E| mach Null und wéichst y tiber jede Grenze; ist sie ohne ein erstes System, 
so wéichst bei umgekehrter Folge der Systeme in ihr |§| uber jede Grenze 
und konvergiert y nach Null. 

Diese zuletzt erwaihnte Tatsache folgt aus dem Umstande, daB tiber- 
haupt nur fiir eine endliche Anzahl von Systemen der Reihe || oder 7 
zwischen gegebenen positiven Grenzen liegen kann. Denn soll etwa 


é 1 
0:2 |£| eo> 0 sein, so folgt aus |&y|<-j und |£|>¢q noch |n|<5--; 


in einem Parallelogramme |§&|<o,, lnlSs legen aber stets nur eine 
i) 


endliche Anzahl von Gitterpunkten 2, y. 

Die Reihe der hier in Betracht kommenden Gitterpunkte 2, y, nach 
wachsendem Werte ihres 7 geordnet, soll die Kette zw den Formen &, 7 
heiBen, ein einzelner Gitterpunkt x = p, y = q daraus ein Kettenglied, ferner 
die mittels zweier aufeinanderfolgender Kettenglieder «=p, y=q und 
x=p', y=q gebildete Substitution 


a=pX+pY, y=qX4+q7Y 
eine Substitution der Kette heifen. 


Wir bezeichnen die nacheinander auftretenden Kettenglieder mit 

Dis 4: (Gos egies 2 — Bi0 a 2. -F) 
wobei wir, wenn ein erstes Glied vorhanden ist, diesem Gliede und anderen- 
falls einem beliebig gewahlten Gliede den Index 0 erteilen wollen. Fiir 
Z=p, y=4q, setzen wir §=¢,4,, y=u,, 80 dab w,>0, 4,>0, «=+1 
sel. Ferner schreiben wir allgemein, soweit die Indizes in Betracht kommen, 
operon 

i-1 

Fiir ein etwa vorhandenes erstes Glied ist s&,=1. Fir einen etwa vor- 
handenen letzten Index i = w, wobei dann 4,,= 0 wiire, denken wir uns 
®,=—1 gewahlt. Die Substitution 


=p, 4X,+D,Y;, y= ji Art OY, 


oder kurz (abe P; 


é 


bezeichnen wir mit 7. 
G1) % 
Man hat dann allgemein: 


Ani yy Wei SM, 
ferner 


(1) A,14;— 8,4, 44,=1, p;19;- G1, = &_1- 
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Die am Schlusse von § 2, 1. entwickelte Regel, welche tiberhaupt 
dazu verhilft, aus einem Kettengliede das nichstfolgende abzuleiten, ergibt 
einen einfachen Zusammenhang zwischen drei aufeinanderfolgenden Ketten- 
gliedern: p,_1, 9:13 Pir 4i3 Pigt» G41. Wir kénnen p,, g, mit dem Gitter- 
punkte p,q (¢, mit ¢, 2; mit 2) und p,,,, 9,,, mit p’, q’ aus § 2 iden- 
tifizieren. Fir die Zahlen r,s dort, welche der Bedingung p,s — q,r = é, 


zu gentigen haben, kann man dann mit Riicksicht auf (1): s = — #,q,_,, 
r= — 0,p,_, einfiihren, und dabei wird 
= 64 = — OE, 4s_1- 


Also ist dann 2 durch — A,_, zu ersetzen. Dadurch entsteht die folgende 
Regel: 


. . . o* . i. 
Man bezeichne mit g, die gripte in ies enthaltene ganze Zahl und 


setze h,=g, oder = g;+ 1, je nachdem 
1 
(A;_1 — G:4:) (Gilli — 9;6;-1) < oder > 2 
ast, dann gilt 
La ae Ly oR h;p;,; G1 = — F:G;-1 + iQ, 
und tiberdies wird #,,, = —1 im ersten, = 1 im zweiten Falle. 
Man erhalt hiernach 


(2) ee. A he = “) x (?° eal 
Ge de Ng Wir Visi 
ere fe Gay Pe G4 Et Agay 
U;_4) Lt; 1, h, =i Ll; ogee ) 
Diy Xi + DY; =D: X41 + iss Nias, 
Ga-1 Sst GV = % Seer + G41 Yias 


SG Yi= Xigi +X. 


Es wird also 


vermoge 


Setzt man allgemein — ee t;, so gilt daher weiter 


Y; 
3 EPpy mee Phar eleet 
(3) Sree Re aie Pein ee 
. 7-1 % t a i+ 1 i+1 
wihrend 
a; 

(4) bs Pee 

{i i+ 1 


ist. Dabei ist zu bemerken, daB Zahler und Nenner der rechten Seite 
von (3) genau die Ausdriicke sind, die bei der naturgemafen Umformung 
des Zihlers oder des Nenners der linken Seite je in einen Quotienten 
zweier ganzer Funktionen von ¢;,, als die Zahler dieser beiden Quotienten 
erscheinen. Aus (3) und (4) erhilt man sogleich allgemeiner: 
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Cit Dp Wh Des ite te, 


5 pe ay a<— ik, 
(®) eee 147% maa 
wenn 
6) hat 
he Fi 44 
h. 
ics ee a 
Sync aaa 


ist, und dabei gilt tiber die Entstehung von Zahler und Nenner der 
rechten Seite in (5) aus Zahler und Nenner der linken Seite eime ganz 
entsprechende Bemerkung wie bei den Beziehungen (3) und (4). 

Ebenso wie £, 4 haben 4, —& die Determinante 1. Die Kette zu 
1, —& ist im wesentlichen die umgekehrte Kette zu &, 7. Durchlauft 
PD; Q, die Gitterpunkte der Kette zu £, 4 in umgekehrter Reihenfolge, 
d. h. so daB die Indizes 7 abnehmen, so hat man dabei in den Systemen 
L=— ED, y=— 9, (fiir welche —§>0 ausfallt), die Glieder der 
Kette zu », —&. Uber den Fortgang in dieser letzteren Kette sei noch 
die aus (2) folgende Beziehung: 
(7) (a opal) s+ ae Ba Ee neal ets) a 2 €P;, — ira 

— fai Gen — &4/ MI, h, — Beare aie 


angemerkt. 


§ 4. 

An die Sitze in § 2 schlieBt sich folgendes Theorem an: 

Satz V. Sind &=ax+ By, n= yu+ dy zwei lineare Formen mit 
beliebigen reellen Koeffizienten und emer Determinante «d — By =1 und 
sind &, nN» irgendwelche gegebene reelle GréBen, so gibt es stets ganze Zahlen 
x,y, fiir welche 


(6 = £5) (=p) 
ausfallt. 
Beweis. Betrachten wir vorweg die Fille, daB es eine ganzzahlige 
Substitution mit einer Determinante +1 gibt, durch welche die Form 


Ey der Variablen x, y in die Form XY oder in die Form = (xX? — Y*) 
der neuen Variablen X, Y tibergehe. Dem Wertsysteme & = &, 1 = % 


entspreche dabei das System X= X,, Y = Yj, so erweist sich vermége 
jener Substitution 


1 
(§ — £5) (u — %9) =(X — Xp) (¥— YH), baw. = | (X— Xy-(Y— da 
Bestimmen wir nun X und ¥ als ganze er so, daB | X — X, Ra oe 
|\Y¥—Y\< << => ist, so wird im ersten Falle, wo &y aquivalent X Y ist, 
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1 S48 
|(& — &) (1 —%)|<—- Dabei ist 2 bemerken, daB das Gleichheits- 
zeichen hier unter gewissen Umstiinden wirklich in Betracht kommt, 


nimlich wenn sowohl X, wie Y, gleich ganzen Zahlen vermehrt um > 
sind. — Im zweiten Falle, wo &n dquivalent = (X? — Y*) ist, stellt sich 


sogar |(£ — &) (7 — m%)|<—+ heraus. 
Nunmehr schlieBen wir die Falle aus, daB &y aquivalent mit X Y 
oder mit + (X? — Y%) ist. 
Betrachten wir irgendeine Substitution 
i PX DLs yi X hi GY 


der zu &, 4 gehérigen Kette. Wir bezeichnen den Gitterpunkt p, q mit <A, 
den Gitterpunkt p’, q’ mit A’. Nach § 2 haben wir ein ganz bestimmtes 


Parallelogramm RS R,S, oder B (g, ¢): aa sal 


o 
sowohl A, wie A’ aufnimmt. Der gréBeren Anschaulichkeit wegen wollen 
wir in der Zeichnungsebene die Koordinaten «x, y derart interpretieren, daB 
dieses Parallelogramm $f (0, 6) ein Quadrat im gewéhnlichen Sinne wird. 
Fir p,q sei §=e1, y=, 420, w20, c= 41), fir pg’ sei 
E=1, n=w, (AL0, wld, & =+1). Wir haben nun die beiden, 
auch in § 2 unterschiedenen Fille «’ = — « und ¢’ = « gesondert zu unter- 
suchen. 

1°. Es sei zunachst «&’ = —e und A >1>0, w>uwSO. Ein gleich- 


zeitiges Hintreten von w = O und 4’ = 0 ist dadurch ausgeschlossen, da &7 


nicht aquivalent XY sein soll. Hs sei M die Seitenmitte § = = n =< 


< 1, dessen Berandung 


und M’ die Seitenmitte g——F, n == in $(e@, 6). Nach den Be- 


merkungen in § 2 kommen A und A’ derart auf der Berandung von 
% (e, 6) zu liegen, daB bei einer Umlaufung derselben in einem gewissen 
Sinne sich A, UM; (S), A’, M’, A,, My, (Sp), 49, My folgen (s. Fig. 5; 
um die Figur nicht zu komplizieren, sind darin die Seiten von $ (0, ¢) 
nicht ausgezogen); A ist von M, A’ von M’ verschieden. 

Da wir die Rollen von £ und y vertauschen, anstatt & 4 auch n, — § 
zugrunde legen kénnen, so diirfen wir noch die Annahme 2’w’ > du 
machen; (weil nicht zugleich 2’= 0, w = 0 sein kann, wird dann gewif 
2’> 0, also A’ von S verschieden sein). Da auf jeder Seite des Quadrates 


% (9, 6) der Wert Fe | stets von der Mitte der Seite nach ihren Enden 


hin abnimmt und dabei auf allen vier Seiten gleichen Wert erhialt bei 
der namlichen Entfernung von der Seitenmitte, den Begriff der Entfernung 
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im gewéhnlichen Sinne genommen, so liuft jene Annahme darauf hinaus, 
daB A’M’< AWM sein soll. 
Wir konstruieren weiter das Quadrat (2, <), dessen Kcken auf 


7 = 0, =O halb so groBe Entfernungen von O haben wie R, Ry, S, Sp. 


Die Berandung von $ (2, +) nimmt die Punkte X = oe, Y=0O und 


A=0, Y= = 5 auf. Legen wir sodann um jeden einzigen Gitterpunkt 


als Mittelpunkt ein Quadrat, welches dem Quadrate $ (, +) gleich 


und in den Seiten parallel gestellt ist, so ergeben diese Quadrate das Bild 
der in Fig. 5 mit ausgezogener Umrandung gezeichneten Quadrate. Die 
einzelnen Gitterpunkte sind in dieser Figur durch ihre Koordinaten X, Y 


angedeutet. Das erste Quadrat $S (4, =) um den Nullpunkt stéBt mit 


Stiicken seiner Seiten an die Quadrate mit den Mittelpunkten A, JA’, 
A,, A, wahrend es die iibrigen Quadrate tiberhaupt nicht trifft. Danach 
liegen jene Quadrate offenbar so, daf keine zwei ineinander eingreifen, 


und zwischen sich lassen sie noch lauter gleiche und parallel liegende 
Liicken in Form von Rechtecken, welche die einzelnen Punkte X + =) 


Y+ = mit ganzzahligen X, Y zu Mittelpunkten haben. 


Es sei beispielsweise GHJK die rechteckige Liicke mit dem Mittel- 
punkte K=5, Y=+ oder L, so daB die Seiten GH, HJ, JK, KG 


sich an die Quadrate mit den Mittelpunkten X, Y = 0, OL FO. 1 i OR 
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anlegen. Da AH, M’GM, A’K samtlich parallel der Linie 7 = 0 sind, 
so ist a iets und GK = MA’ < M’S, also GH> GK und 


iiberdies + — RS = GH, — ~ RS > GK; (man beachte, daB A’ nicht in S 
fallt). Te jeder der A itiiiacetts Liicken ist daher eine Seite kleiner, die 
andere héchstens so groB als die Seite des Quadrates (<, =): 


Unter dem Jnhalt einer Figur wollen wir den Wert des Integrales 
( Me adXdY itiber ihre fliche verstehen. Der Inhalt des Quadrates 


8 (2, +) ist dann, weil «ad —By=1, pq’ —qp'=+1 ist, gleich 
= 96 und der Inhalt des Rechteckes @HJK ist <+e6. Nun kommt 
in der ganzen Ebene 2 jeden ea ea A” Y = - einerseits 
ein Parallelogramm — — ~< X — X* ae > >< Y— Y* <5 > vom In- 


halte 1, wobei diese Sonnet lie ganze Ebene oe. erfiillen, 
ohne gegenseitig ineinander einzudringen, andererseits kommt hier auf 
jeden Gitterpunkt X*, Y* ein Quadrat mit dem Mittelpunkte X*, Y* 


vom Inhalte + 6 und ein Rechteck mit dem Mittelpunkte X* +3; 


Le += von einem gewissen Inhalte <> 06, und alle diese Quadrate 


und Rechtecke erfiillen ebenfalls die ganze Ebene liickenlos, ohne gegen- 
seitig ineinander einzudringen. Danach folgt offenbar 


1 
(1) 506 <1<2-5 90. 
Es verhalte sich die Entferuung des Punktes O von der Geraden GH 


zu der des Punktes LZ von dieser Geraden, also 5 US:5 MA wie 
1:%—1, dabei ist 1<%<2. Konstruieren wir dann das Quadrat $B ("", =) 
mit O als Mittelpunkt, dessen Seiten denen von J (< ; =) parallel sind, 


so geht dessen Berandung durch Z und wird deshalb dieses Quadrat eine 
Hilfte der Liicke GHJK vollstindig tiberdecken. Legen wir nun um 
jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt ein diesem Quadrate (2, =) gleiches 
und parallel gestelltes Quadrat, so werden daher diese Quadrate zweiter 
Art, die in Fig. 5 mit gestrichelter Berandung gezeichnet sind, jedenfalls 
die ganze Ebene, ohne. Liicken zu lassen, tiberdecken. Also wird der 
Punkt, fiir den die Bestimmungsstiicke §, 1 gleich den gegebenen Werten 
E,, Ny sind, in wenigstens eines dieser Quadrate fallen miissen; fiir den 
Gitterpunkt x, y, welcher der Mittelpunkt des betreffenden Quadrates ist, 


gilt dann 


@) er 


+ |2=* |< 
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In das Innere des Quadrates 3 (2, a) dringen von allen tibrigen 


dieser Quadrate zweiter Art nur die vier Quadrate mit den Mittelpunkten 
A, Ay, A’, Ay. Dabei liegen diese vier Quadrate selbst vollig ausein- 
ander, auch reichen sie nicht bis an den Nullpunkt O heran. Danach 
zeigt sich, daB die Gesamtheit dieser Quadrate zweiter Art die Ebene so 
tiberdecken, daB sie kein Gebiet mehr als zweifach iiberlagern, wahrend 
noch gewisse ()formige Partien mit den einzelnen Gitterpunkten als 
Mittelpunkten vorhanden sind, die jedesmal nur je einem dieser Quadrate 


angehéren. Infolgedessen ist der Inhalt des Quadrates 8 ( ; *) not- 
wendig < 2, d. h. man hat 
1 
(3) a “06 < 2. 
Aus (2) folgt, weil das geometrische Mittel zweier Betrage nicht 
gréBer als ihr arithmetisches Mittel ist, 
( — &) 4 =o) x\? 
Q6 = (4) ; 
und daraus mit Riicksicht auf (3) 
1 
i Gra So) UNieeatia) | segs 
2°. Zweitens sei & =¢ und A>A>0, Ww >wSO0. Die Punkte A 
und A’ werden hier von einer und derselben Seite von $8(0, 6) auf- 
genommen, wobei weder A noch JA’ in die Mitte der Seite fallen und A, 


aber nicht A’ eine Ecke sein kann. Die Lange der betreffenden Seite 
ist <2AA’. 
e@ G6 


Gehen wir nunmehr zu dem Quadrat % (¢ <) tiber und konstruieren 


ae; 
um jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt ein diesem gleiches und parallel 
gestelltes Quadrat, so liefern diese Quadrate das Bild der in Fig. 6 mit 
ausgezogener Umrandung gezeichneten Quadrate. Die Gitterpunkte sind 
dort durch ihre Koordinaten X, Y bezeichnet. Diese verschiedenen Qua- 
drate nun greifen nicht ineinander ein und lassen zwischen sich im all- 
gemeinen wieder lauter gleiche und parallel gelagerte rechteckige Liicken 
mit den einzelnen Punkten X + + Y+ + fiir ganzzahlige X, Y als 
Mittelpunkten. Diese Liicken kommen nur zum Fortfall, wenn auch der 
Gitterpunkt X = — 1, Y=1 auf die Begrenzung von (0, ¢) fallt, (wenn 


, y le : : : 
(4 — 1’) (uw — uw) = = ist). Hs sei, wenn nicht dieser Spezialfall statthat, 
GHJK die rechteckige Liicke mit dem Mittelpunkte L: X = = i =>, 
wobei GH, HJ, JK, KG ihre an die Quadrate um X, Y=0,0; 1,0; 1,1; 0,1 


anstoBenden Seiten seien. Dann ist die Seite GK gleich der Seite des 
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Quadrates B (4, +), die Seite GH kleiner als diese Seite. Der Grenz- 
fall, dab GH—=GK wire, wiirde nur eintreten, wenn A und JA’ beide 
in Ecken von (0,6) fielen, was dadurch ausgeschlossen ist, dab &y 
nicht aquivalent der Form XY sein soll. Nunmehr erweist sich durch 


eine entsprechende Uberlegung wie in 1°, daB der Inhalt des Quadrates 
$ (4, +) zusammen mit dem des Rechteckes GHJK gleich 1 sein 


mu, woraus : F 


hervorgeht. Die Gleichung oo = 1 hat statt, wenn die Liicken zum 


Fortfall kommen, also H mit G, J mit K zusammenfallt. 
Hs verhalte sich die Entfernung des Punktes A von der Geraden HJ 
zu der des Punktes Z von dieser Geraden wie 1:x — 1, so ist 1<x <2. 


Konstruieren wir nun das Quadrat B(2, **) , so wird es die Hialfte der 


Fig. 6. 


Liicke mit dem Mittelpunkte X = — =; Y= = vollstindig iiberdecken. 
Legen wir dann gleiche und parallel gestellte Quadrate um jeden Gitter- 
punkt als Mittelpunkt, so erfiillen daher diese Quadrate jedenfalls die 
ganze Ebene. Also wird derjenige Punkt, fiir den die Bestimmungs- 
stiicke £, 4 die gegebenen Werte §=&, 7 = 1) haben, in wenigstens 
eines dieser Quadrate fallen miissen; alsdann gilt fiir den Gitterpunkt z, y, 
welcher der Mittelpunkt des betreffenden Quadrates ist, 


(2) er eaecene ses 
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Andererseits tiberdecken diese neuen Quadrate keinen Teil der Ebene 
mehr als zweimal, wihrend noch gewisse Rechtecke mit den einzelnen 
Gitterpunkten als Mittelpunkten da sind, welche jedesmal nur je einem 
dieser Quadrate angehéren. Infolgedessen muB der Inhalt des Quadrates 


BS. +) kleiner als 2, also 
(3) + #06 sae 
sein. Aus (2) und (3) ergibt sich wie oben 


\(é —&) @—m)| <=. 


Damit ist der Satz V vollstindig bewiesen. — 
Wir bemerken noch folgendes: Aus 1 <6 und #796 <4 entnimmt 
man x?< 4, Aus (2) erhalt man daher |§ — &|<; nach § 2 ist aber 


stets 9 < 2d. Hat nun die Kette zu & 7 kein letztes Glied, ist also = 


irrational, so konvergiert im Verlaufe ihrer Glieder die GroBe 4 nach Null. 
In solchem Falle kann man daher einen Gitterpunkt z, y bestimmen, wo- 


fiir |(— — &) (4 — %)| < = ausfallt und zudem |& — &| unter einer be- 


liebig vorgeschriebenen positiven Gréfe liegt. 


§ 5. 
Es sei jetzt a eine beliebige reelle GréBe, und wir setzen £=a% — ay, 
y4=y. Die Form (a —ay)y ist nur dann aquivalent mit der Form X Y, 


; oere. eat 
wenn @ eine ganze Zahl ist, und nur dann aquivalent mit —(X?— Y°%), 


wenn @ gleich einer ganzen Zahl vermehrt um = ist. Von diesen zwei 
Fallen wollen wir absehen. Die Kette zu £, hat hier ein bestimmtes 


erstes Glied p,, q; fiir dasselbe soll Yo = fn 


und > 0 sein, also hat man 
Pyo=1,%=90. Fir das zweite Kettenglied p,, g, soll pg, — PP; = & = 1, 
also g,=1 und lm —aa)anl<> sein; also ist dann p, gleich der an 
der GréBe a nédichstgelegenen ganzen Zahl h), fiir die |h, —a| — ist. 
Setzt man sodann in den Formeln (5) und (6) des § 3: 1 =1, t, = 0, so 
resultiert “# — h, —t,. Die in § 3 erhaltenen Resultate fiihren nunmehr 


q 
zu folgendem Satze: 


Satz VI. Es sei a eine beliebige reelle Gripe, jedoch weder eine ganze 
Zahl, noch gleich einer ganzen Zahl + = Man bilde in folgender Weise 
eime Rerhe von ganzzahligen Systemen p;, q, (i = 0, 1, 2,...). 
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Zuniichst sei py=1, qo =, sodann q,=1 und p, =h, die an der 
GroBe a niichstgelegene ganze Zahl so, daB |h,—a|< > ist. Allgemein, 


wenn man bis zu einem Systeme p,,q, gelangt ist, wofiir noch p, — aq, + 0 


DCLG . 
i=l __i=1 hey Es sei &. sein Vor- 
Pi, 94, ; 


zerchen und g, die gripte in dem absoluten Betrage dieses Quotienten ent- 
haltene ganze Zahl, weiter h, = 9g, oder = g,+ 1, je nachdem 


ausfallt, stelle man den Quotienten 


| (Pia — 2G) — 9,9;(D; — 4) (9,9; — 9:4;_1)| < oder > = 
ast. Man setze sodann 
De =hP,— 9D) Gar = — FG 1- 

Der auf diese Weise ermittelten Reihe von Systemen p,, q, kommen 
folgende Eigenschaften zu: 

1°. Wenn a rational ist, bricht die Rethe mit einem gewissen System 
Pw» Ip 2b, woftir p, — ag, = 0 ist. Wenn a irrational isi, so lapt sich die 
Reihe dieser Systeme unbegrenat fortsetzen. 

2°. Fiir je zwei aufeinanderfolgende Systeme gilt stets 


PiQies — UPigs = B99 °° BSH +E We 
Die Zahlen p;, q, sind stets relativ prim. 
3°. Man hat 
| 9% F,-1 Coma 


Dabei sind p, und q, selbst denjenigen Ausdriicken gleich, die bei der natur- 
gemapBen Darstellung der rechten Seite als Quotient zweier ganzer Funktionen 
der h, und %, den Zdahler bew. Nenner abgeben. 
4°, Man hat 
{ 0< 4 <&<%---; 
> > |Pi— 4% | > [Po — 492| > | Ps — 295|,---- 


! 


mit wachsendem Index ab. Wenn a 


Umsomehr nehmen die Betrdge a a 
k 


irrational ist, konvergieren die Briiche - mit wachsendem Index nach der 


k 
Gripe a. 
5°. Fiir jedes der Systeme p,, q, (kK=1, 2,...) gilt 


1 
|. — 4%) | < ee 
Umgekehrt: Ist x, y irgendein System von relativ primen 
ganzen Zahlen, wofiir y>O und 


|(@ — ay)yl| <> 
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gilt, so findet sich das Zahlenpaar x,y stets unter den Syste- 
men p,,¢(k=1,2...). 's 

Aus dem Satze V entnimmt man noch: Sind b, ¢ irgend zwei weitere 
reelle Gripen, so kann man stets ganze Zahlen x, y finden, so dap 


|(2—ay—b) (y—0) |< > 


ist, und zwar, wenn a irrational ist, noch derart, dap zugleich | x — ay — b| 
unter einer beliebig kleinen positiven GroBe liegt.*) 

Die hier definierte Kettenbruchentwicklung mit den Naherungsbriichen 
Pi Pe 
h? 4%’ 
bruch fir a heiBen, mit Riicksicht darauf, daB diese Naherungsbriiche 
zu den Parallelogrammen mit den Linien x—ay—=0O und y=0O als 
Diagonalen in einer ganz entsprechenden Beziehung stehen, wie die 
Naherungsbriiche bei der gewohnlichen Kettenbruchentwicklung 


a=htiltate, 


. zur Annaherung an die GréBe a soll der Diagonalketten- 


wo |, eine ganze Zahl, J,, 1,,... lauter positive Zahlen sind, zu den 
Parallelogrammen mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Seiten 
parallel zn 2©—ay=0, y=O. Fiir diese gewdhmnliche (auch sogenannte 
regelmiBige oder normale) Kettenbruchentwicklung wiirde ich alsdann den 
charakteristischeren Namen Parallelkettenbruch in Vorschlag bringen. 
Nach einem bekannten Satze von Lagrange kommt jedes Zahlen- 
paar x, y, wobei x, y relativ prim sind, y > 0 und |= — a| <i af ist, als 
Zihler und Nenner eines Naherungsbruches der gew6hnlichen Kettenbruch- 
entwicklung fiir a vor. Danach erscheinen alle Niherungsbriiche des 
Diagonalkettenbruches fiir a auch unter den Naherungsbriichen des Parallel- 
kettenbruches fiir a und wird also, falls nicht beide Entwicklungen zu- 
sammenfallen, der Parallelkettenbruch stets langsamer konvergieren. 
Pais 
ho, hy y he, « 4 ; 
der Parallelkettenbruch fiir a mit a= PK (ly, l,,1,,...) bezeichnet 


Der Diagonalkettenbruch fiir a mége mit a= DK ( 


*) Tschebyscheff hat (in einem russisch geschriebenen Aufsatze in den 
Mémoires der Petersburger Akademie, T. X, Appendix 4, 1866; Oeuvres, T. I, p. 679) 
gezeigt, daB, wenn a, b reelle Gréfen sind, stets ganze Zahlen a, y existieren, wofir 
|(@—ay—b)y|< 2 ist. Hermite hat (Crelles Journal, Bd. 88, 1880; Oeuvres, 
T. Il) bewiesen, daS der Ausdruck links durch ganze Zahlen x, y kleiner als 


2 
Va gemacht werden kann. Der Satz im Texte ergibt ein schirferes Resultat, weil 


<< Ve ist. 
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werden. Die schon vorhin angedeutete geometrische Auffassung der 
Parallelkettenbriiche, welche der hier gegebenen Ableitung der Diagonal- 
kettenbriiche entspricht, fiihrt leicht zu folgendem Satze: 

Um aus der Rethe der Systeme p,, q,(i=0,1,2,...) fiir den Diagonal- 
kettenbruch von a die Reihe der Ziéhler und Nenner der sémtlichen Niihe- 
rungsbriiche des Parallelkettenbruches von a zu erhalten, hat man nur die 
erstere Reihe im der Weise zu erweitern, dap, so oft eine Zahl %,=1 (fiir 
em 1 >1) ausfallt, zwischen die beiden Systeme p,_,, q;_, und p,, q; noch 
das neue System p;—P;-1, G%— G1 eingefiigt wird. 

Man leitet aus diesem Satze die nachstehende Regel ab, welche er- 


Ds iD, «sans 
laubt, aus einem Diagonalkettenbruche a = DK( iat ) sogleich 
lig, Ry hg, +. 


den Parallelkettenbruch a = PK (l,,1,,/,,...) zu entnehmen: 
Aus der Reihe der Zahlen hy, h,, h,,... entsteht die Reihe der Zahlen 
In, ly, Ug,---, mdem an Stelle einer jeden Zahl h, substituiert wird: 


h;; wen %——1, 8;,,,=—1, 
h,—1, wenn %= 1, 4,,=—1, 
h,—1,1, wenn 8 =—1, 8;,,,= 1, 
h,—2,1, wenn 8= 1, O4,= 1 
ist; dabet hat man sich noch %,=—1 zu denken und dann von dieser 


Vorschrift auch fiir i= 0 Gebrauch zu machen. 

Die Diagonalkettenbriiche sind hiernach nicht blo wegen der einfacheren 
Charakterisierung ihrer Niherungsbriiche leichter zu handhaben, sie ent- 
halten auch alle ire sheiten tiber die darzustellenden Gréfen, AUN die 
Parallelkettenbriiche erkennen lassen. 

Beispiel: Der Parallelkettenbruch fiir //13 ist 

PK (3, ib ib il L 6, 1, fp iF 1, 6, if be sae 9) 
mit den Naherungsbriichen 

8 4 7 11 18 119 137 256 393 649 4287 4936 9223 


— — — —n — —— — —— <a —_— — ——— © 


der Diagonalkettenbruch fiir //13 ist 
a Sag Pa a cmap it He 
Ae NRO Ne da, Oy AAs act 
mit den Naherungsbriichen 
4 7 18 137 266 649 4936 9223 | 


ox 


d i. dem 2.98396; 7, 85°. 0k, Ok + 2; 5k + 3; ...ten Naherungsbruch 
der ersteren Entwicklung. 
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Dagegen wiirde diejenige Kettenbruchentwicklung 


facie a,| 9 | 
Dy ile 2a ee 
Elie tit i alla its 
wobei $, =+1, #,=+1,... und die h,,h,,... positive ganze Zahlen 
c 1 
sind derart, daB die Reste — aS rl —--+ stets zwischen — > und 
k k+1 


a liegen, fiir /13: 
( L litle ly deed, ue) 
Apdw2 sy iil, SAQHew isi 
sein mit den Naherungsbriichen 
4 11 18 137 393 649 4936 14159 
“173 6)”. 88:7 10977880? 18697 3927 9 
d. i. dem 2, 4; 5,7, 9;...5k, 5h 4+ 2, 54+ 4; ... ten N&herungsbruche 
des Parallelkettenbruches fiir /13. Also erfiillt bei dieser Art der Ent- 


wicklung einerseits nicht jeder Naherungsbruch = die Bedingung 
Y) 

x 1 

77 V8 | <a 


andererseits kommt nicht jeder Bruch = mit dieser Higenschaft unter 


den Naherungsbriichen vor. 

Der Diagonalkettenbruch fiir die Basis der natiirlichen Logarithmen 
lautet: 
Er lp haat 


c—DE(s 5 225 es Da 


Die Zahler und Nenner der Naherungsbriiche dieses Kettenbruches geben 
also die sémtlichen Auflésungen der Bedingung 
1 il 
Pere ye 


in relativ primen positiven ganzen Zahlen 2, y. 


§ 6. 
1. Ein unendlicher Diagonalkettenbruch 
Wis Ua es 
i DK ( Se) ) 
m) hy, hy, hg, - + 


fiir eine irrationale GréBe a soll periodisch heiBen, wenn es eine posi- 
tive Zahl v gibt, so daB von einem gewissen Index j an stets 


(2) Oo, = F140) h,=hy., (k=j,j+1,j+2,...) 
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ist. Das System der Werte 
(te ov; sy. 45 Sis pep 
hy, hy oy, 


jt1r-* 
heiBe dann eine Periode des Kettenbruches. 
Wir beweisen zunachst die folgende Tatsache: 
Ist der Diagonalkettenbruch fiir eine irrationale Gripe a periodisch, so 
ist a Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten. 
Wir verwenden fiir die Kette zu den Formen & = — ay, 7 =y die 
in § 3 eingefiihrten Bezeichnungen. Durch die Substitution 


vie en a 
Gi-1) % 
geht & in ¢,_,4;_, X,+.6,4,Y, tiber, man hat also die Formel der Kom- 
position: 


Ito—1 


(1, — a) Ty = (81 4,_1, 84). 
Aus § 3, Gleich. (2) leitet man allgemeiner die Regel 


=v, Oise aver 
(81 44_1) 8&4) ( “ 7 at) , & se —_ (&_4 Aya &A,) 


) 
v<k 
ab, und daraus entnimmt man insbesondere eine Beziehung: 
& A, = €;_1 4; Nk + EAS; 45 
WO 74, 5;, gewisse ganze Zahlen sind, die blo’ von den Werten 9,, h,, 
Bist, Minty ++) M1, 1 abhingen. Da mit unbegrenzt wachsendem k 


die GréBe 4, nach Null konvergiert, ersieht man danach, daB das Verhiltnis 


7. : P a . 
eet ae durch die unendliche Reihe der GréBen @,, h, fiir die sémtlichen 


is 
Indizes k >7 vollstindig bestimmt ist. 
Wenn nun mit irgendeinem Werte v fir alle Indizes k >j die Be- 
ziehungen (2) statthaben, mu8 daher notwendig 
Pails pos ee Fae 
Bh. 
Id 


Pe eee ial 
ODOR) Te, 
&, i. 
* 2 = I : ; ; 
sein. Setzen wir ——— = 1, wobei 0<|t| <1 sein wird, so folgt 
peies a3 


a TE ;A;. 


ded — * alpen Sires +0 


Nun hat man 
a, — a) P54 = (8; Ay_1) TE; 1,), (8;_14,_1) 8)4,) T,-* = (1,—a); 


daraus entsteht 
(1,—a) 7;,,7;-' = (%, — 14). 
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Bezeichnet man mit ee ) das Koeffizientenschema der Substitution 
8 
? 


T,,,7;-1, so bedeutet diese letzte Formel 


? 
p—aq=t, r—as=—tTa. 
Daraus erhalt man 
(r —as) + (p— aq) a= 0, 
und hierin kann nicht q =0 sein, denn sonst miiBte p= sein, wahrend 
t keine ganze Zahl ist, da |7| zwischen 0 und 1 fallt. 
2. Wir beweisen jetzt die Umkehrung der eben festgestellten Tatsache: 
Satz VII. Ist eine irrationale GréBe a Wurzel einer quadratischen 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten, so ist der Diagonalkettenbruch fiir a 
stets periodisch. 
Beweis. Hs sei 
nya? + nya + N= 0 
diejenige Gleichung fiir a, in der m,, ”,, m, relativ prime ganze Zahlen 
My EV m4? = 4M My 
2n, 4 
Zahl D = n,? — 4n,n. positiv und wegen der vorausgesetzten Irrationalitat 
von @ jedenfalls nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ist. Die zweite 
= aE Vel 


sind und m, > 0 ist. Man hat a = — so daB die ganze 


Wurzel jener Gleichung werde mit @ bezeichnet. 


Wir setzen 
1 a 
E=x%—ay=ax-+ By, [= (o —4ay) = pa OY, c=—y 


Dabei haben &, 7 ebenso wie &, € die Determinante 1, und gilt eine Be- 


ziehung: ; +t 
&=7+ 0&, Tae Beta pve aD 


Sodann entsteht 
FV Din = f = myx? + may + ngy?. 

Wir betrachten nunmehr die Kette zu den Formen &, 7. Diese Kette 
wird jedenfalls nach beiden Seiten unbegrenzt sein. Wir verwenden fiir 
diese Kette die in § 3 eingefiihrten Bezeichnungen. AuBerdem migen 
&,, 4, die Ausdriicke bedeuten, in welche &, 7 durch die Substitution 
(Z;) =p iX;+p¥, y=uiX%,+a@Y, 
tibergehen, und es bedeute T, das quadratische Schema [ite 14s) “<i 

a, B Miia, 


der Koeffizienten von &, ,, wobei dann ( 5 
i 


) T,=T, gilt. 
? 
Durch die ganzzahlige Substitution 7, deren Determinante + 1 ist, 
geht die Form f= + YDéy» in eine Form 
=a V DEN; = NG NG, We 
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tiber. Dabei sind N,, N,, N, ganze rationale Zahlen und folgt N,? —4N,N,=D; 
da D nicht eine QuadineAtn ist, hat man gewiB N, +0, N, + 0. Zu- 
dem bestehen dabei nach § 2, 3 diese Beziehungen: 


entweder 
Neo N, 0 N 1 YD N. il a 
N, ’ V,7 nll lattes adil ss VD; |N,|<VD 
oder 
M0 TS) N, anvAD) N. 1 = = 3 ais. 
We > % |MI<sVD, IMI<=VD, YD<|N|<ZvD, 


| N, — N, — N,| > >VD. 
In jedem Falle kommen hiernach fiir die ganzzahligen Koeffizienten 
Ny, N,, N, einer Form f, von vornherein nur eine endliche Anzahl von 
miglichen Wertsystemen in Betracht. Man wird also jedenfalls irgend 
zwei Indizes i =j und i=j +, wo v > 0 ist, finden kénnen, fiir welche 
die beiden Formen f; und f,,, in den Koeffizienten N,, N,, N, tiberein- 


stimmen. 
Ersetzt man Xsio0 Y;,, m den Formen &,,,, 7;,, durch die Zeichen 
X,, Y; der Variablen in &,, 1,, so werden dadurch Beziehungen 


Fsto= Ag, a Bn,, Ni 4% a ré, et An; 
A, 
hergestellt, wobei die Koeffizienten A, B, f, A durch T,,, -(° oh be- 


bestimmt sind, und vermége dieser Beziehungen muB dann &,, .9;,,=§)7; 
entstehen. Vergleicht man die Koeffizienten von §,”, 7,?, §,n,; auf beiden 
Seiten dieser Gleichung, so folgt AT = 0, BA=0, AA+ BF =1. Danach 


mu8 entweder 

1 1 
(3) B=0, r= 0, Peg xis ian = 76;, Up oes ve ls 
oder 

1 di 
(3*) A=0, A=9, Oe S540 = PMs gle "28 
mit einem von Null verschiedenen Faktor t sein. Die zweite Art von 
_ Beziehungen aber ist unméglich, weil in der Form 4, der zweite Koeffi- 

zient einen grdBeren absoluten Betrag hat als der erste Koeffizient, in 
der Form £,,, aber das Entgegengesetzte statthaben muB. Also gelten 
notwendig die Beziehungen (3) und die Vergleichung der Koeffizienten in 
y,; und y,;,, zeigt noch, daB + positiv und <1 ist. 
Die Gleichungen (3) ergeben 


Tv; 0 a, B me | ip 0 a, i) 
Tjt0= he 1) Ty (é 5) Ty4 015 = 0, < is 6) 
T 


350 Zur Geometrie der Zahlen. 


Ist & ;) das Koeffizientenschema der Substitution 7,,,7;~', wobei 
S 
) 


p, qt, 8 ganze Zahlen sind und ps—qr=+1 ist, so verwandeln 
sich hiernach & y, wenn man darin 2, y durch pxa+ry, qu +sy er- 
setzt, in die Ausdriicke r&, = 4. Diese zwei Ausdriicke ergeben dasselbe 
Produkt wie & und 7. Durch die umgekehrte Substitution werden &, 7 
in =§, ty tibergehen. Hat man nun einen Gitterpunkt z, y, fiir den 
z,y relativ prim sind und §=¢4, n=uw(u>0, 4>0, e=+1), 
Aw< = ist, so existiert dann also ein anderer Gitterpunkt, fiir den eben- 


falls «, y relativ prim sind und = ted, 4 = =u ist, und ferner ein 


5 : : 1 : 
Gitterpunkt, ftir den z, y relativ prim sind und § = —ed, y= tw ist; 
und diese zwei weiteren Gitterpunkte miissen dann ebenso wie der erste 
als Glieder der Kette zu & 7 auftreten. 


; 1 be 
Nach (8) haben wir ¢,,,4,,,—= 7&j4j) Uy 49 = SU: Nun miissen 


weiter die Punkte §=6,, Aj,o41) “= Myang1 und § =—7e,,,4,,3, 
1 = =u 41, Welche beide als Glieder der Kette auftreten, identisch sein. 
Denn hatte man u,,,44 > yyy so wlirde der Punkt § = te,,,4;,,, 
1= Oe ein Kettenglied sein, fiir das w,,,<y<Uj4,4, Ware, 
wihrend y=uw,,, und 7»=4@,,,,, ja zwei aufeinanderfolgenden 


Kettengliedern entsprechen. Hiatte man dagegen u,,,,, eg Us41, 80 


wiirde § = FS ejtogtAjeotry N= TH; 4541 Cl Kettenglied sein, wofiir 

w;<4<u;,, Ware, was ebenfalls nicht méglich ist. Also mu 
1 ‘ & : 

Us4041 = > My41 Sein und miissen sodann jene zwei Punkte zusammen- 


fallen. 
Auf dieselbe Art erschlie8t man sukzessive weiter 


1 
(4) Exp odegy = TEA, Misys 


fiir k=j+ 2, 97+ 3,.... Sodann kann man in der Reihe der Indizes 
riickwarts gehen und diese Beziehungen (4), welche auch fiir k =j — 1 
bereits durch (3) feststehen, nacheinander fiir k= j — 2, j—8,... er- 
halten. Also gelten diese Beziehungen (4) tiberhaupt fiir jeden médglichen 


ome) 
Index &. Man hat nunmehr fiir jeden Index 7: T,,,= (3 1 rs ande- 
ig 
: : 5 0, ae ut 
rerseits gilt nach § 3, (2) die Regel T,;,, = T,( 1 a). Wendet man 
’ ¢ 
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die erstere Formel fiir zwei aufeinanderfolgende Indizes i = k,t=k+1 
an und hernach die letztere fiir «=k und i=k+, so folgt zuerst 
Tae , = 17,°'T,4, und sodann: 
(5) Via atk, Iya = hy (eso g hy 0,1, 2, ..-). 
Nach diesen Beziehungen (5) kann die Kette zu &, 7 als vollkommen 
periodisch bezeichnet werden. 

Wir ziehen endlich auch die Form £=y heran. Fiir ein jedes Glied 


“=p; y=q;, der Kette zu den Formen & 7 gilt 7 >0 und |£y| <i 
Gleichzeitig ist dabei /D|Ey| stets eine rationale ganze Zahl. Indem 
diese Zahl < = VD ist, kann sie nicht die gréBte in S10) enthaltene 


ganze Zahl tiberschreiten. Wir setzen letztere ganze Zahl [5 VD| = : VD—d, 


dabei wird O<d<1. Aus VD|En|<>VD—d folgt mit Ricksicht 
aut $= y= + dé: 
a 


Sa — pat lel  s20—[P6. 


Nun nimmt, wenn man die Reihe der Kettenglieder zu & » durchlauft, 
darin sowohl |£| wie |= bestiindig ab. Geht man soweit in dieser Reihe, 


daB [be] < und 
€>0 und miissen daher die betreffenden Systeme «= p;, y=q,;, die 
man nun antrifft, simtlich auch Glieder der Kette zu den Formen 


&, € sein. 
Ist umgekehrt 2, y ein Glied der Kette zu den Formen &, & so ist 


dafiir > 0 und |é€| a5 daraus folgt 


VD\tn|<=VD+|VDo#|, 4=E—|dél. 


Geht man nun in der Reihe der Kettenglieder zu &, € so weit, daf 


|V Doe? | <1—d und = La = ist, so folgt hier 7 > 0 und andererseits 


: VD\én| < [VP] +1. Da aber VD\|én| hierbei stets eine ganze ratio- 
nale Zahl wird, mu8 dann iiberhaupt YD|Eq| < [VD] <=VD, mit- 


hin |&y| <= sein. Danach findet sich alsdann das betreffende System 


2, y stets auch unter den Gliedern der Kette zu &, 1. 

Auf diese Weise stimmen tiberhaupt die zu &, 7 und die zu &, € ge- 
hérige Kette von gewissen zwei Gliedern an in dem ganzen weiteren Ver- 
laufe ihrer Kettenglieder véllig miteinander iiberein. Da nun die einzelnen 
Werte @,, h; in einer Kette jedesmal aus drei aufeinanderfolgenden 


aso ist, so hat man dann also léel<—, 
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Kettengliedern abzuleiten sind, so werden sich danach auch die Relationen 
(5) von einem gewissen Index an auf die Kette zu § =x—ay, €=y 
iibertragen, d. h. eben der Diagonalkettenbruch fiir die GréBe a ist 
periodisch. 

In entsprechender Beziehung wie der Diagonalkettenbruch fiir a zu 
der Kette steht, die zu den Formen &, 4 gehdort, steht der Diagonal- 
kettenbruch fiir die konjugierte algebraische Zahl @ zu der Kette, die zu 


den Formen (a — a), — ——£ oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
zu 7, —& gehdrt. Der einfache Zusammenhang der Kette zu §, » und 


der Kette zu 7, — § ist am Schlusse von § 3 erértert; aus der dort an- 


o.. Oo. Lane 
gegebenen Beziehung (7) erhellt nun, daB, wenn ( j» Uj4. ) as) 
h;, Assis a hy4o-1 
3, a Pde ? a 


eine Periode des Diagonalkettenbruches fiir a ist, ( ee aa 
jponar veey 


h 


jto-1) 
eine Periode des Diagonalkettenbruches fiir @ sein wird. 


Ziirich, den 31. Dezember 1899. 


h 


XVII. 


Quelques nouveaux théorémes sur l'approximation des 
quantités a laide de nombres rationnels. 
(Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XXV, pp. 72—76.) 


Dans plusieurs de ses Mémoires classiques sur la théorie des nom- 
bres M. Hermite s'est occupé de la recherche des minima de formes 
algébriques pour des valeurs entiéres des variables. Cette recherche l’a 
conduit a certaines approximations, dont il a mis parfaitement en évi- 
dence le caractére algébrique. Mais pour la plupart des inégalités que l’on 
obtient dans ce domaine, il y a encore une grande difficulté a déterminer 
les limites les plus etroites des inégalités et les formes extrémes auxquelles 
en chaque cas ces limites sont rattachées. Dans quelques cas parti- 
culiérement simples je donnerai ici de telles limites précises; pour les 
démonstrations, un peu longues, je dois renvoyer le lecteur au deuxiéme 
cahier de ma Géométrie des nombres, qui paraitra prochainement chez 
B. G. Teubner.*) 

ib 

1. Théoréme. — Soient g, 4, ¥, o quatre formes linéaires a trois 

variables x, y, 2, a coefficients réels quelconques et de sorte que Von ait 


gpty~tyt+o=0. 
Supposons que le determinant de trois de ces formes sott toujours différent 
de zéro et désignons sa valeur absolue par 4D. 
Alors il existe toujours trois nombres entiers x, y, 2, qui ne sont pas 
tous égaux a zéro et de sorte que toutes les quatre formes yp, yx, W, 0 sotent 
en valeur absolue moindres que 


V 4D 
2\3— 
; u= (@) 
La limite d= =D donnée ici est précise. En général, on peut 
aussi trouver des nombres entiers 2, y, 2 différents du systéme 0, 0, 0 
et tels que les valeurs absolues de y, 7, ¥, w soient toutes <d. Mais 


*) Vgl. Diophantische Approximationen, Kap. III und insbesondere Kap. VI. 
(Anm. d. Herausg.) 
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il y a un cas d’exception, ot il sera impossible de satisfaire a cette autre 
condition, e’est lorsqu’il existe une substitution linéaire a coefficients 
entiers et a déterminant +1, transformant les formes y, 7, ~, @, ab- 
straction faite de Vordre, en 


d(x—+Y), d(v—+2), d(-ZX+42), —Zd(X+Y+ 2). 


2. Le théoréme que nous venons d’énoncer est susceptible d’une inter- 
prétation géométrique, qui peut-étre trouvera une application dans la 
cristallographie: 

Imaginons un systeme d’octaédres, tous congruents entre eux et 
parallélement orientés, en nombre infini et placés dans l’espace de maniere 
que deux de ces corps n’aient jamais une partie commune et que leurs 
centres de gravité forment un réseau parallélépipédique de points, comme 
Bravais l’a considéré dans sa théorie de la structure des cristaux. (Tous 
les octaédres peuvent alors étre déduits de l’un quelconque d’entre eux 
par le méme systeme de translations). Il y aura une situation ot les 
lacunes laissées par les octaedres seront les plus étroites, ou, ce qui est la 
méme chose, l’espace occupé par les corps sera le plus grand possible; 
cest la situation ot chacun des octaédres a au moins un point commun 
avec quatorze autres de ces corps, et alors le rapport de Vespace occupe 
par les octaédres a Vespace laissé libre par ces corps sera de 18 @ 1. 

3. Soient &, 7, € trois formes en «, y, z a coefficients réels et a dé- 
terminant + D, ot D> 0. On pourra prendre dans le théoréme du n° 1: 


Beck iises otani oath & cP Sse aon One ore 
Il existe alors des nombres entiers x, y, 2 différents du systéme 0, 0, O et 
de sorte que Von at 


lel + lnl + le < VD. 


Dans le cas limite, pour lequel le signe = est réservé, on peut toujours 
faire en sorte que l’on n’ait pas a la fois |§| = || = |§|. 
On en tire alors 


4 
|En| rae: 


Or on doit remarquer que, dans cette derniére inégalité, le facteur 
= pourrait encore étre remplacé par un nombre plus petit. 
4, D’autre part, on peut aussi prendre dans le n° 1: 


o 


ia” ye ya ja Ft —§+6, i Gs —7 = ¢. 


On voit alors qu’tl existe des nombres entiers x, y, 2 différents du systeme 
0, 0, O de sorte que Von ait 


Approximations des quantités 4 l'aide de nombres rationnels. 355 


el +icls VED, nitisis Vo. 


Dans le cas limite ot l’on doit prendre ici un des deux signes =, on 
peut toujours faire en sorte que l’on n’ait ni +£=£€ ni +n —€. 


En faisant usage alors des inégalités 
vec (ELH) ayy (HBL) 
(|< \ 4 I: ay < CE ), 


on trouve 
8 8 
ie eens D 


Dans ces derniéres inégalités, la limite n’est plus précise. 

5. Soient a, b deux quantités réelles quelconques. Posons, dans les 
inégalités du n° 4: 

EeGeare Welker v= Dhan 

¢ étant un paramétre positif. On voit qu’on peut trouver des nombres 
entiers %, y, Z, parmi lesquels z est positif, et de sorte que x—az, y—bz 
soient en valeur absolue plus petites qu’une quantité « donnée a volonté, 
et que dans cette approximation on ait en méme temps 


-|<Va¥ <VE4 


La constante V 5 =0648 ..., qui entre ici, est plus petite 


que a 
IL. 

6. Théoreme. — Soient § = ax+ By, n= ya+ dy deux formes line- 
aires a coefficients complexes quelconques et soit D=|ad—By|>90. On 
peut toujours trouver, dans le corps algébrique de i= V—1, des nombres 
entiers complexes x, y différents du systeme 0, 0 de sorte que Von ait 


i<V4Hn, <2 


? V6 


La limite d= Wap +*D donnée ici est précise. En général, on 
aura aussi des nombres entiers complexes a, y=+0,0 de sorte que 
|E| <d, |n|<d. Mais dans un seul cas il sera impossible de satisfaire 
a ces autres inégalités; c’est lorsqu’il existe une substitution 

a=pX+rY, y=qX+syY, 


ot p, q, 7, 8 sont des nombres entiers dans le corps de 2 et le détermi- 


356 Zur Geometrie der Zahlen. 


nant ps—qr=+1 ou +7, de sorte que, par cette substitution, hei) 
soient transformées en 


ia{x+[z—i-¥) |x], valle + -2) 2+ zp 


2 et w étant des quantités dont la valeur absolue est égale a 1. 


7. Théoreme. — Soient &=ax+ By, n= ypx+doy deux formes 
linéaires a coefficients complexes quelconques et soit D—=|ad— By|>0. 
On peut toujours trouver, dans le corps algébrique de j = Se Aes , des 


nombres entiers complexes x, y differents du systéme 0,0 de sorte que 


Von ait 
[) SVD. Ini VD. 


Cette limite d=/YD est ici précise. En général, il y aura aussi 
des nombres entiers wz, y+ 0,0 de sorte que |&| et || soient <d, ex- 
cepté dans le cas ot, dans le corps de J, il existe une substitution linéaire 
& coefficients entiers et 4 déterminant égal 4 une unité du corps, 4 l'aide 
de laquelle & 7, abstraction faite de lordre, se changent en AdX, 
ud(cX + Y), 4 et w étant des quantités dont la valeur absolue est égale 
a& 1, et + une quantité complexe quelconque. 

On remarquera ce fait intéressant que, de ces deux théorémes cor- 
respondants, l’un, qui est relatif au corps algébrique de la troisiéme racine 
de Vunité, est beaucoup plus simple que l’autre, relatif au corps algébrique 
de la quatriéme racine de Vunité. 

8. Soit a une quantité complexe quelconque. En posant 


s=2—ay, 1= 4, 
¢ étant un paramétre réel quelconque > 1, on voit que, dans le corps de 
—1 = a 
eee (mais pas dans le corps de Y—1), i y aura toujours des 
nombres entiers complexes x, y tels que 
1 
O<|yl<_  |a—ay| <4, 
d’ot lon tire encore 


\(w@— ay)y| <1. 


XVUl. 


Uber periodische Approximationen algebraischer 
Zahlen. 


(Acta Mathematica, Band 26, (Niels Henrik Abel in memoriam), S. 333—351.) 


Abel sagt an einer Stelle (Oeuvres, T. II, p. 217) mit Bezug auf das 
Problem der algebraischen Auflésung der Gleichungen: ,Au lieu de de- 
mander une relation dont on ne sait pas si elle existe ou non, il faut de- 
mander si une telle relation est en effet possible“. Eben diese Weisung 
befolgend, kénnen wir auch einer anderen, noch unerledigten Aufgabe auf 
dem mannigfaltigen Gebiete der Aufloésung der Gleichungen naherzutreten 
versuchen. Wir wollen hier die Frage behandeln: 

Welche algebraische Zahlen besitzen analoge periodische Approximationen, 
wie sie die reellen algebraischen Zahlen zweiten Grades vermoge der Periodi- 
zitdt threr Entwicklungen in gewohnliche Kettenbriiche aufweisen. 


§ 1. Periodische Substitutionenketten. 

1. Es sei « eine beliebige GréBe und es werde 1=1 oder = 2 ge- 
setzt, je nachdem a reell oder komplex ist. Wenn «@ eine algebraische Zahl 
n> Grades, d. h. eine Wurzel einer im Bereiche der rationalen Zahlen 
irreduziblen Gleichung n‘ Grades ist, so kann der Ausdruck 

E=2,+a%,+---+ a"-1n, 

fir ganze rationale Zahlen 2,, %,...,%,, die nicht saémtlich Null sind, 
niemals verschwinden, aber, wofern x > 1 ist, wohl dem Werte Null be- 
liebig nahe kommen. Wir machen hier stets die Annahme n>. Uber 
die Anniiherungen dieser Form & an Null gelten dann, wie ich in dem 
Aufsatze ,.Ein Kriterium fiir die algebraischen Zahlen“ (Géttinger Nach- 
richten y. 11. Febr. 1899; diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 293—815) 
gezeigt habe, die folgenden Sitze: 

Wir kinnen zur Zahl « in bezug auf jede beliebige reelle Gripe r = 1 
stets eine Substitution 
S) a, = SY, + SA Yg +++ + + 8Y, (h=1, 2,...,M) 
mit folgenden Eigenschaften konstruieren: 
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a) Alle Koeffizienten s{® sind ganze rationale Zahlen, und gehen die 
k) . “- * 
Quotienten “. dem Betrage nach nicht tiber eine gewisse, von r unabhdngige 


Grope hinaus. 
b) Die Determinante von S ist +0 und liegt dem Betrage nach unter 
einer gewissen, von r nicht abhdngigen Grenze. 
c) Geht & durch S in 
P= O14 T 0242 + °° 1 OnYn 
uiber, so liegen die Betrdge von 
n—l n—t n—l 
fhe es ak. 
Oy? 3 Og 3+ -*) 0,7 


stimtlich unter einer gewissen, von r nicht abhingigen Grenze. 


d) Fiir die Verhdltnisse 0,:0,: ...:0, kommen von vornhereim nur 
eine endliche Anzahl verschiedener Systeme im Betracht, die von r nicht 
abhdngen. 


Diesen Bedingungen wird z. B., wie in jener Arbeit ausgefiihrt ist, 
stets geniigt, wenn wir S unter allen denjenigen Substitutionen, fiir welche 
die Koeffizienten 5 lauter Zahlen aus der Reihe 0,+1, +2,---,+[7] sind 
und die Determinante + 0 ist, derart auswahlen, daB dabei zunichst | 9, |, 
nichstdem |o,|,... endlich |g, | méglichst klein werden. Dabei fallt dann 
die Determinante von S dem Betrage nach sicher stets < mn! aus. 

Durch die Substitution S erlangen wir zugleich gewisse rationale 
Approximationen fiir alle Zahlen des Kérpers von «, wenn o reell ist, 
bzw., wenn « komplex ist, fiir alle reellen Zahlen des Kérpers, der aus 
dem Korper von « und dem dazu konjugiert imaginiren Koérper zusammen- 
gesetzt ist. 

Umgekehrt gilt der Satz: Die GréBe « ist, (n > 1 angenommen), not- 
wendig eine algebraische Zahl n°” Grades, wenn fiir sie in bezug auf jede 
reelle Gripe r > 1 stets eine den Bedingungen a), b), c), d) entsprechende 
Substitution S hergestellt werden kann. 

2. Wir denken uns weiterhin @ stets als eine algebraische Zahl n'*® 
Grades und » >/. Nehmen wir nun eine unbegrenzte Reihe wachsender 
Zahlen 7,>1, r,,73,... an und konstruieren wir in der eben erérterten 
Weise zu diesen Zahlen Substitutionen S,, S,, S;,.... Hine derartige Sub- 
stitutionenkette fiir die Zahl « soll periodisch heiBen, wenn die daraus ver- 
moge der Kompositionsformeln 


S,= 8, Q, Sy= SQ). +) 8,41 = 85 9,,-- 
hergeleitete Reithe von Substitutionen Q,, Q2, Q3,--+-, abgesehen von einer 


endlichen Anzahl von Gliedern am Anfange, in periodischer Wiederholung 
em und derselben endlichen Folge von Substitutionen besteht, wenn also ein 
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Index jy und eine positive Zahl p, i ee sind, so daf fiir jeden be- 
lhebigen Index j > J, stets Q= O54 (3 

Wir fragen nach dem Charakter eee algebraischen Zahlen c, fiir 
welche periodische Substitutionenketten existieren. 

3. Ist die Kette S,, S,, S,,... fiir « periodisch, so erhalten wir mit 
den soeben eingefiihrten Bezeichnungen 


U= SF S541) S5? Sai Fp. +p0+1? J Zho» 
also 
Bye = Bran. 418A 
wenn j > jo ist. Setzen wir 8, S>'= Py, so folgt daraus allgemein 
Si4n, = Po Sj; Si 479, Po’ S; 


fiir jeden Index j >), a jeden Exponenten f= 1, 2, 3,.... 

Hs bedeute y, die Linearform, in welche § durch 8, tibergeht. Unter 
den unendlich vielen Shbsnintionen Si +s, fir f= 0, 1,2,... werden 
wir, da nach b) fiir ihre Determinanten und weiter nach d) fiir die Verhilt- 
nisse der Koeffizienten 9,:02:...:@, in den zugehérigen Formen 9, , +», 
nur eine endliche Anzahl von Wertsystemen in Betracht kommen, jedenfalls 
irgend zwei Substitutionen S,,,,—S und S, 4, —Z(d@>c) in solcher 
Weise auffinden kénnen, dafs erstens TS-*= P= Pé-° eine ganzzahlige 
Substitution mit der Determinante 1 wird und zudem zweitens in den beiden 
Formen 5 4.cp, = P Und Pj ap, = ¥ Ue n Koeffizienten jedesmal genau die- 
selben Verhdltmisse besitzen, daB also p= Mm gilt, wo # ein konstanter 
Faktor ist. (Die erstere Forderung wird z. B. gewiB erfiillt sein, wenn 
wir S und 7 derart auswihlen, daS ihre Determinanten gleichen Wert 
haben und zudem in ihnen nach dieser Determinante als Modul je zwei 
entsprechende Koeffizienten immer gleichrestig sind.) Der Faktor # wird 
als Quotient der Koeffizienten in w und gy wie diese Zahlen im Kérper 
von « liegen. Setzen wir (d —c)p,—=>p, so gehen aus 7 = PS, p= 
vermige Q;= Q;.,(9 = Jo) die Beziehungen 

Siap=PS;, Pjrp= FH; 
fiir jeden Index j >, hervor. Wir erhalten sodann allgemeiner 


Sizsp = PIS; Psp rp OH; (j 2 Jo) 
fir f= 1, 2,3,.... Da in den Formen g, mit wachsendem Index j die 
Betriige der Koeffizienten jedenfalls nach Null abnehmen, muf |#| < 1 sein. 

4, Wenn « komplex ist, bedeute a die zu @ konjugiert imaginire 
GréBe. Die m—J Wurzeln der irreduziblen Gleichung fiir @ auBer a, 
bzw. auBer a und « mégen a’, «”,...,¢"- heiBen. Ferner bezeichnen 
wir die zu einer Zahl & oder einer Form & des Kérpers von « konjugierten 


Zahlen oder Formen in den Kérpern von (a), o’,...,@"~? analog durch 
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Hinzufiigung oberer Indizes (0), 1,...,»—J. Durch die Substitution 
P=S_, S-1 geht & in #£ und gehen daher wegen der Irreduzibilitat der 


Jot 95g 

Gleichung mn" Grades fiir « weiter (£°), &,..., §*— in (0°8), O'&,..., 
9@-—"—) tiber. Bedeutet nun ¢ einen unbestimmten Parameter, FE die 
identische Substitution, so gehen &,..., &"-? durch die Substitution 
tHE — P in (¢—E, ..., (¢—O-))E*-) iiber und ist infolgedessen 
|tE—P|, dh. die Determinante von tE—P, gleich dem Produkte 
(t—)...(t—9@-), Diese in ¢ identisch erfiillte Beziehung zeigt, daB 
®@ der Gleichung |tH— P| =O geniigt. Indem P eine ganzzahlige Sub- 
stitution und ihre Determinante 1 ist, erweist sich dadurch # als eine 
ganze Zahl und als eine Eimheit im Korper von a. 

5. Es sei nun a, eine solche ganze rationale Zahl, daB a,a eine 
ganze algebraische Zahl wird, so hat das Produkt a7-1& als Koeffizienten 
lauter ganze algebraische Zahlen und sind daher auch im jeder einzelnen 
Form at-1y, die beziiglichen n Koeffizienten aj—10,(k = 1, 2,...,n) stets 
lauter von Null verschiedene ganze algebraische Zahlen, also deren Normen 
im Korper von « stets dem Betrage nach >1. Wegen der Higenschaft a) 
der Substitutionen S, liegt dabei jeder Betrag 


Le? | 


ue 
nicht iiber einer gewissen von j unabhangigen Grenze. Verwenden wir 
nun die hierdurch gegebenen Ungleichungen fiir alle Indizesh=1,...,n—1 
mit Ausnahme eines beliebigen Index g dieser Reihe und beriicksichtigen 
wir auBerdem die Higenschaft c) fiir S; und, falls 72 ist, noch die 
Beziehung |@,| =| 0,°|, so gewinnen wir aus der Ungleichung 

| Nm aj~* o,| 21 


eine gewisse, von 7, unabhingige, positive untere Grenze fiir den einen darin 
| of (9) | Leh (9) "| 
4. Danach befinden sich nun alle Betrége 


Sep Sy ee 


tibrig bleibenden Faktor 


im beeug auf die Form yp, ewischen zwei bestimmten endlichen pF tin von 
r, unabhdngigen Grenzen, und werden infolgedessen weiter auch die Quotienten 
aus irgend zwei der je n —1 konjugierten Werte 


Or» On y+ +, Of” Cat eye Ae m) 
bei simtlichen Formen gy, stets absolut genommen zwischen zwei, unab- 
haingig von den Werten rv, feststehenden positiven endlichen Grenzen 
liegen. Beachten wir nun die Relationen 9, , ;,= 9’, fiir f=1, 2, 3,. 
so zeigt sich schlieBlich, daB auch die Betrage der Quotienten aus est 
zwei der je n — 1 Gréfen 


OS, OF, 6, (Od 
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zwischen gewissen zwei festen positiven endlichen Grenzen liegen miissen, 
und zwar gelten diese Grenzen fiir alle Werte f =1, 2,3, ... auf einmal. 
Danach kann die Einheit @ nicht anders beschaffen sein, als daB fiir sie 
die Gleichungen 

|| =o" |=... = jae] 


statthaben. Bezeichnen wir den gemeinsamen Wert dieser letzten Betrage 
mit 4 und setzen |&|—«, womit im Falle /=2 noch | 9°| zusammen- 
fallt, so geht die Gleichung Nm —=1 in é'y”-'=1 iiber, und wegen 
é<1 folgt 7 >1. Wir gelangen auf diese Weise zu dem Satze: 

Damit eine algebraische Zahl n*” Grades « eine periodische Substitu- 
tionenkette besitze, mup es im Korper von « eine Einheit ® von einem Be- 
trage <1 geben, ftir welche die konjugierten Zahlen in den konjugierten 
Korpern (abgesehen von der Zahl 9° in dem Kérper der konjugiert ima- 
ginaren Zahl «®, falls « komplex ist) sdimtlich wntereinander gleichen Be- 
trag haben. 


6. Die hier gefundene Bedingung ist zugleich hinreichend fiir das Vor- 
handensein einer periodischen Substitutionenkette zur Zahl «. Denn nehmen 
wir an, es existiere im K6rper von @ eine Hinheit @, von dem fraglichen 
Charakter. Hs bedeute dann P, diejenige lineare Substitution, durch welche 
die m Formen &, (£°), ..., §*-9 in die Formen 8, &, (9,°&°), ..., O-2E*-) 
itibergehen; diese Substitution hat lauter rationale Koeffizienten und eine 
Determinante = +1. Durch P,’, wenn f eine der Zahlen 1, 2,3,... be- 
deutet, gehen dann &,..., &"- in 0/8, ..., (@@-)7E@-9 iiber. Da diese 
Potenzen @% lauter ganze algebraische Zahlen sind, werden, wie leicht zu 
sehen ist, in allen jenen Substitutionen P,’ die Koeffizienten solche ganze 
rationale Zahlen sein, daB ihre Nenner nicht tiber eine gewisse, durch die 
GréBe « bestimmte, aber von den HExponenten f unabhingige Zahl hin- 
ausgehen, wahrend zugleich ihre Determinanten durchweg = +1 sind. 
Wir werden infolgedessen unter jenen unendlich vielen Substitutionen P,/ 
gewiB irgend zwei solche, P,)? und P,*(d>c), finden kénnen, daf 
Perl Nae =P Lene Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten wird. 


Setzen wir dann 97-°= @, || "-'= 7, so haben wir in der Reihe 
Spee sg ee eel” 


eine periodische Substitutionenkette fiir die Zahl « mit den in 1. und 2. 
angegebenen Higenschaften, wenn wir noch fiir die zugeordneten Grofen r, 
die Festsetzung r;= 7/—*(j = 1, 2,3,...) treffen. 
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§ 2. Einheiten von besonderem Charakter. 


7. Wir wollen jetzt die Forderung der Existenz der besonderen 
Einheit ® im Kérper von a@ weiter verfolgen. Die ganze Funktion 


nm" Grades in ¢: F@®) —(¢—9)...(¢— 90-9) 

hat rationale ganze Koeffizienten; unter ihren Wurzeln haben / den Betrag 
é<1 und ~—Jl den Betrag 7 >1. Jeder im Bereiche der rationalen 
Zahlen irreduzible Faktor dieser Funktion F(t) verschwindet fiir wenigstens 
eine der Zahlen #,..., 0-9 und mu daher, wegen der Irreduzibilitat 
der Gleichung mit den Wurzeln a,..., o”—%, jedesmal fiir alle diese Zahlen 
o,..., 0-9) verschwinden; infolgedessen ist /’(¢) notwendig eine Potenz 
einer einzigen irreduziblen Funktion. Wegen der Betrage der Wurzeln 
sind nun offenbar nur diese beiden Falle méglich: Entweder ist F(t) selbst 
irreduzibel und bestimmt alsdann # bereits den Kérper von a, oder es ist 
« komplex, 1 = 2, aber #= 9° reell und F(¢) das Quadrat einer irredu- 
ziblen Funktion; in letzterem Falle bestimmt # einen reellen Unterkérper 
vom a Grade des komplexen Kérpers von «. Wir bemerken noch, daB 
jede Potenz 97, #°,... denselben Bedingungen geniigt, wie sie hier fiir # 
vorausgesetzt werden. 

8. Nach einem Satze von Dirichlet gibt es in dem Korper der 
Zahl «, wenn nur > 1 ist, gewiB eine solche Hinheit, deren Betrag < 1 
ist. Daraus ersehen wir bereits, da8 im Kérper von « eine Hinheit & der 
hier verlangten Art sich gewiB in folgenden Fallen vorfindet: 

a) wenn « reell und n= 2 ist, b) wenn « reell ist, n= 3 und der 
Korper von « zwei komplexe konjugierte Korper besitzt, 

c) wenn « komplec und n = 3 ist, d) wenn « komplex ist, n = 4 und 
der Korper von « lauter komplexe konjugierte Korper besitet. 

Denn in diesen Fallen besteht die Reihe 0’,..., 0-9 entweder in 
einer einzigen reellen Zahl oder zwei konjugiert imaginaren, im speziellen 
auch zwei gleichen reellen Zahlen. Weiter haben wir im Kérper von « 
eine Einheit ® der verlangten Art jedenfalls auch in folgenden Fallen: 

e) wenn o« komplex ist, n= 4 und der Koérper von « einen reellen 
Unterkorper zweiten Grades hat, f) wenn « komplex ist, n=6 und der 
Korper von « einen reellen Unterkorper dritten Grades besitet, dessen zwei 
konjugierte Korper komplex sind. 

Denn in diesen Fallen kénnen wir fiir 9 eine reelle Einheit von 
einem Betrage <1 in dem betreffenden Unterkérper von « wahlen, als- 
dann ist 0°= 9 und die Reihe #,..., #*-) besteht aus zwei gleichen 
reellen bzw. zwei gleichen Paaren konjugiert imaginarer Zahlen. Wir 
kénnen jetzt den Satz beweisen: 
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Die hier aufgezihiten sechs Fiille sind die einzigen, in denen der Korper 
von o eme Einhett 9 der fraglichen Art aufweist, also die einzigen Faille, 
im denen die Zahl « periodische Substitutionenketten besitet. 


9. Wir diskutieren zuerst den Fall einer reellen Zahl «; hier ist 1 = 1, 
o=-+6, ey"~*=1. Wir haben folgende Méglichkeiten ins Auge zu 
fassen: 

a) Unter den Zahlen o’,..., «”-» finden sich wenigstens zwei reelle, 
etwa a”) und «®. Dann sind auch 9” und @®) reell, und da diese Zahlen 
nicht einander gleich sein kénnen, aber denselben Betrag haben, miifte 
a” — — 6 und daher (0%)? = (9)? sein. Aber die Zahl 0? = ¢? ist von 
ihren » —1 konjugierten Zahlen verschieden, sie geniigt daher ebenfalls 
einer irreduziblen Gleichung n*™ Grades, und miiBten daher ihre n — 1 
konjugierten Zahlen auch untereinander durchweg verschieden sein. Danach 
ist dieser Fall unméglich. 

b) Unter den Zahlen «’,...,c”-» kommt nur eine reelle Zahl, a, 
vor. Fiir n = 2 liegt dann der oben unter 8. a) aufgefiihrte Fall vor. Ist » > 2, 
so haben wir unter jenen Zahlen weiter wenigstens ein Paar konjugiert 
imaginirer Zahlen, etwa «”) und ce. Die Zahl 6= ¢& geniigt einer ir- 
reduziblen Gleichung n*" Grades; unter den Wurzeln dieser Gleichung ist 
weiter eine = (9))? = 7? und sind die m — 2 iibrigen dem Betrage nach = 7’. 
Nun kénnen wir eine Gleichung mit rationalen Koeffizienten vom Grade 
n(n — 1) 

2 
GréBen 9, 0 ,...,8°-) zu Wurzeln hat. Diese Gleichung besitzt n—1 


Wurzeln vom Betrage en, die iibrigen Wurzeln vom Betrage 1’, darunter 
insbesondere die Wurzel 0”) — 7, sie miiBte also auch alle anderen 
Wurzeln jener irreduziblen Gleichung n' Grades fiir 7? besitzen; sie hatte 
aber, da e<1<y ist, gewiB nicht die Wurzel «%. Danach ist dieser Fall 
fiir n > 2 unmoglich. 

c) Die Zahlen a’,..., &”-» sind séimtlich komplex, sie zerfallen dann 


angeben, welche die Produkte aus je zwei verschiedenen der » 


i Paare konjugiert imaginirer GréBen. Fiir n = 3 hegt der oben 


unter 8. b) aufgefiihrte Fall vor. Jetzt sei m > 3. Wir bilden die Gleichung 


in 


1 ie Grades mit rationalen Koeffizienten, welche als Wurzeln die 


Produkte aus je zwei der m GréBen O-"+1, B-"+t, ..., (@—D)—7*1 hat. 
Diese Gleichung besitzt » — 1 Wurzeln vom Betrage (ey)~"** = y~ 9@—® 

(iil 
und im iibrigen lauter Wurzeln vom Betrage 4~°—? = é*, darunter —— 


Wurzeln = ¢? = 9°; sie miifte daher auch alle die GréBen #”*,..., (#"~)? 
vom Betrage 7? zu Wurzeln besitzen, es miifte also 4° = qr Hie! d. h, 
n—3 sein. Fir n> 3 ist danach dieser Fall unméglich. 
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10. Wir behandeln jetzt weiter den Fall einer komplexen Zahl a; 
hier ist- 12, 277?7*7 = 1. 

Machen wir zunichst die Annahme, dap % = 8°, also reell ist. Die 
GréBe & ist dann Wurzel einer irreduziblen Gleichung — Grades. Der 


. . = n . 
Kérper von « besitzt also einen reellen Unterkérper vom Grade —, und in 


diesem soll # eine Einheit von einem Betrage <1 sein, fiir welche die 
konjugierten Zahlen in den konjugierten Kérpern simtlich untereinander 
gleiche Betrige haben. Wir kénnen daher die in 9. gemachten Ausfiihrungen 


nN : n . 
verwenden, und es mul entweder > = 2 sein oder aber = = 3 und dabei der 


Koérper von ® zwei komplexe konjugierte Kérper aufweisen. Wir kommen 
damit auf die oben unter 8.e) und 8.f) aufgezahlten Umstande fiir den 
K6rper von a. 

Wir nehmen jetat andererseits an, dab & + 9° sei. Alsdann gentigt & 
einer irreduziblen Gleichung n‘** Grades und bestimmt bereits véllig den 
K6érper von a. Wir unterscheiden wieder drei Falle: 


a) Unter den Zahlen «’,..., «”-* sind wenigstens zwei reelle vorhanden, 
ew und oe. Dann sind auch #*) und @® reell, und da sie gleichen 
Betrag haben, aber verschieden sind, kann nur #”) = — $® sein. Alsdann 
ist (0)? = (9)? Die rationale Gleichung vn‘ Grades mit den Wurzeln 
a, ...,(8"-%)? hat daher lauter Doppelwurzeln und mu8 infolgedessen 


&° = (8°)? sein. Die Potenz #? bestimmt somit einen reellen Unterkérper 


m ten 


- Grades fiir den Kérper von «, und da tiberdies (6)? reell ist, kann 


nach dem vorhin Bemerkten hier nur der unter 8.e) aufgefiihrte Fall mit 
n= 4 vorliegen. 

b) Unter den Zahlen @’,..., c&”-% ist nur eine reelle Zahl, a), vor- 
handen. Fiir n= 3 liegt der unter 8.¢) genannte Fall vor. Ist n > 3, 


so haben wir unter jenen Zahlen noch = Paare konjugiert imaginarer 
GréBen. Es ist #% — + 4; da — 9 hier nicht derselben Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten wie 9 geniigt, mu notwendig auch 9° + — 9, 
also (8°)? 4- 0? und daher 0? + + «?, (9°)? =. + ¢? sein. Danach ist die ratio- 
nale Gleichung n*" Grades mit den Wurzeln 9°,..., (@-*))? irreduzibel und 
unter den Wurzeln dieser Gleichung sind zwei nicht reelle Wurzeln vom 


; : 
Betrage «* und ist ferner eine Wurzel = 7? vorhanden. Bilden wir nun 


— 1)ten 
eee Grades, welche die Produkte aus je zwei 


der m GréBen 4,...,0~” zu Wurzeln hat, so besitzt diese Gleichung 
eine Wurzel = «, sodann 2(m — 2) Wurzeln vom Betrage ey, die iibrigen 


= = * Wurzeln = n*. Wegen der 


die rationale Gleichung 


Wurzeln vom Betrage 7? und darunter 
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letzteren Wurzeln miiBte sie aber alle Wurzeln jener irreduziblen Gleichung 
fiir 4? besitzen. Danach ist dieser Fall fiir n > 3 unméglich. 

c) Die Zahlen o’,..., «”-*) sind séimtlich komplex, zerfallen also in 
n—2 
2 
liegt der oben unter 8.d) aufgefiihrte Fall vor. Jetzt sei n >6. Bilden 


n(m — 1)ten 
2 


Paare konjugiert imaginarer Gréfen; n ist hier gerade. Fiir n = 4 
wir die Gleichung Grades, welche die Produkte aus je zwei der 


nm GréBen ,..., #"-» zu Wurzeln hat, so besitzt diese Gleichung mit ratio- 
nalen Koeffizienten eine Wurzel = ¢*, sodann 2(m — 2) Wurzeln vom Betrage 


éy, die tibrigen Wurzeln vom Betrage 7?, darunter on z gleich 77. Bilden 


n(n — 1) te n — Qten 
2 2 
Potenzen der Wurzeln dieser letzten Gleichung sind, so hat diese neue 

(n—2)2 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten eine Wurzel = «-"-2 = ® , so- 
—(n— 2) (n —2)(n — 4) 


dann 2(n — 2) Wurzeln vom Betrage (eg) ”" =n *  , die tibrigen 


wir andererseits die Gleichung 5 Grades, deren Wurzeln die — 


—2 . : : 
Wurzeln vom Betrage y-“~-*) = ¢?, darunter gleich é*. Diese zweite 


Gleichung besitzt nun keine Wurzel vom Betrage ey, und wenn wir uns 
zuerst »>6 denken, auch keine Wurzel vom Betrage 7? Im Falle 
n>6 kénnte daher der gemeinsame Faktor der beiden eben gebildeten 
Gleichungen nur die eine Wurzel «’ besitzen, es miiBte dann also «? = 99° 
rational sein; nun wire aber «” ebenso wie @ eine Hinheit, eine algebraische 
Zahl von der Norm + 1, es miiBte daher notwendig «?=1 sein, was 
gegen die Voraussetzung «<1 wire. Also ist die Annahme n> 6 hier 
unzulassig. 

Im Falle n =6 endlich hat die zuerst erwihnte Gleichung eine Wurzel 
— «*, 8 Wurzeln vom Betrage «7, 6 vom Betrage 7”, die an zweiter Stelle 
gebildete Gleichung eine Wurzel = 7°, 8 Wurzeln vom Betrage 7, 6 vom 
Betrage «*, darunter 2 gleich «*. Die im Bereiche der, rationalen Zahlen 
irreduzible Gleichung mit ¢? als Wurzel kann danach, da sie in diesen 
beiden Gleichungen als Faktor eingeht, auBer «? nur Wurzeln vom Betrage 
ny? enthalten, und sie wird wegen ¢?7* = 1 und da e*? = 99° jedenfalls eine 
Einheit vorstellt, im ganzen zwei solcher Wurzeln enthalten; diese zwei 
Wurzeln kénnen dann’ einander weder gleich noch entgegengesetzt, also 
auch nicht reell = + 7? sein, sie miissen komplex und zueinander konjugiert 
imaginir sein. Nehmen wir an, da hier #’ mit 0” und ®” mit # kon- 
jugiert imaginir sind, so kénnen wir annehmen, indem wir noch die Be- 
zeichnungen von ®” und # vertauschen diirfen, die Wurzeln jener 
Gleichung fiir «? seien 09°, 2H", BO. 
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Die GréBe «? bestimmt danach einen kubischen Kérper, dessen zwei 
konjugierte Kérper komplex sind. Denken wir uns jetzt die im Bereiche 
der rationalen Zahlen irreduzible ganze Funktion F'(¢), welche ftir = @ 
verschwindet, im Kérper von ¢? in irreduzible Faktoren zerlegt, und es 
sei G(t) derjenige Faktor darunter, welcher die Wurzel ¢ = @ erhilt. Da 
é reell ist, bekommt G(t) ebenfalls lauter reelle Koeffizienten und wird 

é 


daher mit der Wurzel & auch die konjugiert imaginare GréBe 3° =—- 


als Wurzel besitzen, so da8 auch @(5) = 0 ist. Alsdann muf die Glei- 
chung G(=) = ( iiberhaupt fiir jede Wurzel der ae K6rper von é irre- 


duziblen Gleichung G(¢) = 0 eer Die GréBen = re es ; Pag : = = aber 
besitzen saémtlich den Betrag = = + 7 und + ¢ und sind daher nicht Wurzeln 


von F(t) =0, also auch nicht Wurzeln von G(t)=0, daher kann G(#) 
auch keine der GréBen 8’, &”, 8”, 8 als Wurzel haben; somit koénnen 
wir einfach G(t) = (¢ — #)(¢ — 9°) schreiben. Danach ist &@ Wurzel 
einer quadratischen Gleichung im Ko6rper von é und besitzt der Kérper 
sechsten Grades von @, d.i. der Kérper von a, in dem Kérper von & 
einen reellen Unterkérper dritten Grades, dessen zwei konjugierte Kérper 
komplex sind. Wir kommen also auf den oben unter 8.f) aufgezihl- 
ten Fall. 

Wir kénnen die Bildungsweise des Kérpers von a unter den hier an- 
genommenen Umstiinden noch genauer festlegen. Die zu G(t) konjugierten 
Funktionen in den Kérpern von 9’8”” und #” 8 werden Cre e)t-9'") 


und (¢ — #”) a 5) sein. Da | O’| =| 0” | ist, wird are rein imaginar, 
WY — a" 


also = ag 5”) eine negative reelle GréBe sein. Diese GréBe liegt wie 
a +0” und #9” in dem Kérper von #9”; da sie nun reell ist, wird 
sie identisch mit ihrer konjugierten GréBe in dem konjugiert imaginiren 
Korper von #8 und mu daher rational sein und daher gleichzeitig 


MoV\2, = 
on) im Kérper von #0°. Danach 


aA of) ao we ; 
ist 55 entweder = 57, oder = —. Da wir die Bezeichnung der Paare 9’, 0” 


auch gleich der konjugierten GriBe ( 


und #””, # yvertauschen diirfen, kénnen wir annehmen, es sei - = = 
ves aw sii a 
letzterer Wert ist weiter = a7: Setzen wir ao — 9, 80 ist d= Boo und 
1. te aCe (42 , ae 
sind die konjugierten Zahlen dazu 77; iam = 0, s75@ = 9 und die drei hierzu 
: 1 : : : : 
reziproken Werte =. Dabei hat d den Betrag 1 und ist wie @ eine 


Einheit; danach ist entweder d =— 1, oder es ist 0 eine solche Einheits- 
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wurzel, die einen Kérper zweiten Grades bestimmt. Im ersteren Falle ist 
ay =——%, ®=+ ie, 0 = (6°). Im zweiten Falle kamen fiir 0 zunichst 
die dritten, vierten, sechsten Hinheitswurzeln in Betracht. Nun folgt 


P=) s, H= =e und weiter unter Verwendung von én? = 9’ = 1 
°2 
die Beziehung 
Nin(o + 8°) = (8 + 0*)(9" + 9")(0" + 0%) —2 #4 (1 4 1) C1 +9). 


32 
ee Bae 
Danach muf noch —— rational sein, und solches trifft nur zu, wenn 0 


52 
eine dritte Kinheitswurzel vorstellt, 6° = 1 ist. Dann folgt endlich @ = + = 4 
O° = + de, & = (6°)? und &+ 8° = F¢, so dab der Kérper von & auch 
die GroéBe « selbst enthalt, und der Kérper von « aus dem Korper dritten 
Grades von ¢ und dem Koérper zweiten Grades von 0 == spat el lo zu- 
sammengesetzt ist. : 


§ 3. Die komplexen kubischen Irrationalzahlen. 


11. In den Faillen, wo fiir die algebraische Zahl c« periodische Sub- 
stitutionenketten modglich sind, entsteht nun die Aufgabe, eine solche Kette fiir 
a bereits herzustellen, wenn allem a seinem Werte nach gegeben ist, die 
konjugierten algebraischen Zahlen von « indes noch unbekannt sind. Bei den 
reellen algebraischen Zahlen zweiten Grades wird gerade durch die perio- 
dische Entwicklung in einen gewohnlichen Kettenbruch das hier Verlangte 
geleistet. Wir wollen nun zeigen, da8 auch noch in einem anderen Falle, 
namlich, wenn es sich um eine komplexe Grope « handelt, welche Wurzel einer 
irreduziblen Gleichung dritten Grades sein soll, der hier gestellten Forderung 
entsprochen werden kann, und wir kommen dadurch zu eimem vollig analogen 
Kriterium fiir die komplexen algebraischen Zahlen dritten Grades, wie es 
durch Lagrange fiir die reellen algebraischen Zahlen zweiten Grades in 
der Periodizitét der Kettenbruchentwicklung nachgewiesen worden 1st. 

Es sei jetzt « eine komplexe Gréfe, welche einer im Bereiche der 
rationalen Zahlen irreduziblen Gleichung dritten Grades geniigt, so ist mit 
a ohne weiteres auch die konjugiert imaginiire Gréke a°® gegeben; dagegen 
haben wir uns der Kenntnis der dritten reellen Wurzel «’ jener Gleichung 
vorlaufig zu entschlagen. Wir setzen 


E= 2, + ax, + a a,. 
Zu jeder ganzen rationalen Zahl r > 1 bestimmen wir eine Substitution >: 


i = sy, Ar sys a SP Ys (h = 1,2, 3), 
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wobei jeder der Koeffizienten oe aus den Zahlen 0, +1, +2,..., 497 
entnommen und die Determinante 4-0 sein soll, derart, daB dabei in 
der Form 
P = O41 1 0242 + Oss, 

in welche £ durch S iibergeht, zunachst |9,| méglichst klein, nachstdem 
| 9, | méglichst klein, endlich | 9, | méglichst klein ausfallt. Bei den einzelnen 
Systemen s}’, s\’’, sf haben wir immer die Wahl unter Paaren entgegen- 
gesetzter Systeme 2, 2,7, und — 2,,— 4%, — %3, und wir wollen die zu- 
saitzliche Annahme machen, daB in jeder Vertikalreihe st, sf, sf? von S 
die letzte von Null verschiedene Zahl stets > 0 ist. Alsdann ist die be- 
treffende Substitution S durch die Zahl r vollkommen eindeutig bestimmt. 
Wir kénnen namlich niemals fiir zwei Systeme %,, 2,73, die +0, 0,0, 
voneinander verschieden und auch nicht einander entgegengesetzt sind, 


&=o, =o und dabei |g|=—|¢| finden. Denn alsdann wire S = 1 


und wiirde die Betrachtung der Norm von < in bezug auf den Kérper 


von a dazu fiihren, daB die zu £. konjugierte Zahl im K6rper von «’ rational 


ware. Dann aber ware auch £ selbst rational, also notwendig = + 1, 


und miiBten die vorausgesetzten zwei Systeme 2,,%,,7, eben entweder 
gleich oder entgegengesetzt sein. Die in dieser Weise durch 7 vollig be- 
stimmte Substitution S entspricht, wie bereits in 1. erwihnt wurde, den 
dort aufgezihlten Umstinden; wir wollen von dieser Substitution S sagen, 
sie gehore zur Zahl r. 

Wir setzen jetzt 7; = 1 und ermitteln die zu 7, gehdrende Substitu- 
tion S,, die Substitution kann auch noch zu r= 2,3,... gehdren, es 
sei 7, — 1 die gréBte ganze Zahl, zu der sie gehért; sodann sei S, die zu 
r, gehérende Substitution, r; —1 die gréBte ganze Zahl, zu der S, gehért; 
S, die zu r, gehérende Substitution usf. Alsdann gilt der folgende Satz: 

Die in dieser Art hergestellte Substitutionenkette S,, S,, S53, ... fiir die 
komplexe kubische Irrationalzahl « ist stets periodisch. 

12. In der Tat, im Kérper von @ kénnen wir stets eine Hinheit o, 
angeben, deren Betrag <1 ist, und noch so, daB ) >0 ist; alsdann 
kénnen wir, wie aus den Betrachtungen in 6. hervorgeht, eine solche 
Potenz dieser Hinheit 9,/—= 6(f>0) ermitteln, daB die lineare Substi- 
tution P, durch welche die Formen &, £°, & in @£, 0°£, 9 £’ tibergehen, 
lauter ganzzahlige Koeffizienten hat; dabei ist #9°9 > 0 und die Deter- 
minante von P gleich 1. 

Wir schreiben nun die Auflésung von 


FH 2, + 0%, + 07%, B= 2,4 oa, + (0°) 4, & = a, + oa, + 0 22, 
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in der Form 
x, = BE + B,8°+ B, & (h=1, 2, 3); 
dabei sind £,, B,°, B, jedesmal konjugierte Zahlen in den Kérpern 
VOM GG, C00 « 
Es sei jetzt S: 

a, = 8,9 Y, + 8, Y2 + 8,4, (h = 1, 2, 3) 
eine Substitution der oben gebildeten Kette und r die niedrigste Zahl, zu 
der diese Substitution S gehért, also r der gréBte Wert unter den Be- 
tragen der 9 Koeffizienten s,“, und es gehe & durch S in 


liber, so folgt P= 141+ 04a t+ Os Ys 


SOY, + 8, Ye + 3,45 = Bip + BOP? + By p' 
5° = BiOr + Bron + By Oy (h, k= 1, 2, 3): 
Nach der in 1. erwihnten Higenschaft c) kénnen wir eine, von « allein 


abhingende, von r aber vollig unabhangige positive Konstante M angeben, 
1 1 1 


so daB |e,|r?, |o,|72, |o3|7? bei jedem Werte von 7 stets <M sind, und 
nach 5. gelangen wir dann durch Betrachtung der Normen von Q,, 0,, @3 
unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB die Norm einer von Null 
verschiedenen ganzen Zahl stets >1 ist, zu einer weiteren, von r un- 


abhingigen positiven Konstante, die wir 7 schreiben wollen, so da8 


Poel 7 mapel| Oat 21 5 les [77 * stets Sy sind. 

Auf diese Ungleichungen gestiitzt, kénnen wir jetzt gewisse Higen- 
schaften fiir die Substitution 7 = PS nachweisen, sowie nur r eine be- 
stimmte Grofe tibersteigt. Durch 7 = PS gehen die Formen &, &°, &’ in 
Sp, Fp, ay’ iiber; ist 


und daraus 


ty, = by, + GP yg + Hy (h=1, 2, 3) 
der Ausdruck dieser Substitution 7’, so folgt daher 
t+ = 9B,o,+ 8°B,°0,° + ® By Ox (h, k=1, 2, 3). 
Alsdann haben wir 
eae OB, x O° B,° Ox? 
a” LP ie ee Ri eey: OB, OK 
8, 1 Pa Se B® ex? 


Ba Ox Br Ok 
Setzen wir |@|=<«, wobei & = «-® wird, und bezeichnen wir noch den 


gréBten Wert unter den Betrigen a fiir h=1, 2,3 mit y, so geht 
3 

hieraus auf Grund der erwihnten Ungleichungen, wofern 2y Nr ? <1 «st, 

einerseits , 


,1—2e%yN . 
tig = 6 : Laat g (1 — 28+ 1)pWr ah 
1+2yNr 2 
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andererseits ' 
k a} es 
ih < 9! aed A es <a (1+ 2(6+1)pMr 4 
1—2yNr 2 
hervor. Wir nehmen nunmehr die Zahl 7 tiberhaupt so groB an, da die 
stirkere Bedingung 


al 
(1) Qe (8+ 1)yNr P< > 


erfillt ist. Alsdann finden wir, indem alle Zahlen s,“) dem Betrage nach 
<r und wenigstens eine darunter = + 7 ist, die Betrige der Zahlen ¢,“ 


samtlich <9’ r + = und wenigstens einen unter diesen Betragen > 0’ r — = 
es wird danach der griéfte unter diesen Betragen der 9 Koeffizienten ¢,“ 
gleich der an 8’ r ndchstgelegenen ganzen Zahl sein, die wir mit 7 peperchnan 
wollen. Ferner finden wir alle Zahlen s,”--0 und die Quotienten os ps 
h 
und wird daher gewiB in 7 in jedem Systeme ¢,, t,, 4, die letzte von 
Null verschiedene Zahl, namlich 7,“ > 0 sein, wie wir das entsprechende 
fiir S voraussetzen. 

13. Aus den niaimlichen Relationen, die wir soeben behandelten, er- 
sehen wir andererseits die folgende Tatsache: Es sei 7 eine Substitution 
der in 11. fiir die Zahl « gebildeten Kette, * die kleinste Zahl, zu der 7’ 
gehort, und 7 > 8. Bilden wir die Substitution S = P-'T7, so bestehen 


zwischen je zwei entsprechenden Koeffizienten ¢,“) von 7 und s,“ von S, 
3 


sowie nur F der Ungleichung 2y NF ® <1 geniigt, stets die Beziehungen 
3 k 8 
1 1 _—— s,) 1 1 _—— 
ail +2(+ l)p NF *) > ig > $(1-2(S4 1) y NF *). 
Setzen wir nun fiir 7 die stirkere Ungleichung 


i 
(I) e(ati)pwrt<t 
voraus, s0 wird daher der gréBte unter den Betriigen der Koeffizienten s, 
mit der an 8 -1F nichstgelegenen ganzen Zahl iibereinstimmen. 

14. Jetzt denken wir uns wieder, wie in 12., S als irgendeine Sub- 
stitution jener Kette, und es soll dabei sowohl die niedrigste Zahl r, zu 
der S gehért, der Bedingung (I) entsprechen, wie auch die an 97 nichst- 
gelegene ganze Zahl 7 die Bedingung (II) erfiillen. Alsdann kénnen wir 
behaupten, dafs T = PS jedesmal ebenfalls eine Substitution in jener Kette 
ist und zu F als niedrigster Zahl gehdrt. Denn in 7’ sind wegen (I) gewiB 
alle Koeffizienten ¢, dem Betrage nach <7, und zudem ist in jeder 
Vertikalreihe von 7’ die letzte von Null verschiedene Zahl > 0. Wiire 
nun die zur Zahl 7 gehérende Substitution der Kette, 7, von 7’ ver- 
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schieden und wiirde durch sie § in O(o*y,+ o*y, + o*ys) tibergehen, so 
miiBte dabei entweder |g*|<|o,| oder |e#|=|o,|, |o*|<|o,| oder 
lo*| =|o11, |oF| =lee|, |e#|<Je,| sein. In der Substitution S*=P-17* 
wiirden dann wegen (II) alle Koeffizienten dem Betrage nach 


<ete<plertgty<rtl, 

also als ganze Zahlen auch <, sein, und wiirde & durch S in 9*y,+ o*y,+ o*ys 
tibergehen, wobei die soeben erwahnten Bedingungen statthitten. Danach 
kénnte S nicht die zur Zahl r gehdrende Substitution der Kette sein. 

Ist andererseits 7 eine solche Substitution jener Kette, die zu einer 
Zahl * > als niedrigster Zahl gehdrt, und erfillt sowohl * die Be- 
dingung (II) wie die an #’~'? nichstgelegene ganze Zahl ry die Be- 
dingung (1), so erkennen wir ganz analog, daB auch S = P~'7' jedesmal 
eine Substitution der Kette ist und zu r als niedrigster Zahl gehért. 

15. Wir wihlen jetzt in der Reihe 7,, 7,, 73, ... die GréBe r, derart 

, daB die Ungleichung (1) mit r=r, und die Une (rchnne () mit 


7 = aes = erfiillt ist. Alsdann kommt mit der Substitution S;,, in der 


Kette an irgendeiner spateren Stelle die Substitution PS, vor, sie sei 
etwa = S,,,; dabei wird 7, ,, die an #’r, nichstgelegene ganze Zahl. 
Jetzt gilt (1) auch fiir jede GréBe r=yr,, wobei j > J, ist, und (II) auch 
fiir jede GroBe r=r,,,, wobei j >J, ist. Mit jeder Substitution S; (7 >Jo) 
wird daher auch die Substitution PS, der Kette angehéren und zwar als 
ein um so spiteres Glied, je gréfer 7 ist, und andererseits wird mit jeder 
Substitution S,,,(j >j.) auch P- Si +p 
ein um so spiateres Glied, je gréBer 7 ist. Daraus folgt dann, daB die 
Substitutionen PS,, PS, ,,, PS, 42, ... sdmtlich in der Kette auftreten, 
und zwar jede Babetitution spdter als die hier vorher genannte, da aber 
anderefseits in der Kette keine Substitution zwischen diesen einzelnen Sub- 


stitutionen vorkommen, kann, da8 mithin allgemein 


der Kette angehdren, und zwar als 


PS, — 8, +p 
fiir 7 =Jy, Jot 1, Jo + 2, .-. ist. Aus diesen Beziehungen entnehmen wir 
s-8,,,= Sip Si+p 41 


fiir 7 > Jj, d. h. die Kette S,,S,, S,,... ist in der Tat periodisch, w. z. z. w. 

Es kann bewiesen werden, daf fiir eine jede Substitution S der Kette 
die Determinante nur die Werte +1 oder +. 2 haben kann, und auf Grund 
dieser Tatsache laBt sich ein einfacher Algorithmus zur sukzessiven Bildung 
der Substitutionen der Kette aufstellen, wie ich an einer anderen Stelle 
auseinandersetzen werde. 


Zitrich, 1902. 
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Dichteste gitterformige Lagerung kongruenter Kérper. 


(Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 
Mathematisch-physikalische Klasse. 1904. 8. 311—355.) 


(Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Juni 1904.) 


Wir beschaftigen uns hier mit folgendem Probleme: Gegeben ist 
em beliebiger Grundkorper K. Lauter mit K kongruente und parallel orien- 
tierte Korper in unendlicher Anzahl sollen im Raume in gitterformiger An- 
ordnung derart gelagert werden, dap keine zwei der Korper ineinander ein- 
dringen und dap dabei der von den Korpern erfiillte Teil des Raumes 
gegentiber dem von thnen freigelassenen moglichst grop ist. 

Unter einer gitterférmigen Anordnung der Korper verstehen wir, daB 
entsprechende Punkte in ihnen ein parallelepipedisches Punktsystem (Gitter) 
bilden. Wir beschrinken die Untersuchung auf konvexe Kérper. 

Die Lésung dieses Problems gestattet interessante Anwendungen in 
der Zahlenlehre und ist auch fiir die Theorie von der Struktur der Kristalle 
von Bedeutung*). Aus der Kenntnis der dichtesten Lagerung von Kugeln 
folgen (§ 7) fast unmittelbar alle Tatsachen der Gau8-Dirichletschen 
Theorie der Parallelgitter (d.s. die Satze tiber die arithmetische Reduktion 
der positiven ternéren quadratischen Formen). Die dichteste Lagerung 
von Oktaedern (§ 9) gibt Aufschliisse tiber die simultane Approximation 
zweier GréBen durch rationale Zahlen mit gleichem Nenner. Die hier ab- 
geleiteten allgemeinen Theoreme iiber gewisse Ungleichungen (§ 5) end- 
lich bilden in ihrer Anwendung auf Parallelepipede und Oktaeder, bzw. 
auf Kreiszylinder und Doppelkegel die Grundlage fiir die zweckmaBigsten 
Algorithmen zur Ermittlung der Fundamentaleinheiten in den kubischen 
Zahlkérpern von positiver bzw. negativer Diskriminante. 


*) Vgl. in letzterer Hinsicht: Lord Kelvin, Baltimore lectures on molecular 
dynamics, London 1904, 8. 618 ff. 
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§ 1. Analytische Formulierung des Problems und Reduktion 
auf den Fall von Korpern mit Mittelpunkt. 


1. Es sei K ein beliebiger konvexer Kérper. Wir fiihren recht- 
winklige Koordinaten £, 7, § mit einem Punkte O als Anfangspunkt ein, 
den wir uns im Inneren von K denken. Es sei J das Volumen von K. 
Sind 2, w, v irgendwelche Werte, so werde der gréSte Wert des linearen 
Ausdrucks 2— + wn + v€ fiir die Punkte &, 7, € im ganzen Bereiche von K 
mit H(4, u,v) bezeichnet. Diese Funktion H definiert den Kérper K 
vollstindig, sie heiBt die Stitzebenenfunktion von K. Sie gentigt den Be- 
dingungen 

H(0,0,0)=0, A(A, pu, v) > 0 
H(td, tu, tv) =tH(A, pw, v) 
H(A, + Ag, Mr t He, M+) SAA, ty, %4) + Are, Ue, V2), 
und jede Funktion H(A, u,v), die diesen Bedingungen geniigt, ist die 
Stiitzebenenfunktion eines konvexen Kérpers mit O im Inneren*). 

2. Bedeutet P einen Punkt &, 7, €, so bezeichnen wir den Punkt 
—£ —n, —6€ als Gegenpunkt von P und mit P’. 

Die Gegenpunkte zu den simtlichen Punkten von K bilden den kon- 
vexen Kérper K’ mit der Stiitzebenenfunktion 

H’(1, u,v) = H(—4, —a, as 
das Spiegelbild AK in bezug auf den Punkt 0O. 

Die Funktion + (H(A, u,v) + H(—’2,—w,—v)) bildet alsdann die 
Stiitzebenenfunktion fiir einen gewissen konvexen Kérper, den wir mit 
Se + K’) bezeichnen und der in O einen Mittelpunkt hat. Dieser 


Korper ist der Bereich aller solchen Punkte, welche irgendwie als Mitte 
einer Verbindungsstrecke eines Punktes von K mit einem Punkte von K’ 
auftreten. 


Ist z. B. K ein Tetraeder, so wird (Kk + K’) ein Oktaeder mit Flachen 
parallel den Flachen des Tetraeders. 
1 7th 

Das Volumen von —(K + K’) ist stets gréBer als das Volumen von K, 

wenn KK ein Kérper ohne Mittelpunkt ist (1. c. § 7). Hat K selbst einen 

Mittelpunkt, so entsteht K’ und weiter + (K+K) durch bloBe Trans- 


lation aus K. 
3. Es sei 


(1) E=ac+oytone, n= Bx+Byt+psz, €=yat+yeytyee 


(A, #,¥+0,0,0; ¢>0), 


*) Mathematische Annalen, Bd. 57, 8, 447. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, S. 280. 
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eine beliebige lineare Substitution mit einer von Null verschiedenen Deter- 
minante, deren Betrag A heife. Wir betrachten das Zahlengitter in x, y, 2, 
d. i. das parallelepipedische System (@G) aller derjenigen Punkte G, fiir 
welche die Bestimmungsstiicke x, y, 2 simtlich ganze Zahlen sind. Den 
Bereich 
Verba sy = 0 S21 

nennen wir das Grundparallelepiped des Gitters (G), sein Volumen ist A. 
Durch Parallelverschiebung dieses Bereichs von O nach jedem einzelnen 
Punkte des Gitters erhalten wir eine ltickenlose einfache Uberdeckung 
des Raumes. 

Wir denken uns ferner mit dem Kérper K diese Translationen des 
Gitters, die Parallelverschiebungen vom Nullpunkte O nach den einzelnen 
Gitterpunkten G ausgefiihrt, und wir nehmen an, da alle so entstehenden 
Korper Kg (den Koérper K = K, inbegriffen) gesondert sind, d. h. unter- 
emander hichstens in den Begrenzungen zusammenstofen. 

Zu diesem Ende wird bereits hinreichend sein, daB speziell der Korper 
K in keinen anderen der Korper Kg eindringt. Ist nun G ein beliebiger, 
von O verschiedener Gitterpunkt, so muB es dann irgendeine Ebene 
geben, welche K von Kg sondert so, da® die ihnen etwa gemeinsamen 
Punkte in die Ebene fallen und im iibrigen K ganz auf einer Seite, Ke 
ganz auf der anderen Seite dieser Hbene bleibt. Sind 4, w, wv die 
Richtungskosinus des von O auf die Ebene gefillten Lotes, so hat die 
Ebene von O einen Abstand > H(i, u,v) und von G einen Abstand 
> H(—i,—w, —v); die dazu parallele Ebene durch G hat daher von O 
einen Abstand 

= H(A, u, 1) heteelt (med yD) 
Der Gitterpunkt G liegt also auBerhalb oder auf der Grenze desjenigen 
Kérpers R = K+ K’, der durch Dilatation des Ké6rpers (kK + K’) vom 
Mittelpunkte O aus im Verhiltnis 2:1 entsteht. Daraus entnehmen wir 
insbesondere die Folgerung: 

Aus einem konvexen Korper K entstehen durch die Translationen eines 
Gitters (G) lauter gesonderte Korper dann und nur dann, wenn die ent- 

_sprechende Tatsache fiir den zu K gehirigen konvexen Kérper s(K + K") 
mit Mittelpunkt statthat. 

4. Die Begrenzung von R= K+ XK’ bezeichnen wir mit §. Wir 
definieren eine Funktion g/(&, 7, €) fiir beliebige reelle Argumente, indem 
wir fiir die Punkte &, 7, € auf der Fliche § die Gleichung (&, 7, €) = 1, 
ferner allgemein 

p(t&, tn, tf) = te, 0, §) 


bei positivem ¢ und (0, 0,0) = 0 festsetzen. 
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DaB & ein konvexer Kérper ist, findet in der allgemeinen Funktional- 
ungleichung 


(2) p(E, +8, mite, & +S) S PEs ms 1) + PEs, Me, es) 
und daB & in O einen Mittelpunkt hat, in der Funktionalgleichung 


P(=§; 5 —) = p(é, 1), g) 
seinen Ausdruck. 


Wir setzen ferner mit Riicksicht auf die Substitution (1): 


p(&, 0, §) = f(@,4; 2). 
Damit alle Korper Kg gesondert liegen, muf alsdann fiir jedes von 0, 0, O 
verschiedene ganzzahlige System x, y, 2 die Ungleichung 


(3) f(@,y,#) 21 (2, y, 2+ 0,0, 0) 
bestehen. 

5. Im unendlichen Raume ist nunmehr einem jeden Gitterpunkt G 
einerseits genau ein Volumen =A und andererseits ein mit K kongruenter 
Kérper vom Volumen J zugeordnet, also muB jedenfalls 
(4) 7.4 
sein, und wir werden sagen kénnen, der von den Kérpern Kg errfiillte 
Raum verhalt sich zu dem ganzen unendlichen Raume wie J: A. 

Wir bemerken insbesondere, da8 die Kérper Ke den Raum liickenlos 


erfiillen, wenn J = A ist. Da nun das Volumen J* von =(K + K’") eben- 


falls noch <A, aber, wenn K keinen Mittelpunkt hat, >J ist, so 
schlieBen wir, daB eine liickenlose Uberdeckung des Raumes durch die 
Kérper Kg notwendig das Vorhandensein eines Mittelpunktes in K verlangt. 

Die Aufgabe, die wir uns zu stellen haben, ist nun, die Koeffizienten 
@1,-++, Ys der Substitution (1) derart zu wahlen, daB, wihrend die sdmt- 
lichen Ungleichungen (3) erfiillt sind, dabei der Betrag der Determinante A 
moglichst klein ausfalle. 


§ 2. Hilfssatz tiber ganzzahlige Substitutionen. 


6. Es seien U, 8, © irgend drei von O verschiedene Punkte des 
Gitters in x, y, 2, welche in drei unabhdngigen, d.h. nicht in eine Ebene 
fallenden Richtungen von O aus liegen, so entsteht die Frage, wie man 
von den vier Punkten O, U, B, © aus dieses ganze Gitter (©) aufbauen 
kann. 

Zu jedem Punkte P(x, y, 2) im Raume gehéren bestimmte Werte 
t, 9,3, so daB der Vektor OP mit den Vektoren OM, OB, OW durch 
eine Relation 


OP=~y-0U%+y-08+3-0€ 
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verbunden ist, und sind danach 2, y, 2 gewisse lineare Formen in x, y, 4 
mit ganzzahligen Koeffizienten. Den Bereich 


eevee 0 et 


bezeichnen wir kurz als das Parallelepiped O(&XBC) und die Bestimmungs- 
stiicke x, ), 3 mennen wir die zu diesem Parallelepiped gehirigen Ko- 
ordinaten. 

Das Gitter (G) besitzt diese Grundeigenschaft: Sind Gy, G,, Gy irgend 
drei Punkte des Gitters, so gehért derjenige Punkt G,, fiir den Vektor 
G,G,= GG, ist, stets ebenfalls zum Gitter. Auf Grund dieses parallelo- 
grammatischen Charakters des Gitters kénnen wir durch die folgenden 
Forderungen drei gewisse Gitterpunkte A, B, C 


vollig eindeutig fixieren (Fig. 1): . 

1) es soll A von O verschieden sein und 
auf der Strecke OW méglichst nahe an O g 
liegen; C 


2) es soll B in der Ebene OLB aufer- 
halb der Geraden OW auf derselben Seite von 0 
ihr wie 8 zunichst méglichst nahe an dieser 
Geraden und niachstdem derart liegen, daB 
von O nach einem Punkte des Strahles OB ein Vektor 

OB+ X-0A 

hinfiihrt, wobei 0 << X <1 ist; 

3) es soll C auBerhalb der Ebene OWB nach derselben Seite hin 
wie © zundchst modglichst nahe an dieser Ebene und nichstdem so liegen, 
daB von O nach einem Punkte des Strahles O€ ein Vektor 


O0C+xX-0A+Y-OB 

hinfiihrt, wobei OS X<1, O< Y<1 ist. 

7. Nachdem A, B, C ermittelt sind, haben wir fiir jeden Punkt P 
im Raume eine bestimmte Vektorenrelation: 

OP=X-0A+Y-0B+2Z-0C. 

Bei ganzzahligen X, Y, Z finden wir in P jedesmal einen Gitterpunkt 
aus (®) und sind infolgedessen a, y, 2 gleich linearen ganzzahligen Formen 
in X, Y¥, Z Nach der Bestimmungsweise von A, B, C aber kann es 
keinen Gitterpunkt 2, y, 2 auBer dem Nullpunkte geben, fiir den 
0<Z<1, 0< Y<1, 0S X< 1 ist, und gibt es infolgedessen tiber- 
haupt keinen Gitterpunkt x, y, ¢ auBer denjenigen, fiir welche auch X, Y, Z 
ganzzahlige Werte haben, d.h. auch X, Y, Z sind lineare ganzzahlige 
Formen in z,y,2. Mithin ist nicht bloB die Determinante der Formen 
x,y,2 in X,Y, Z, sondern auch deren reziproker Wert eine ganze Zahl 


A 
Fig. 1. 
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und also diese Determinante +1, mithin das Gitter (@) véllig identisch 
mit dem Zahlengitter in X, Y, Z. Wir kommen damit zu folgendem Satze: 

Sind «x,y, 42 irgendwelche lineare ganzzahlige Formen in %,),% mit 
einer von Null verschiedenen Determinante, so kann man stets (und nur auf 
eine Weise) drei lineare ganzzahlige Formen X,Y, Z in x,y, 2 mit emer 
Determinante +. 1 einfiihren, dap Relationen 

X=A4E+ 4) +453, Y= by +b33, 2=%3 
entstehen, wobei die ganzzahligen Koeffizienten den Bedingungen 
: b 
de> 0, b> 0; 0: 0<p, ae ao 

genugen. 

Die Einfthrung der Variablen X, Y, Z anstatt «, y,z nennen wir die 
Reduktion des Zahlengitters (©) in bezug auf das Parallelepiped O (UBC) 
und ferner bezeichnen wir O(ABC) als reduziertes Grundparallelepiped. 


§ 3. Zusammenriicken einer gitterformigen Lagerung in drei 
Richtungen. 


8. Wir denken uns die 9 Koeffizienten @,,...,,; in (1), welche ein 
Gitter (G) in bezug auf den Kérper K orientieren, als stetig verander- 
liche GréBen, wahrend alle Ungleichungen (3) bestehen sollen, also kein 
Gitterpunkt auBer O ins Innere des Bereichs R= K+ K’ falle. Nach 
(4) muB dabei stets A > J bleiben. Wir wollen nun zunichst zeigen: 

Ein Minimum von & kann jedenfalls nur eintreten, wahrend irgend 
drei Gitterpunkte in drei unabhdngigen Richtungen von O aus auf die Be- 
grenzung von ® zu liegen kommen. 

In der Tat, nehmen wir an, auf der Begrenzung § von & liegen 
entweder a) gar keine Gitterpunkte oder b) nur ein Paar Gitterpunkte an 
den Enden eines Durchmessers durch O oder c) mehrere Paare von Gitter- 
punkten, aber nur in einer einzigen Ebene durch O. Wir wahlen dann 
drei Gitterpunkte %&,B,@ aus, die nicht mit O in einer Ebene liegen, 
entweder im Falle a) beliebig oder im Falle b) so, daB YM auf § liegt, 
oder im Falle c) so, daB % und B auf & liegen. Wir fiihren nunmehr 
nach der in § 2 dargelegten Methode die Reduktion des Gitters (G) in 
bezug auf das Parallelepiped O(UBC) aus, und es sei O(ABC) das neu 
einzufiihrende reduzierte Grundparallelepiped. 

Wir variieren die Substitution (1) in der Weise, da8 wir A und B 
festhalten, dagegen C geradlinig auf den Punkt O zuriicken lassen. Dabei 
verringert sich der Wert von A, des Volumens des Grundparallelepiped, 
wahrend die auf % bereits vorhandenen Gitterpunkte véllig unberiihrt 
bleiben. Mit Riicksicht auf die Bedingung A>J wird die Variation 
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schlieBlich auf einen Zustand auslaufen miissen, wobei irgendein weiterer 
Gitterpunkt auBerhalb der Ebene OAB auf § eatiritt 

Da dieses Verfahren sich bei den dreierlei Umstanden a), b), ¢) aus- 
fiihren 1é8t, so konnen wir in der Tat das Gitter (G) unter Erhaltung 
der Rataeinen (3) und kontinuierlicher Verringerung von A so lange 
varlieren, bis wir auf § drei Gitterpunkte M, 8, in drei unabhingigen 
Richtungen von O aus vorfinden. 

9. Mit U,B, © zugleich liegen auch deren Gegenpunkte WU’, B’, ©’ auf 
@, und mit diesen sechs Punkten enthalt @ als konvexer Kérper den 
ganzen Bereich des Oktaeders UBCW'B'C’, welches diese sechs Punkte 
als Ecken hat. Wir wollen dieses Oktaeder kurz das durch U, 8, € be- 
stimmte Oktaeder nennen und mit Okt (2B) bezeichnen. 

Enthalt dieses Oktaeder auBer O und den Ecken noch irgendeinen 
weiteren Gitterpunkt G, so gehért dieser auch zu & und befindet sich 
daher notwendig ebenfalls auf der Fliche %. Hs liege G etwa auferhalb 
der Ebene OXB, so wird das Okt(2%BG) von kleinerem Volumen als das 
Okt (WBC) sein. Daraus entnehmen wir das Resultat: 

Werden unter allen auf der Begrenzung von & irgend vorhandenen 
Gitterpunkten drei nicht mit O in einer Ebene gelegene Punkte UX, B,C 
derart ausgewdhlt, dap das Okt(MBC) ein méglichst kleines Volumen hat, 
so enthalt dieses Oktaeder gewiB keinen Gitterpunkt auBer den Ecken und 
dem Mittelpunkt. 


§ 4. Gitteroktaeder. 


10. Ein Oktaeder ABCW BC’ mit O als Mittelpunkt, dessen sechs 
Ecken Gitterpunkte sind, (die nicht in eine Ebene fallen), und welches 
auBer O und den Ecken keinen Gitterpunkt enthalt, soll ein Gitteroktaeder 
heiBen. Wir fragen jetzt, wie kénnen wir von einem solchen Oktaeder 
aus das ganze gegebene Gitter (©) herstellen. 

Zu jedem Punkte P(a,y, 2) gehéren bestimmte GréBen x,y, 3, mit 
denen 

OP=r-0A+y-0B8+3-0€ 
gilt. Der Bereich des Okt(MBC) ist dann durch 


(5) le|+lol+lsl<t 
definiert. 

Wir fiihren nach r 2 die Reduktion des Zahlengitters in bezug auf 
das Parallelepiped O(XBC) aus. Es sei O(ABC) das reduzierte Grund- 
parallelepiped und X,Y, Z seien die dazu gehérigen neuen Gitter- 
koordinaten, fiir welche sich Relationen 


(6) X—ar+ay+ayz, Y= by + 653, Z = C53 
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mit den Bedingungen 
a SO ne tp0N Ue ees 


herausstellen, waihrend das vorgelegte Gitter (G) sich genau mit den 
simtlichen ganzzahligen Systemen X, Y,Z deckt. Fiir MU, 8, © haben 
wir bzw. 
X, Y,Z7=4,,0,0; ay, b.,0; ag, bg, ¢s- 
Da innerhalb der Strecke OW im Gitteroktaeder kein Gitterpunkt 
liegt, so finden wir zunaichst A = Y, a,=1. 
Sodann lautet die Ungleichung (5) ftir 3=0, also in der Ebene OUD: 


xy] [Els 


Wenn nun },>1, also >2 ware, so kénnten wir Y=1, und, da 
O<a,<b, ist, die GréBe X=O bzw. =1 derart annehmen, daB 
| —3 < ist; dann wiirde die Ungleichung hier erfiillt sein, und 
hitten wir damit in der Ebene OMB einen von O,%, W',B, B’ ver- 
schiedenen und dem Oktaeder angehérigen Gitterpunkt gefunden, was der 
Natur eines Gitteroktaeders widerspricht. Also mu8 6,=1, a, =0 sein, 
und wir finden demnach B= &. 


Die Ungleichung (5) lautet nunmehr 
(7) )\x—22|+|¥—2 
Wir unterscheiden mehrere Falle. Ist ce, > 1 und wngerade = 2d +1, 
so setzen wir Z=1 und kénnen X =O bzw. 1 und Y=0O bzw. 1 so 
annehmen, daB |x—2 | yu 
3 $ 

Summe links in der Ungleichung (7) 


d d 1 
Sep ae “ adti t tapi 


wir hatten also einen von O und den Hcken verschiedenen Gitterpunkt 
im Okt(%B) gefunden, was nach Voraussetzung nicht sein darf. 
Ist ¢,>>1 und gerade = 2d, so kénnen wir analy Z=1 ma X=0 
bzw. 1, Y =O bzw. 1 derart wiahlen, daB |x — a < — - : <> : 
8 
ist. Dabei wird, wofern nicht in diesen beiden Ungleichungen Sune 
das Gleichheitszeichen gilt, die Summe links in (7): 


(@—1)+a41 
=) sade Tex 


(<1 


ist. Dann wird die 


=1; 


ausfallen, und wire Okt(M%BC) wieder nicht ein Gitteroktaeder. In dem 
eben erwihnten besonderen Falle aber hitten wir a, = d, bs =d, c, = 2d 
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und, wenn d > 1 wire, wiirde der Gitterpunkt X, Y, Z = 1, 1, 2 innerhalb 
der Strecke OG, also im Inneren des Okt (8G) liegen. 

Danach erkennen wir, daB fiir a, b;, ¢, allein die beiden Wertsysteme 
0, 0,1 oder 1,1, 2 in Frage kommen. 

In dem ersteren Falle werden die Gleichungen (6) 


X=t, Y=y, Z=% 


und ist das urspriingliche Zahlengitter (©) in z, y,z vollig identisch mit 
dem Zahlengitter in x, ), 3. In diesem Falle bezeichnen wir das Okt(%B€) 
als Gitteroktaeder erster Art. 

Im zweiten Falle haben wir 


Ganzzahlige Werte X, ¥, Z entstehen einmal, wenn x,y, 3 ganze Zahlen 
sind, und ferner, wenn — ,y»- =) 4— = ganze Zahlen sind. Ins- 


besondere ist der Punkt C*: 
= = i= = oe > 

d. i. der Mittelpunkt des Parallelepipeds O(UBC), ein Punkt des Gitters 
in x,y,z. Das ganze urspriingliche Gitter (©) besteht hier einmal aus 
dem Gitter in x,),% und sodann aus den Punkten, die wir aus dem 
letzteren Gitter durch die Translation von O nach C* ableiten. In diesem 
Falle bezeichnen wir das Okt (UBC) als Gitteroktaeder zweiter Art. Das 
Volumen des Parallelepipeds O(ABC) ist hier die Halfte des Volumens 
von O(ABC). 

11. Wir kénnen nunmehr folgenden Satz zur Charakterisierung der 
Gitteroktaeder aussprechen: 

Sind 245 V1) 213 Vey Yo, 223 Vs, Yg, 2g ie Koordinaten von drei Gitter- 
punkten UX, B,C, so ist das Oktaeder mit den Ecken UX, B, ©, W, B’, UV ein 
Gitteroktaeder erster Art, wenn die Determinante aus jenen Koordinaten 
+1 ist, und ein Gitteroktaeder zweiter Art, wenn jene Determinante + 2 
ist und zudem 


1 1 
s (0, + 5+ 5), = (Yi t Y2+ Ys); a At #2 + 45) 


gleich ganzen Zahlen sind. 

12. Wir fiigen noch folgende Bemerkung hinzu. Die linke Seite in 
(7) wird, wenn wir uns 0 <a, <0; <c¢, und c, > 2 denken, sogar <1 
durch wenigstens eines der Systeme X, Y, Z == 0,0, 1; 0,1,1; 1,1, 1, es 
sei denn, daB c, = 2d +1 und dazu a,,b, =d,d; d,d+1;d+1,d+1 
oder c, = 2d und dazu a,,b;=d—1,d; d,d+1 baw. =d,d ist. In 
den letzteren Fiillen hat die linke Seite von (7) fiir das System 
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X,Y, 2 — 1 eeden Wert eo! fur'’c, > 3) oder el fiir 


C, > 4) bzw. = (<1 fiir c,> 2). Wir finden danach unter den eben 
genannten vier Systemen X, Y, Z immer wenigstens ein solches, woftir 
die linke Seite von (7) sich <1 erweist, auBer wenn 

sy Dg5 Cy =O; 1, 22 Wel Oe Bie ae 2a Ze 


ist. 


§ 5. Reduktion der unendlich vielen Ungleichungen des Problems 
auf eine endliche Anzahl. 


13. Wir nehmen wieder an, daB kein Gitterpunkt auBer O im Inneren 
von §& liegt, daB aber auf der Begrenzung % von & drei Gitterpunkte 
A, B, C — wir andern damit etwas die Bezeichnung — vorhanden sind, 
die ein Gitteroktaeder erster oder zweiter Art bestimmen. Wir fiihren 
die Koordinaten X, Y, Z zum Parallelepiped O(ABC) ein und setzen die 
in 4. fiir  definierte Funktion 


yp (&, 0, fy EG, Y, Z). 
Die dort angegebenen Funktionalbedingungen gehen dann in 
FX, tY,tZ) =tF(X, Y,Z), ¢>0, 
(8) F(X, ¥%,,4)+ FO, %, 4) 2F(G+ 44+ ¥,,4,4+4), 


(9) Fa = 2 ere, 
iiber. Indem die Punkte A, B,C auf § liegen, haben wir 
(10) EC (LS 0;.0) el, oe (On 0 eal (0Ond) anak 
Weiter soll nun auf Grund unserer Voraussetzung die Ungleichung 
) EEX AA Whee 2000) 


fiir jedes von 0,0, 0 verschiedene ganzzahlige Wertsystem X, Y, Z gelten, 
und soll tiberdies, falls Okt(ABC) ein Gitteroktaeder zweiter Art vor- 
stellt, die Ungleichung 


(11) F(X+5,Y+5,4+3)21 


fiir jedes beliebige ganzzahlige System X, Y, Z (das System 0, 0,0 hier 
inbegriffen), gelten. 

14. Wir wollen jetzt zeigen, da8 infolge des Bestehens der drei 
Gleichungen (10) von allen diesen Ungleichungen gewisse in endlicher 
Anzahl vorhandene das Bestehen aller iibrigen nach sich ziehen. 

In der Tat, greifen wir von den Ungleichungen (I) zunichst diejenigen 
besonderen heraus, in denen die Zahlen X, Y, Z nur Werte 0 oder + 1 
haben, das sind die folgenden: 
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@1) F(41,41,0)21, F(41,041)21, FO,41,4121, 
(12) Ge aad ame yea 
fiir alle méglichen Werte der einzelnen Vorzeichen + 1. 

Sollte nun, wahrend alle Bedingungen (10), (11), (12) bereits 
statthaben, irgendeine der Ungleichungen (I) nicht gelten, so sei 
G(X, Y, Z=a, b,c) ein Gitterpunkt, fiir den 

EEGs bee) <ul 
ist; wir kéunen uns etwa O<a<b<c(c>2) vorstellen, da wir die 
Rollen von + X,+ Y,+ Z vertauschen kénnen. Das Okt(A BG) gehért 
dann mit allen Punkten, die auBerhalb der Ebene OAB liegen, ganz zum 
Inneren von &. Dieses Oktaeder ist durch 


IX-42/4+|¥-22 


+|2|51 


bestimmt. Abhnlich wie in 10. schlieBen wir nun, daB in diesem Oktaeder, 
falls nicht gerade a,b,c von der Form d, d, 2d ist, stets wenigstens einer 
von den Gitterpunkten Z= 1, X =O oder 1, Y=O oder 1 auftritt. Der 
betreffende Gitterpunkt diirfte aber nach einer der Ungleichungen (11), 
(12) nicht ins Innere von & fallen. Mithin erkennen wir, daB zu den 
Ungleichungen (11) und (12) nur noch die folgenden 

oy ee een ee 2) rie? eel) el, Ce yee eet 
hinzuzunehmen sind, um die Gesamtheit der Ungleichungen (I) sicher- 
zustellen. Wir haben damit den Satz gewonnen: 

Ist Okt (ABC) ein Gutteroktaeder erster Art, so haben die Bedingungen 
(10), (11), (12), (13) die Gesamtheit der unendlich vielen Ungleichungen (1) 
zur Folge. 

Ist das Okt (ABC) ein Gitteroktaeder zweiter Art, so haben wir unter 
den Ungleichungen (II), indem wir X, Y,Z die Werte 0 und — 1 bei- 
legen, insbesondere die Ungleichungen: 


(14) F(ap4p45)2h 
Wir werden nun zeigen: 

Ist Okt (ABC) ein Gitteroktaeder zweiter Art, so reichen die Gleichungen 
(10) und die Ungleichungen (14) bereits aus, um die Gesamtheit der un- 
endlich vielen Ungleichungen (1) und (Il) nach sich zu ziehen. 

Zunichst folgen aus (14) alle Ungletchungen (I), nimlich speziell die 
Ungleichungen (11), (12), (13). Denn wir schlieBen aus (14) mit Riick- 
sicht auf (8): 

FQ, 1,1) 22, 
Fil, dO et (OO sd eaab( lo, ) = 2, 21, 1,0) > 1, 
FG, 1,.2)-- £(0,0,— 1) > F4,4,4),-F, 1,2) 21, 


14 Zur Geometrie der Zahlen. 


und dhnlich bei Anderung der Vorzeichen der einzelnen Variablen und 
bei den Permutationen ihrer Reihenfolge. 

Was sodann die Ungleichungen (II) anbelangt, so nehmen wir an, es 
seien die Ungleichungen (14) erfiillt, es bestiinde aber noch fiir einen 


Gitterpunkt G(X, Y,Z=a+ = b+ a e+ s)s wobei a,b,c ganze 
Zahlen sind, die Ungleichung 


Qat+1 2b-+1 ae 
FS , oF, =) <1; 


wir kénnen ohne wesentliche ie era uns etwa 
2a+1 -2b+1_ 241 
Oe cies! aio 


und 2c+1>3 denken. Nun enthilt das Okt ne d. i. der Bereich 


2a+1 2b +1 
Xo geri Z|+] ¥—ser17|+ [ze mi =! 
den Punkt X=<, Y=<, Z eS ; denn fiir diesen Punkt wird die 


hier links RCE Summe 
(¢— a) -+- (ec —0)- 1 
eS sa Gi: 


. =) <1 sein im Widerspruch mit einer der Un- 


also miiBte auch F(> De 


gleichungen (14). Die Ungleichungen (14) haben demnach in der Tat 
mit Riicksicht auf die drei Gleichungen (10) alle Ungleichungen (I) und 
(II) zur Folge. 

15. Nach der Bemerkung in 12. finden wir, wenn fiir ein ganzzahliges 
System G(a, b,c) die Umstinde O<a<b<e und c>2 statthaben und 
a, b,c nicht gerade mit einem der Systeme 

OP aa hs 2s 1 Peel rl eos, 2, Ore nent ee ny tee 
tibereinstimmt, wenigstens einen von den Gitterpunkten 0,0,1; 0,1,1; 1, 1,1; 
1, 1,2 sogar im Inneren des Okt (ABG) gelegen und kann daher G auch 
nicht auf der Begrenzung von & liegen, sondern mu8 dafiir notwendig 


F(a, b,c) >1 


ausfallen. 


§ 6. Die benachbarten Korper in einer dichtesten Lagerung. 


16. Nach den letzten Ausfiihrungen ist klar, da® bei kontinuierlicher 
Variation der Koeffizienten a,,a,,...,y,; in (1) dh. des Gitters (G) keine 
einzige der Ungleichungen (I) bzw. der Ungleichungen (I) und (II) ver- 
letzt wird, so lange nur die drei Gleichungen (10) und die in endlicher 
Anzahl vorhandenen Ungleichungen (11), (12), (13) bzw. (14) in Kraft 
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bleiben. Unter bestdndiger Wahrung dieser Bedingungen (10)—(13) bzw. 
(10), (14) suchen wir nun weiter 0, , 0, ..., 7/3 kontinuierlich derart zu variieren, 
da & sich verringert oder wenigstens nicht zunimmt und dabei in mog- 
lichst vielen unabhangigen von den fraglichen Ungleichungen das Gleichheits- 
zeichen sich einstellt. 


17. Wir nehmen als ersten Fall an, daB Okt(ABC) ein Gtitter- 
oktaeder erster Art ist und kénnen dazu voraussetzen, da auch im Verlaufe 
der vorzunehmenden Variationen niemals drei Gitterpunkte auf % auftreten 
sollen, die ein Gritteroktaeder zweiter Art bestimmen. 

Zunichst mége in keiner der Ungleichungen (11), (12), (13) das Gleich- 
heitszeichen gelten. Wir projizieren den ganzen Bereich des Korpers & in 
Richtung OC auf irgendeine diese Richtung nicht enthaltende Ebene durch O. 
Dadurch entsteht in dieser Ebene eine gewisse konvexe Figur % mit O 
als Mittelpunkt; % und 8 seien darin die Projektionen von A und B 
(Fig. 2). Im allgemeinen wird es nun méglich sein, unter Festhaltung 
von B und C den Punkt A auf der Begrenzung von & kontinuierlich so 
za bewegen, daB wihrenddessen % geradlinig : 
auf O zuwandert und damit A kleiner wird. 
Eine solche Variation ist nur in dem Falle 
zunichst nicht ausfiihrbar, wenn A innerhalb 
einer auf der Flaiche % verlaufenden, mit OC 
parallelen Strecke liegt, die sich dann natiir- 
lich in einen Randpunkt von ‘$8 projiziert. 
In diesem Falle wiirden wir A zuvérderst nach 
einem Endpunkte jener Strecke hin wandern 
lassen, wobei A sich nicht dndert, um hernach, wenn inzwischen kein 
neuer Gitterpunkt auf % aufgetreten ist, A in der beschriebenen Weise 
zu verringern. Da nun A nicht unter die von vornherein gegebene Grenze 
J, das Volumen von K, sinken kann, mu8 der dargelegte ProzeB not- 
wendig einmal auf einen Zustand auslaufen, wobei in einer der Unglei- 
chungen (11), (12), (13) das Zeichen = eintritt. 

Wenn dabei z. B. F(1,1,2)=1 wiirde, so fanden wir nach dem 
Satze aus 11. in — 1, 0,0; 0,—1,0; 1, 1,2 drei Gitterpunkte auf %, die 
ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen, was wir ausgeschlossen haben. 
Hiernach kommt gegenwiartig keine der Ungleichungen (13) in Frage. 
Wir machen nun ferner zundchst die Annahme, daB bei den vorzunehmen- 
den Variationen auch stets die Ungleichungen 


F(+1,+1,+1)>1 


gewahrt bleiben. Dann kommen einstweilen nur die Ungleichungen (11) 
fiir das Eintreten des Gleichheitszeichens in Betracht. Da wir die Be- 


Fig. 2. 
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zeichnungen Y und Z, auch X mit — X vertauschen kénnen, so diirfen 
wir annehmen, daB der Gitterpunkt S(—1,0,1) auf der Flache % er- 


scheint, daB also 
F(—1,0,1)=1 


wird. Diese Gleichung gewihrleistet vermédge 
LOS OR ieee 1,0, 1) > F(O, 0, 2) =2 


die Ungleichung F'(1,0,1)>1, d.h. solange C und S auf § bleiben, 
kann 1,0, 1 gewiB nicht ins Innere von 8 fallen. 

Die weiteren von den Ungleichungen (11) mégen noch das Zeichen 
> behalten haben. Wir kénnen nun mit dem Punkte B operieren wie 
vorhin mit A, indem wir wieder die Parallelprojektion von & in Richtung 
OC verwenden und kénnen ohne Zunahme von A erzielen, da in einer 
neuen der Ungleichungen (11) das Zeichen = eintritt. Indem wir noch 
X und Z vertauschen, auch Y durch — Y ersetzen kénnen, diirfen wir 
annehmen, es trete jetzt der Gitterpunkt R(0,1,—1) in § ein. Durch 
die Lage von # und C auf % wird zugleich gesichert, daB 0,1,1 nicht 
ins Innere von & fallt. 

Nun moge noch F(+1,+1,0)>1 geblieben sein. Die Strecken 
S’A und RB sind beide parallel und gleich lang mit OC. Wir fiihren 
jetzt jene Parallelprojektion von & in Richtung OC auf eine Ebene, die 
uns fiir den ganzen Kérper & die Figur $8 ergab, speziell nur fiir alle 
solchen zu OC parallelen Sehnen von § aus, welche an Linge > OC 
sind. Dadurch erhalten wir in jener Ebene eine neue Figur 0 mit O 
als Mittelpunkt, die ganz in der friitheren Figur $$ enthalten ist und ins- 
besondere die Punkte % und % aufnimmt (Fig. 2). Dieser Figur D kommt, 
weil § ein konvexer Kérper ist, ebenfalls die Higenschaft zu, mit irgend 
zwei Punkten stets die ganze sie verbindende Strecke zu enthalten, und 
stellt mithin 9) wieder ein konvexes Oval vor. 

Liegt 8 auf dem Rande von OQ, so bedenken wir, daB solchen 
Punkten des Randes von Q, welche Hiufungsstellen von nicht zu Q ziahlen- 
den Punkten aus 8 sind, mit OC parallele Sehnen in ® genaw von der 
Linge OC entsprechen und daf andererseits solchen Punkten des Randes 
von ©, die auch zum Rande von $8 gehéren, mit OC parallele Geraden 
entsprechen, die nur die Begrenzung von & treffen. Infolgedessen kénnen 
wir irgendeine kontinuierliche Verinderung von § auf dem Rande yon 
U1, wahrend A und C festbleiben sollen, immer so bewerkstelligen, daB 
dabei sowohl B wie der damit in bestimmter Weise verbundene Punkt R 
fortwihrend auf der Begrenzung von & verbleiben. Wir kénnen nun im 
allgemeinen 8 auf dem Rande von OQ kontinuierlich der Geraden OY% 
nihern und damit A verringern. Nur wenn % innerhalb einer diesem 
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Rande angehérigen, zu OY parallelen Strecke liegt, miissen wir zuvor 8 
nach einem Endpunkte dieser Strecke fiihren, eine Operation, wahrend 
der A sich nicht andert. Wir bemerken, daB bei der letzteren Sachlage 
die Flache & sicher eine geradlinige Strecke aufzuweisen hat, namlich, 
falls B zugleich dem Rande von § angehdrt, die Strecke RB, anderenfalls 
aber in einer Stiitzebene an R durch B die ganze Strecke, als deren Pro- 
jektion hier jene erwahnte Strecke auf dem Rande von © erscheint. 
Sollte B im Inneren von YD liegen, so wiirden durch B und R jeden- 
falls zwei verschiedene Stiitzebenen an & gehen; fiir diese miiRten dann 
in gewissen Umgebungen von B und R die in Richtung OC gemessenen 
Abstinde durchweg > OC sein, also wiren die Ebenen parallel, und 
kéunten wir B in seiner Ebene so verandern, dafS 8 geradlinig auf O 
zuschreitet. Freilich wiirde unsere Folgerung hier mit der anderen An- 
nahme in Widerspruch kommen, wonach C auf % selbst liegen sollte. 
Nach dieser Ausfiihrung kénnen wir nun, ohne da A wichst, zu einem 
Zustande fortschreiten, wobei schlieBlich noch in einer der Ungleichungen 
F(+1,+1,0)>1 das Zeichen = eintritt. Wiirden wir F(1,1,0)=1 
erhalten, so hatten wir in —1,0,1; 0,—1,1; 1,1,0 drei Gitterpunkte 
auf %, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen. Da wir solches 
vorlaufig ausgeschlossen haben, so bleibt nur die Annahme iibrig, daB 
noch der Gitterpunkt 7(1,— 1,0) auf § auftritt. 
18. Wenn die sechs Gitterpunkte A,B,C, R,S, 7 saimtlich auf § 
liegen, so ersehen wir aus 
F(1, Es DO pL) peck O,-oullal)) = Ask (0. 10, 1), 
Fi, ba 1,2) ole ue 1, 1, 0) ZS 2F(0, 0, 1), 
F(— 1, —1, 2) + F(1, — 1, 0) > 2F(0, — 1, 1), 
FU, 1; 1 is oat es 1, 0, At ( Ore Ly 1) era O,0; 1) 
usf., daB von den Ungleichungen (11), (12), (13) nur noch die Erfiillung 
der folgenden 
Ee ESL elie) ek, gh AL pans He 1) ed 
besonders zu fordern ist. Wiirde F(1,1, —1)—1 sein, so hatten wir in 
0, 0,1; 1,—1,0; 1,1,—1 drei Gitterpunkte auf §, die ein Gitteroktaeder 
zweiter Art bestimmen. Gegenwiartig haben wir danach in diesen drei Un- 
gleichungen das Zeichen > zu verlangen. 
19. Wir beriicksichtigen jetzt die in 17. zunichst ausgeschaltete 
Méglichkeit, daB in einer der Ungleichungen F(+1,+1,+1)>1 das 
Gleichheitszeichen eintritt, schlieBen aber immer noch aus, dai auf § drei 
Gitterpunkte auftreten, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen. 
Nehmen wir z. B. an, daB neben A, B, C noch der Gitterpunkt 
D(1, 1,1) auf % liege, so sind wegen 
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1 dastil; 1) + FG, 1,1) 2 2F@, 0, 1) 
usf, alle Ungleichungen (12) sichergestellt. Die Strecke AD ist parallel 
und gleich B’C. Wir verfahren unter Zuhilfenahme einer Parallelprojektion 
von & in dieser Richtung wesentlich nach der in 17. dargelegten Methode 
zur Verringerung von A, und wir diirfen nun ferner in einer der Un- 
gleichungen (11) das Gleichheits- 
zeichen als giiltigannehmen. Wiirde 
dabei etwa F(1,—1,0)=1 ein- 
treten, so hatten wir in 0, 0, — 1; 
1,1,1; 1,—1,0 drei Gitterpunkte 
auf %}, die ein Gitteroktaeder zweiter 
Art bestimmen, was nicht sein sollte. 
Wir nehmen nun etwa N(1, 1, 0) 
auf % gelegen an. Alsdann sind die Strecken ON, CD, A’B parallel und 
gleich lang; wir verwenden eine Parallelprojektion von ® in Richtung ON 
und diirfen endlich noch etwa L(0,1,1) auf % gelegen annehmen. Die 
beistehende Figur zeigt uns, da durch die Substitution 
X*=Z, Y= K—Y, Zt=Y—Z 

dieser Fall auf den schon in 17. behandelten zuriickfiihrt. 

20. Wir nehmen jetzt zweitens an, da8 das Okt (ABC) ein Gitter- 
oktaeder zweiter Art ist, und haben alsdann neben den drei Gleichungen 
(10) die Ungleichungen ae 


—1,0,4 0,0,4 
Fig. 3. 


vorauszusetzen. 

Zunichst mége in keiner dieser Ungleichungen das Zeichen = gelten. 
Wir verfahren wesentlich nach der in 17. entwickelten Methode. Wir 
verwenden eine Parallelprojektion von ® in Richtung OC und kénnen 
1). +) Ys 80 varileren, da8 A abnimmt oder konstant bleibt und schlieBlich 
in einer dieser Ungleichungen das Gleichheitszeichen eintritt. Es midge 


etwa der Gitterpunkt NV (> : = 
ee die Fliche & fallen; in den tibrigen Un- 
1,1,-1 

gleichungen (14) ice mége noch das 
Zeichen > bleiben. Nun ist CB parallel 

der Ebene durch O, A und WN (Fig. 4). 

nee Dy Wir verwenden eine Parallelprojektion 
von ® in Richtung CB, halten A und die 

Strecke CB nach Richtung und Linge und 
damit auch den Punkt N fest und konnen durch Variation von B und so, 
daB A abnimmt oder sich nicht dndert, einen Zustand erzielen, wobei eine 


—+) und sein Gegenpunkt N’ auf 
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neue der Ungleichungen (14) als Gleichung erfiillt ist; es trete etwa der 


Gitterpunkt L(->, = =) in die Flache § ein. — Dieser letzte ProzeB 


Ware nun genau so anzuwenden gewesen, wenn die Flache $ neben N 


auch bereits M (>; —<, =) enthalten hatte, da die Strecke MN parallel 
und gleich CB ist. Daraus leuchtet sofort ein, da8 wir tiberhaupt auch 
einen Zustand erreichen kénnen, wobei drei von den vier Paaren von 


=, etwa die drei Paare L, L', M, M’, N,N’, 


Gitterpunkten 2, +5, reve o 


auf % fallen. 
Vermége der Substitution 


DGS EC AVAL NES. EN VAS AO GED 


erhalten nun A, B,C, L, M, N und der Gitterpunkt = = > die neuen 
Koordinaten 
ee ee lds 1 Onde lO, O, OO OO Onts 1. 11. 

Das urspriingliche Zahlengitter (G) wird mit dem Zahlengitter in X*, 
Y*, Z* identisch; und damit kein Gitterpunkt auBer O im Inneren von 
hegt, bleibt nur noch die eine Bedingung zu erfiillen, daB der Punkt 
ee 7 == 1 ll nicht ing Innere you ® fallt. 

21. Wir sind durch diese Uberlegungen zu folgendem Resultate gelangt: 

Um fiir einen gegebenen konvexen Korper K das Minimum (oder die 
verschiedenen existierenden Minima) von A zu finden, gentigt es, solche An- 
ordnungen des Gitters (©) in Betracht zu ziehen, wobei von diesem Critter 

entweder (1) auf die Begrenzung von 8 = K+ K’ die Punkte 


TO, O00 1 Or OO te Onl 1. 1 Os I — 1,0 


und die Punkte —1,1,1; 1,—1,1; 1,1,—1 auferhalb & fallen, 
oder (IL) auf die Begrenzung von ® die Punkte 


(00-70, 1 0: 0.0, 1. Onl, 1. 1, 0, 1; 1, 1,0 


fallen und der Punkt 1,1,1 auBerhalb & liegt, 
oder (Ill) auf die Begrenzung von & die Punkte 
PRPC ORO OU tO by Ltt, Orde Tidy Onde 21 cl, 
fallen. 

Aus einer beliebigen Anordnung des Gitters (©) von dem hier be- 
zeichneten Charakter, welche ein Minimum von A liefert, kénnen unter‘ 
Umstiinden, — jedoch nur in solchen Fallen, wo auf der Begrenzung von 
R geradlinige Strecken vorkommen, — andere Anordnungen von (8), 
welche nicht jenen Charakter tragen, durch kontinuierliche Variation ohne 
Anderung des Wertes von A hervorgehen und diese wiirden dann in 
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gleicher Weise dichteste gitterformige Lagerungen fiir den Grundkérper 
K bestimmen. 

Die in (I) aufgefiihrten sechs Gitterpunkte mit ihren Gegenpunkten 
in bezug auf O bilden die Ecken eines Kubooktaeders, die in (III) ge- 


Fig. 5. 


nannten sieben Gitterpunkte mit ihren Gegenpunkten in bezug auf O die 
Ecken eines Rhombendodekaeders (Fig. 5). 


§ 7. Arithmetische Aquivalenz bei positiven terniren quadratischen 
Formen. 


22. Khe wir in der Behandlung unseres allgemeinen Problems weiter- 


gehen, wollen wir das Beispiel der dichtesten Lagerung von Kugeln naher 
ins Auge fassen. 


Es sei K eine Kugel vom Radius + fiir den Kérper R= K+ K’ 


i. 
also o(&, 1, §) = (&?+ 77+ &)?, so haben wir in 
p= (a0 + oy + a2)? + (B,e + Boy + Bye)? + (4% + vey + 752)? 
= 2" + 2eoxy + 2e,gL2 + Cyoy"™ + 2epgye + lygez*— h(a, y, 2) 
eine positive terndre quadratische Form mit einer Determinante D = A? 


Um die dichteste gitterfoérmige Lagerung fiir Kugeln vom Radius = 


zu finden, haben wir nach 21. nur diese zwei Annahmen zu diskutieren: 
(II) Die Flache h(a, y, 2) =1 enthalt « sechs Gitterpunkte 
Dy, #e= 1 ORO Oy 1, OTRO ROMO is eased Osa) aa, 1, 0; 
dann miiBte 
ee, 1 TaN? 3 
h(@,y,2) = @—ay—ae+y—yet e= (e— Sy — 3) sini Ciao 
sein, und jene F'liche ware eine Zylinderfliche, nicht eine Kugel. 
(I) Die Flaiche h(w, y, 2) =1 enthalt die sechs Gitterpunkte: 


z,y,2=1,0,0; O50; 0,051; 0,1, -1; =O: i 0. 
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dann haben wir 


h(t, y,2)=e8+ay+ue+YPt+yet+ 2 
und wird D = A?= - Demnach gelangen wir zu dem Resultate: 


Im Falle der dichtesten gitterformigen Lagerung von gleichen Kugeln 
verhdlt sich der von den Kugeln erfiillte Rawm zum ganzen unendlichen 


; 1 : 
Raume wie oye Die betreffende Lagerung ist dadurch charakterisiert, 


daB eime jede Kugel in den zwilf Ecken eines Kubooktaeders an andere 
Kugeln stopt. 

Fir die dichteste Lagerung von Ellipsoiden gilt offenbar genau der 
namliche Satz. 

Das entsprechende Problem fiir zwei Dimensionen hingt analog mit 
der Transformation von &?+ 7? in 2?+ zy + y? zusammen, und kann man 
in einer Hbene durch lauter gleiche Kreisflachen, die nicht ineinander ein- 
dringen und deren Mittelpunkte ein parallelogrammatisches Punktsystem 


ten 
bilden, ¢m Maximum den ale Teil der ganzen unendlichen Ebene 
ausfiillen. 

23. Ich will jetzt zeigen, daB die Theorie der arithmetischen Aquivalenz 
der positiven terndren quadratischen Formen, deren Hauptsitze von Seeber 
und Gau8 aufgestellt sind und in der Folge manche andere Ableitung 
gefunden haben*), vollstindig und durch einfache Uberlegungen allein aus 
der eben bewiesenen Tatsache tiber die dichteste Lagerung von Kugeln 
erschlossen werden kann. 

Es sei 


CU? + Zegay + +++ + Oye = h(a, y, 2) = (F@, y, 4)? 


eine beliebige positive ternére quadratische Form mit der positiven Deter- 
minante D. Wir setzen die Form h irgendwie in die Gestalt 


h = (@,% + oy + 02)? + (B,% + Boy + By2)?+ (4% + Vey + 74)? 
= +4 77+ ¢? und deuten &, 7, € als rechtwinklige Koordinaten im Raume. 
Der Ausdruck Vh = f(a, y, 2) stellt alsdann die Entfernung des variablen 
Punktes P mit den Bestimmungsstiicken x,y,z vom Nullpunkte O dar. 
24. Wir betrachten das Gitter (G) der Punkte mit ganzzahligen 
Werten z,y,2 und bestimmen in diesem Gitter einen ersten vom Null- 


*) Seeber, Untersuchungen tiber die E genschaften der positiven terniren qua- 
dratischen Formen, Freiburg i. Br., 1831. — Gau8, Géittingische gelehrte Anzeigen, 
Jahrg. 1831 (Werke, Bd. II, 8. 188). — Dirichlet, Crelles Journal, Bd. 40, 8. 209 
(Werke, Bd. II, 8. 27). — Hermite, Crelles Journal, Bd. 40, 8. 173; Bd. 79, 8. 17 (Oeuvres 
T. I, p. 94 und T. III). — Selling, Crelles Journal, Bd. 77, S. 1483. — Korkine u, 
Zolotareff, Mathematische Annalen, Bd. 6, S. 366. 
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punkte verschiedenen Gitterpunkt A derart, daB die Entfernung OA so 
klein als méglich ausfallt, hernach einen zweiten Gitterpunkt B auBerhalb 
der Geraden durch O und A, so daB die Entfernung OB so Kem als 
méglich wird, endlich einen dritten Gitterpunkt C auBerhalb der Ebene durch 
O, A und B, so dab die Entfernung OC so Kein als méglich wird. Hs 
seien 1,, m,, 1,3 lp, Mg, 3 lz, mg, M, die x, y,z2-Werte von A, B,C und 
fi, fey fs die Entfernungen dieser Punkte von 0. 
Wir setzen 


(15) e=1,X4+1,Y+1,Z, y=mX+m,¥Y+m,Z, 2z=n,X+n,Y+n,Z, 
und es sei @ die Determinante dieser Ausdriicke. Die Form hf gehe durch 
diese lineare Substitution in 
Ey, X?+2k,,XVY+---+ £27? = H(X, Y, Z) 
tiber; dabei wird E,,—/,?, Eua=—fi’, Es; =f". Wir bringen H in die 
Gestalt 
(APG iAg Yt hg)” (B Mer, BZ)" + (1,2), 
so daB A,, B,, [; > 0 sind, und setzen 
A, & +A, YA, 2Z\*. (BY BL 2\") 12" 
Jelena hneraicm es! 

25. Die Fliche ®=1 stellt im Raume der rechtwinkligen Koor- 
dinaten §, 7, € ein Ellipsoid vor mit einer Hauptachse in der Linie OA, 
einer dazu senkrechten Hauptachse in der Ebene OAB und einer dritten 
auf dieser Ebene senkrechten Hauptachse, bzw. von den Lingen f,, fs, fs. 
Fiir jeden von O verschiedenen Gitterpunkt in der Geraden OA(Y =0, Z=0) 
ist H>f,?, > >1, fiir jeden Gitterpunkt auBerhalb dieser Geraden in der 
Ebene OAB(Z=0) ist H>f,?, 0 > 1, fiir jeden Gitterpunkt auBerhalb 
der Ebene OAB ist H>f,?, ® >1. Danach liegt kein Gitterpunkt x, y, 2 
auBer dem Nullpunkte im Inneren des Ellipsoids & < 1. 

Konstruieren wir nun den Korper > < = und weiter alle Kérper, die 
aus diesem durch die Translationen vom Nullpunkte nach den einzelnen 
Gitterpunkten x, y, 2 entstehen, so werden diese simtlichen gitterférmig 
angeordneten Hllipsoide untereinander héchstens Punkte der Begrenzungen 
gemein haben, und ist daher nach 22. das Verhiltnis aus dem Volumen 


von 0 < = und dem Volumen des Grundparallelepipeds des Gitters (G), 


also Fhihals’ VD sicher SU d.h. wir haben 
(16) hi fehs = V2D, Ey Ey, Ess = 2D. 

Andererseits berechnet sich die Determinante von H in a, y, 2 zu 
(“Ee tey so daB 


A, BT; = |d|VD 
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folgt. Nun ist fiir die Punkte A, B,C baw. H= f,?, f,?, fy?, so daB 
A,=fi, Bs She, IsShs 
entsteht. Demnach gilt 


fifefs= |4|VD. 
Mit Beriicksichtigung von (16) geht hieraus 


(17) }d| S72, 
mithin d=+1 hervor. Die Determinante der Substitution (15) ist also 
+1, das Gitter in X, Y, Z ist identisch mit dem Gitter (©) in a, y, z, 
die Form H arithmetisch dquivalent der gegebenen Form h. 

26. Nach der Art, wie die Punkte A, B, C mit ihren Entfernungen 
OA, OB, OC eingefiihrt wurden, bestehen fiir die Form H die simt- 
lichen Ungleichungen 


(18) 0 — Ey, = Ex» = Es3, 
(19) A(X, 0,0) > Ey, A(X, Y,.0) > Ey, H(X, Y, Z) > Ess, 
(X + 0) (Y + 0) (Z + 0) 


worin X, Y, Z beliebige ganze Zahlen sind. Umgekehrt leuchtet ein, daB 
mit diesen Ungleichungen, wahrend die Substitution (15) ganzzahlige 
Koeffizienten und eine Determinante + 1 hat, der hier in Frage kommende 
Charakter der Gitterpunkte A, B, C vollstindig erschdpft wird. 
Hine ternire quadratische Form H(X, Y, Z), welche diese simt- 
lichen Ungleichungen (18), (19) erfiillt, heiBt reduziert. 
Analog heift eine binire quadratische Form 
A(X, 2G) am Hie oe 2X Y + Es, re 
reduzert, wenn sie allen Ungleichungen 
0 x Ey < E2, A(X, 0) = Eiy;, JE EOC Y) = Ex, 
(X +0) (¥+0) 
geniigt, worin X, Y beliebige ganze Zahlen sind. Es leuchtet ein, daB, 
wenn H(X, Y, Z) eine reduzierte ternare Form ist, die drei daraus durch 
Nullsetzen je einer Variable entstehenden binaéren Formen A(X, ¥, 0), 
H(X,0,Z), H(0, Y, Z) ihrerseits notwendig reduziert sind. 
Aus der Menge der Ungleichungen (19) greifen wir insbesondere die 
folgenden heraus: 


(20) A(£1,1,0)> Ey, H(+1,0,1)2F,5, H0, +1, 1) 2 Bs, 


dei, 

; Ey, = 2|£,3|, E,, = 2|£,5|; E,, = 2| Exs|, 
und ferner 
(21) EG Ls +1, 1) = Ess; 


diese letzteren Ungleichungen (21) sind infolge der Ungleichungen (20) 
von selbst erfiillt, wenn die GréBen E,,, js, Fy3 alle drei positiv oder 
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eine positiv und zwei negativ sind oder darunter wenigstens eine ver- 
schwindende auftritt; wenn aber diese GréBen alle drei negativ oder zwei 
von ihnen positiv, eine negativ sind, so liefert (21) die eine neue Be- 
dingung 

Ey, + Fog = 2| By | + 2 | Eg | + 2 | Beg |- 


Wir wollen jetzt den Nachweis erbringen, dafs die speziellen, in end- 
licher Anzahl vorhandenen Ungleichungen (18), (20), (21) die sdmtlichen 
unendlich vielen Ungleichungen (19) nach sich ziehen und also den Charakter 
von H als reduzierte Form bereits vollig bestimmen. 

27. Wir betrachten zu dem Ende die Mannigfaltigkeit der sechs un- 
abhingigen Variablen £,,, E,,,...,H,; und in dieser denjenigen Bereich (§), 
der durch die saimtlichen Ungleichungen (18), (19) fiir diese Variablen 
definiert ist, wobei wir noch die Bedingung E,,>0 durch E,,>0 er- 
setzen wollen. Jedem Punkte E,,, E,.,..., E;,; 1m dieser reduzierten 
Kammer (§)) entspricht eine niemals negative ternare Form H. Da die 
Ungleichungen (18), (19) linear und homogen in den Variablen E,,, Ey»,..., E35 
sind, so besitzt () die Higenschaft, mit irgend zwei Punkten (Formen) 
H®, H® stets die ganze sie verbindende Strecke, d. h. die Koeffizienten- 
systeme der Formen (1 —¢#)H®+tH™® fiir alle Parameterwerte ¢>0 
und <1 zu enthalten, stellt also einen konvexen Korper in der Mannig- 
faltigkeit der E,,, E,,,...,H,3; dar. Nach den allgemeinen Grundsitzen 
tiber die Begrenzung eines konvexen Kérpers*) geniigt es nun zur Definition 
des Bereichs (), von den Ungleichungen (18), (19) nur jede solche aus- 
driicklich zu fordern, fiir welche im Bereiche ($) em Punkt gefunden 
werden kann, der die betreffende Ungleichung mit dem Zeichen =, alle 
davon verschiedenen der Ungleichungen (18), (19) aber mit dem Zeichen 
>(<) erfiillt. 

Jeder Punkt H in (>), der nicht einer wesentlich positiven Form ent- 
spricht, ist zufolge der angegebenen Higenschaft von ($) gewi® Haufungs- 
stelle von wesentlich positiven reduzierten Formen und aus der Unglei- 
chung (16) fiir diese letzteren Formen geht dann die nimliche Ungleichung 
auch fiir H hervor; daher ist fiir H dann notwendig D=0O, H,,=0. 
Die letztere Relation hat wegen (20) noch E,,=0, E,,=0 zur Folge, 
und ist die Ungleichung H,,>0 hiernach bei der Definition von (§) 
entbehrlich. Jeder Punkt von (>) aber, fiir welchen E,,> 0 ist, liefert 
gewiB eine wesentlich positive Form. 

28. Greifen wir nunmehr eine in dem eben besprochenen Sinne not- 


wendige der Ungleichungen (18), (19) heraus; es sei dieses etwa eine 
Ungleichung 


*) Geometrie der Zahlen, Leipzig, 1896. 
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H(a, 6, ¢) > Ess, 
wo a,b, ¢ ganze Zahlen sind und c+0 ist. Dann gibt es also im Be- 
reich ({)) irgendeine wesentlich positive Form H=(E,,, Ey,... ree od 
deren Koeffizienten diese Ungleichung mit dem Zeichen =, alle davon 
verschiedenen der Ungleichungen (18), (19) aber mit dem Zeichen > 
erfiillen. 

Bezeichnen wir, wie in 24., mit OA BC das Grundparallelepiped des 
Gitters in X, Y, Z, so liegt wegen c+-0 der Gitterpunkt G (X =a, 
Y=6b, Z=c) auberhalb der Ebene OAB und bietet hier dieselbe Ent- 
fernung YH von O wie O dar. Wir kénnten daher bei der Aufsuchung 
einer beliebigen mit H aquivalenten reduzierten Form den Punkt G an 
die Stelle von C treten lassen, und nach (17) muB alsdann die Deter- 
minante aus den Koordinaten von A, B, G notwendig + 1 sein, d.h. wir 
haben c= +1. 

Aus der am Schlusse von 22. hinzugefiigten Bemerkung tiber die 
dichteste gitterformige Lagerung von Kreisflachen in der Ebene schlieBen 
wir analog, da8 zur Charakterisierung einer reduzierten biniiren Form 

A(X, Y)= Hy, XP+2H8, XY + EY? 
jedenfalls die Ungleichungen 
Qt eat cIT Kyl) DA 
ausreichen. 

Wir ersehen daraus zunachst, daB wir bei der Definition einer redu- 
zierten terniren Form von den Ungleichungen (19) gewif nur die folgenden 
notig haben 

Oe ta) at cH AY 11) = By, 

Nehmen wir jetzt an, es sei b+ 0. Da in den hier aufgefiihrten 
Ungleichungen die GréBe E;,; herausfallt, so kénnen wir in der Form 
H(X, Y, Z) an Stelle des Koeffizienten F,, den Wert Ej, = E,, setzen 
und die dadurch entstehende neue Form H* wird ebenfalls reduziert sein. 
Fiir diese Form H* ist nun 

H*(a, b, c)= ES. 
Da wir b+ 0 haben, so kénnen wir bei der Aufsuchung einer beliebigen 
mit H* iquivalenten reduzierten Form den Punkt G an die Stelle von B 
treten lassen, wihrend wir A und C unverandert beibehalten, und es muB 
nunmehr die Determinante aus den Koordinaten von A, G, C notwendig + 1, 
also 6b = +1 sein. 

Der analoge Schlu8 fiir binare Formen zeigt, dab eine reduzierte 
binire Form A(X, Y) = (4, E,2, F,,) vollig durch die Ungleichungen 
0S ES Bu, H(t 1,1)2 Eu 

charakterisiert ist. 
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Mit Riicksicht hierauf brauchen wir nunmehr fiir eine reduzierte 
ternire Form H(X, Y, Z) von den Ungleichungen (19) nur noch die 
folgenden in Betracht zu’ ziehen: 


Tels 1, 1, 0) S E%., Ae 1, 0, 1) 2 Ess, A(X, a 1, 1) 2 Ess. 


Nehmen wir nun an, es sei z.B.c=1,b=—1 unda+0. Wir 
0 9 2 1 
ersetzen in H* die Koeffizienten EX, E33, E durch Ey —e, Ey — sé, 


EX —e, wobei ¢>0 sei. Die neu entstehende Form H** erfiillt in 
vollig unverinderter Weise die Beziehungen 


1p as Bes PEG; b, ¢) ma ES, 
H**(41,1,0) > BR*, H*(4 1,0, 1) > BR*, W*(X,—1,1) > ER. 


22 7 33? 

Wir setzen ¢e << EX — E* voraus, und es bleibt auch HA* < EZ*. Sollte 
nun, wenn wir ¢ von 0 an bis zu der hier genannten Grenze kontinuier- 
lich wachsen lassen, schlieBlich einmal in irgendeiner Ungleichung 
H**(X,1,1) > E%* das Gleichheitszeichen eintreten, so kénnten wir fiir 
die betreffende immer noch reduzierte Form H** die Punkte 1, 0, 0; 
X,1,1; a,—1,1 an die Stelle von A,5,C treten lassen; die Deter- 
minante aus den Koordinaten dieser Punkte aber ware = 2 im Wider- 
spruch mit der Bedingung (17). Also muB H** auch noch bis zu 
é = EX — EX reduziert bleiben. Bei diesem Werte von ¢ haben wir nun 
Es* = EX*. Also kann fiir H** jetzt der Punkt G an die Stelle von A 
treten, wihrend B und C ihre Rollen beibehalten, und mu endlich die 
Determinante aus den Koordinaten von G, B,C, also a=+1 sein. 
Damit ist in der Tat die in 26. aufgestellte Behauptung erwiesen. 

29. Die erlangten Satze sprechen wir in folgender Weise aus: 

Zu emer beliebig gegebenen terniren positiven quadratischen Form 
h(a, y, 2) kann man immer eine ganzzahlige lineare Substitution mit der 
Determinante + 1 bestimmen, durch welche h(x, y, 2) in eine Form 


A(X, Y, 27) = £,, X°+ 2H, XY +---+ EZ? 
dibergeht, die den Ungleichungen 
0 <Fi, < Figg S Ess, 2|£,s| = Eis, 2|E,s| << Eis, 2| Eys| = Eis 


und zudem, wenn Ey. E,,E3 <0 ist, noch der Ungleichung 

e 2| Bis | + 2|Eys| + 2| Bas) < By + Bey 
genugt. 

Die Form H behdilt diesen Charakter, wenn man darin noch irgendwie 
X durch + X, Y durch + Y, Z durch + Z ersetzt. Abgesehen von diesen 
moglichen Abdnderungen ist jene Substitution und diese redusierte mit h 
dquivalente Form H villig bestimmt, wofern in keiner der genannten Un- 
gleichungen das Grleichheitszeichen statthat. In jedem Falle aber sind die 
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Werte E,,, Ex, E33 eindeutig bestimmt. Dabei folgen aus den angenommenen 
Ungleichungen die siimtlichen Ungleichungen: 


H(X, Y, 2) > #,,, H(X, Y, Z) > Ey, H(X, Y, Z)> Es 
(X,¥,Z+0,0,0) (¥,Z+0,0) (Z +0) 
fiir ganzzahlige X, Y, Z. 
Endlich gilt dabei die Beziehung (Theorem von GauB): 


Foy; Eo, Egg < 2D. 


In dieser Ungleichung tritt bei gegebenem D das Gleichheitszeichen nur ein, 
wenn 
ey 2D(X?+ 2+ 2?4+ XVY+XZ+ YZ), dew. 
= /2D(X?+ Y?+ Z?— XY— YZ) 
ast bew. daraus durch Permutation und Vorzeichendnderung der Variablen 
hervorgeht, welche speziellen reduzierten Formen stmtlich untereinander dqui- 
valent sind (vgl. auch Fig. 3 in 19). 


§ 8. Die weiteren Bedingungen fiir eine dichteste Lagerung. 


30. Wir nehmen jetzt die Behandlung des Problems der dichtesten 
Lagerung fiir einen beliebigen konvexen Grundkérper K wieder auf. Die 
GréBe A, welche wir fiir K unter Erfiillung gewisser Ungleichungen zu 
einem Minimum zu machen suchen, ist eine Funktion der neun Variablen 
1) %g,--+) Pg, die uns zur Festlegung eines Gitters dienen. Bei einem 
Minimum von A koénnen wir nach 21. gewisse 6 bzw. 7 Gleichungen als 
erfiillt voraussetzen. Es fehlen uns daher noch 3 bzw. 2 weitere Glei- 
chungen zur Charakterisierung eines Minimums von A, die wir jetzt er- 
mitteln wollen. 

31. Wir verfolgen zuerst die Umstinde des Falles (I) in 21:: 

Es sollen die Punkte 


ss R, S, By 
TeGRO UMIRO20,.0 10.1, —11.-410041s1, — 150 


auf der Fliche $, der Begrenzung von &, und die Punkte —1,1,1; 
1,—1,1; 1,1,—1 auferhalb & legen. Ferner setzen wir voraus, dab 
nicht auf % drei Gitterpunkte vorhanden sind, die ein Gitteroktaeder 
zweiter Art bestimmen. 

Kénnen nun iiberhaupt aufer den genannten 6 Gitterpunkten und 
ihren 6 Gegenpunkten noch andere Gitterpunkte auf der Flaiche § aut- 
treten? Nach 15. kénnen neben den Punkten 2, Mt, N auf der Fliche F 
iiberhaupt nur solche Gitterpunkte da sein, deren Koordinaten abgesehen 
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von der Reihenfolge und den Vorzeichen eines der folgenden Systeme 


ergeben: 
Oa een Sea We Bat pe Boe 4 oe Wo | aoe 


Lo: ly 2, Om 25.25 Oh lae ae aeome 
Nun leiten wir aus der allgemeinen Funktionalungleichung (8) fiir einen 
konvexen Kérper insbesondere die folgenden Ungleichungen ab: 


F(*,,38,£4)+FC1,1,0) + FC1,0,024F(",,1,+1), 
0 


F(-1, 7,,44)+FQ,—-1,0) + FO,-1,024F(0, ©,,+1), 


F(a,b,c)+aF(—1,0,1)+6F(0, —1,1)>(a+6+e¢)F0O,0, 1), 
(a,b,c = 2, 2,3; 1, 2,3; 1,1, 3; Ls te dee), 


| aes 2, 3) iF (=O) Satter ks i) 


F(—2,—2,3)+ F(—1, 0, 0) + F(0, —1, 0) >3F(—1, —1, 1), 

KG 2, 3) (Lae T 20) + (d, 0,0) 2 SG), 

F(—1, 2, 3) ol (Opal, 1) aE SO, 0) >5F(0, 0, 1), 

C= 1, 3) te Lily =a 0) = 3 FO, 0, 1), 

F(—1, 2,2) + F(—1, 0, 0) >2F(1,1, 1), 

F(1, —2, 2) + Fd, 0, 0) > 2F(1, —1, 1), 

Fi, —1, 2) + Fd, —1, 0) >2F(1, —1, 1), 

FO 51,2) +20, — 1s 1) 23 (0,01) 
auf Grund dieser Ungleichungen sowie der weiteren, die daraus durch 
Permutation der Variablen hervorgehen, scheiden von den genannten 
Systemen sofort eine Reihe als auerhalb des Kérpers 8 gelegen aus. Es 
bleibt die Lage auf % nur noch fiir diejenigen Gitterpunkte fraglich, 
deren Koordinaten abgesehen von der Reihenfolge eines der Systeme 

TPs a 1 oO, lees 1, Oe 

ergeben. Wenn aber einer dieser Gitterpunkte auf % liegt, so erlangt 
man nach 11. entweder durch die Systeme 0,0, —1; 1, —1, 0; —1, —1,3 
oder 1,0, 0; 0,1,0;.—1,—1,2 oder 1,0,0; —1,1,0; 0,—1,2 oder 
—1,.0,.0;.0,—1,.1;.1, 1,1 oder 1,—1, 0; 1,.0,— 1s. 0,1, iedrei. Gitter- 
punkte auf %, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen. Wir haben 
demnach jetzt anzunehmen, daB die Fliche % neben &, M,N, RK, S, TF 
und den Gegenpunkten keine weiteren Gitterpunkte aufweist. 


Wir legen durch jeden der Punkte &, M, Mt, R, S, T eine Stiitzebene 
an ®; die Gleichungen dieser Hbenen seien: 
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L=X+1,Y+1,7=1, 
M=u,X+¥+u,7=1, 
(22) N=y,X+%Y+Z=1, 
R= (%—o,)X+o¥—(i—e,)4=1, 
=— (1—6,)X+(6,—6,)Y+oZ7=1, 
P=%t,X%—(1—4)7 + (,—7)Z=1. 
Hin jeder Ausdruck L, M,N, R,S, 7 muB im ganzen Bereiche yon & 
im Intervalle >—1 und <1 liegen. Die Form LZ wird fiir jene sechs 
Git‘erpunkte bzw. 
1, dy, Ag, 4g—Ag, —1+ 43, 1— Ay; 
mithin sind A,, 2, beide >0O und <1. Die Form R wird fiir die sechs 
Punkte bzw. 
2 — %17 02, —1 + e,1,-1L+,— 5 
mithin sind g,, eg, beide >0O und <1. Das nimliche gilt von wy, u,; 
V1, Yq} 3 O25 Ty, Ts. 

Wir denken uns nun die X, Y, Z-Koordinaten in ihrer augenblick- 
lichen Bedeutung festgehalten und variieren dagegen das Gitter (G) kon- 
tinuierlich, indem wir die Punkte & Mt, X an die Stellen verlegen, deren 
X, Y, Z-Koordinaten 

Uris Xx, 6.),,22,5>2-5; L ie Ya, 64,4; réA,, &Y,, 1 + eZ, 
sind, unter ¢ einen positiven Parameter verstanden. Dabei sollen die 
Punkte &, M, NM, R, S, T in den betreffenden Stiitzebenen oder auf deren 
dem Nullpunkte abgewandten Seiten bleiben, d. h. es sollen die Un- 
gleichungen 
Ge OMinenO ry 0 eR 0 Shs, 0 2 > 0 

gelten; wir bezeichnen hier die Werte der Formen L, M,..., 7 fiir das 
System X;, Y,, Z, durch Anhingen des Index 7. Nach den vorausgeschick- 
ten Bemerkungen wird dabei jedenfalls kein Gitterpunkt ins Innere von 
eintreten, so lange ¢ eine gewisse Grenze nicht tibersteigt. 

Der Wert der Determinante A verindert sich bei dieser Variation 
von &, M, MN aus A(O) in 

A(e) = A(O)(1 + &(X, + Ya + 4) + 2%) + €8())- 

Wenn nun nicht X, + Y, + Z, = 0 eine notwendige Folge der obigen 
sechs Ungleichungen ist, so wiirden wir « als positive GréBe weiter so 
klein wihlen kénnen, daB hierbei A sich verringert. Fiir ein Minimum 
von A ist danach notwendig, daB die linke Seite dieser letzten Un- 
gleichung eine homogene lineare Kombination der linken Seiten jener 
fritheren sechs Ungleichungen mit nicht negativen Koeffizienten ist, d. h. 
bei einem Minimum von A miissen die drei Gleichungen 
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X= IL—sS8S+#T, 
(23) Y= rkR+mM—tT, 
Z=—rkisStinNn 
mit gewissen (und zwar durchweg nicht negativen) Faktoren 1,m,n,r,s,t 
zu erfiillen sein. 
32. Wir betrachten jetzt die Umstande des Falles (II) in 21:: 
Es sollen die Punkte 
us M, M, R, S x 
10,007 1702.0, 01-07 tale et On Th ® 
auf der Fliche & und der Punkt 1,1,1 auferhalb & liegen. 
Wir legen durch jeden der Punkte &, Mt, M, R, S, TX eine Stiitzebene 
an &; die Gleichungen dieser Ebenen seien: 


L=X—-i’,Y—1,Z=1, 
=—14X%+¥—p,,2=1, 
=—y,X—»vY+Z=1, 

R=—-oX+o¥+0—e)4=1, 

S=(1—6,)X—o,¥Y+o,Z=1, 

T=1,X+A—14,)¥—17,Z7=1. 

In & miissen die Ausdriicke L, M, N, R, S, T durchweg >—1 und <1 

bleiben. Die Form ZL wird fiir jene sechs Gitterpunkte bzw. 

1, —4,, — 43, — dg — Ag, 1 — dg, 1 — Ag; 

mithin ist O< A, <1, O0<4,<1 und 4,4 24,<1. Die Form R wird 

fiir die sechs Punkte bzw. 

— 1) G2, L— es, 1, —e: +1 —e2, — @: + 033 

mithin ist 0< e@, <1 und entweder 0< 9, <1 oder 0 < — 9, und dabei 

zugleich — e, <e, und —e,<1—e,. Entsprechende Umstiinde gelten 

fiir Ms, tr} V1, %2} %%, G9} 7, Ts. 

Wir variieren nun &, Vt, Xt derart, daB ihre neuen Orte in bezug auf 
das alte X, Y, Z-Koordinatensystem werden: 

1+eX,, @¥,, eZ; eX3,1+ eY¥,, eZ; eX, e¥,,1+¢e%, 

wobei ¢ ein Parameter sei. Dabei soll jeder der sechs Punkte &, Dt, N, 

KR, S,@ in der fiir ihn konstruierten Stiitzebene an & bleiben, d. h. es 

sollen die Gleichungen 

[,=0, M,=0, N;=0, R, + R, =0, 8,+8,=0, 7,4 7, =0 
fiir die beztiglichen Systeme X;, Y,, Z, gelten. 
Falls nun auf der Flache § auBer &, M, MN, R, S, X und den Gegen- 


punkten keine weiteren Gitterpunkte vorhanden sind, treten bei hinreichend 


(24) 
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kleinem Werte von |¢| wahrend der hier vorzunehmenden Variation des 
Gitters keine Gitterpunkte in ® ein, und zeigt eine ahnliche Uberlegung 
wie in 31., daB fiir ein Minimum von A das Bestehen der drei Glei- 
chungen 

X=I1L+s8+#tT, 
(25) Y=rR+mM +7, 

Z=rh+sSt+tnuNn 
mit irgendwelchen Faktoren 1,m,n,r,s,t erforderlich ist. 

Wofern jedoch noch weitere Gitterpunkte auf % vorhanden sind, so 
kénnen wir, wie nun gezeigt werden soll, die Formen L, M,..., T jeden- 
falls immer derart wéhlen, daB wahrend der fraglichen Variation bei hin- 
reichend kleinem |é| kein Gitterpunkt ins Innere von & eintritt, und 
finden wir dann wieder fiir ein Minimum von A die Gleichungen (25) 
als notwendig. 

In der Tat, wir beriicksichtigen die Bemerkung in 15. und gebrauchen 
zudem die folgenden Ungleichungen sowie die entsprechenden Beziehungen 
bei Permutation der Variablen: 


Eom te Rees) 2(1, 1N0erLO,11) 0) 405 855, +1), 
F(4,- 1.43) + FG, 1, 23F(0,9, +1), 
F(— a, —2,c) +aF(1, 0, 1) + FO, 1,1) > (a+b +4 FO,0,0), 
(ap 0 res i 2 Bl, 2, a 2), 
F(— 2, 2,3) + 2F(— 1,—1,0) + 3F(— 1,0, -—1) >7 F(— 1, 0,0), 
F(1, 2,3) + F,1,0) + FC, 0,0) > 3F(, 1,0), 
F(1, — 1,3) + F(0,1,1) + F(- 1,0,0) = 4F(0,0,0,, 
F(1, 2,2) + F(1, 0,0) 2 2F,1,1), 
F(-1, 2,2) + +F(,1,0) + +F,0,1) > + F(,1,1), 
(41,2) (1,150) > 21,1), 
F(0, — 1,2) + F(0,1, 1) > 3F (0, 0,1). 
Danach kénnen nur noch diejenigen Gitterpunkte als auf § gelegen in 
Frage kommen, deren Koordinaten, von der Reihenfolge abgesehen, eines 
der folgenden Systeme ergeben 
= 1, 1,230, 1)2; —4,1,1; 0,— 1441. 

Wenn F(—1,1,2)=1 ist, so haben wir nach dem Ausdrucke von L 
in (24) notwendig L=X, und wir kénnen daher S=L und T=L 
wahlen; dann folgt oben X,=0, X,=0, X,=0. Der Korper & be- 
findet sich ganz im Bereiche — 1 < X <1, und die in den begrenzenden 
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Ebenen X = +1 gelegenen Gitterpunkte bleiben bei der vorzunehmenden 
Variation in diesen Ebenen. — Gleichzeitig kénnte in der Ebene X = 0 
als ein weiterer Gitterpunkt auf § der Punkt 0,1, 2 oder 0, 2,1 oder 
0,—1, 1 auftreten; zu dem Ende miiBte 9, =1 bzw. 0, =0 baw. v,=0 sein, und 
kénnten wir dann M= R baw. N= R baw. R= N wiahlen mit dem Er- 
folge, da& die anzuschlieBende Variation jenen Gitterpunkt nicht ins Innere 
von § fiihrt. 

Wenn F(— 1,1,1) =1 ist, so finden wir wieder L = X und treffen 
genau die nimlichen Bemerkungen wie soeben zu. 

Wenn F(0,1,2) =1 ist, so folgt mit Notwendigkeit N= — Y¥ + Z, 
und kénnen wir S= N und 7 =— N wihlen, um den Zweck, den wir 
im Auge haben, zu erreichen. — Gleichzeitig kénnte in der Ebene 
—Y+2Z=0 der Gitterpunkt —1,1,1 auf § auftreten, in welchem 
Falle wir unter Vorwegnahme dieser Beziehung wie hier zuletzt verfahren. 

Wenn F'(0,—1,1) =1 ist, so folgt uy, =O, », =O und bildet der 
Schnitt von ® mit der Ebene X =O das Viereck mit den Ecken 0,+ 1, 
+1; wir kénnen dann R = N wihlen, wobei mit 0,0,1 und 0,1,1 auch 
0,—1,1 in der Ebene N = 1 verbleiben wird. — Finden sich zwei Punkte 
wie 1,—1,0 und —1,0,1 gleichzeitig auf %, so folgt D= xX, und 
k6nnen wir wie vorhin im Falle F’(— 1, 1,1) = 1 vorgehen. 

33. Wir betrachten endlich den Fall (III) aus 21.: Es sollen die sieben 
Gitterpunkte 

5, Mm B® RHR GS FB, a 
10,05 0, 10200. OF es OSs Lec. O st ceil Oconee al alee 
auf %& legen. 

Wir gebrauchen in bezug auf die ersten 6 Punkte dieselben Bezeich- 
nungen wie in 32., und ferner sei 


(26) Q=4,X+%,Y+%,7=1 (x, + %, + %, = 1) 
die Gleichung einer Stiitzebene an ® durch den Punkt O. Der Ausdruck 
Q wird fiir jene 7 Gitterpunkte bzw. 

Hy) Hq) yy My TP Mgy My Hg, %y tM, % + Hy + %y = 1, 


so da x,, %, %, samtlich >0O und <1 sind. Ferner wird fiir den Punkt 
OQ der Ausdruck R= 1W— 9Q,, so dah jetzt notwendig 0 < 9, <1 ist, und 
analog fiir 6, T;. 

Wir variieren nun die Punkte &, M, MN in 


De X,, 8X5, 64,5 §Xq,.1 - 6Y5) 6A ed,, e2,, | oe, 


und es sollen dabei &, Mt, N,Q, R, S, T in den beziiglichen Stiitzebenen 
an & verbleiben, also fiir die Systeme X,, Y;,, Z, die Relationen gelten 
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(27) L,=0, M, =0, N, = 90, + @ + Q; =9, 
R,+ Rk =0, 8+ 8,=0, 7, + 7,=0. 

Eine &hnliche Uberlegung wie in 32. zeigt, wofern bei hinreichend Kleinem 

Betrage von ¢ durch jene Variationen kein Gitterpunkt ius Innere von & 

eindringt, daB fir ein Minimum von & das Bestehen der drei Gleichungen 
X=IL+s8S+t7+qQ, 

(28) Y=rR+mM+tT+qQ, 
Z=rkh+sS+uN+qQ 

mit irgendweichen Konstanten l,m,n,q,7,8,t notwendig ist. Die ausge- 

sprochene Bedingung ist ohne weiteres erfiillt, falls § tiberhaupt keine 

Gitterpunkte neben &, Wi, N,O, R,S,X und den Gegenpunkten enthiilt, 

und anderenfalls kann ihr wenigstens immer durch geeignete Wahl der 

Ausdriicke L, M, N, Q, R, S, T geniigt werden. 

In der Tat, wie die in 32. entwickelten Ungleichungen dartun, kénnten 
jetzt als Gitterpunkte auf % auBer den bereits dort betrachteten Punkten 
noch die Punkte 1, 2,3; 1, 2,2; 1,1,2 und die daraus durch Permutation 
der Koordinaten entstehenden Systeme in Betracht kommen. Verméige 
der Substitution 

X*=—X, Y*¥=YV— X, Z*¥=LZ-X 
nun gehen die Wertsysteme X, Y, 7: 

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,1; 1,1,0; 1,1,1; 

12s Ly ooze al al 2 el ie O50 11 

in die Wertsysteme X*, Y*, Z*: 
et ee en, Ls), Ona Osi 1) 105 1.0 —1;— 1,00; 
—1,1,2; —1,1,1; —1,0,1; 1,2,1; 0,—1,1 

iiber, und es erledigt sich das Auftreten irgendeines der zuletzt ge- 
nannten Gitterpunkte auf % wesentlich wie in 32. das Auftreten eines der 
Punkte —1,1,2; —1,1,1; —1,0,1. 

Als einzige neve Méglichkeit kommt in Frage, da zwei Punkte wie 
1,—1,0 und 1,1,2 gleichzeitig sich auf % vorfinden. Dazu miissen wir 
Ay = 0, wy = 0, », + ve = 1, x; =O haben. Wir kénnen jedenfalls eine 


Relation eT tne Meese, O 
mit Koeffizienten 1,, 1%, %,)Q, die nicht simtlich Null sind, herstellen. 
Da die Rollen der Paare 2, Mt und Yt, OQ’ sowie der Elemente in jedem 
Paare hier vertauschbar sind, diirfen wir annehmen, es seien |J,|, | |, 
|n,| samtlich <|q,|. Durch Verwendung der Punkte 1,1,1 und 0,0,—1 
erhalten wir aus der letzten Gleichung 

Io(1 — ag) + amg — ts) = G0, bods + Mots = M- 


Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. II. 3 
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Fiir 4, = 0 wiirde L = X folgen, welchen Fall wir wie in 32. erledigen 
kénnten. Wir denken uns daher 24, >0 und ebenso uw, >0. Alsdann 
zeigen die zwei Gleichungen hier, daB J,,m) und weiter m, dasselbe Vor- 
zeichen wie g, haben, und wir richten 1, + m=” +@=1 ein. Nun 
kénnen wir 
(29) T=)iL+mMU=—nN+HQ 
wihlen. Dabei wird in der Tat 7 =1 eine Stiitzebene an & durch den 
Punkt &, und bei der in Rede stehenden Variation folgt durch die Glei- 
chungen (27): 

1, L, + mM, = 0, — m(N, + Ny + Ns) — 4% = 9, 
so daB einerseits nicht LZ, und M,, andererseits nicht N, + N, + N, und 
Q; zwei von Null verschiedene Werte mit gleichem Vorzeichen sein 
koénnen. Nun wird fiir den Punkt 1, — 1, 0 bei jener Variation: L=1—<«L,, 
— M=1-—eWM,, so daB wenigstens eine dieser zwei GréBen > 1 bleibt, 
und fiir den variierten Punkt 1,1,2 wird N=1+4«(N,+N,+N,), 
Q=1-+Q,, so daB wenigstens eine dieser zwei Gréfen > 1 bleibt. 


§ 9. Dichteste Lagerung von Tetraedern. 


34. Wir wenden jetzt unsere Ergebnisse speziell auf die dichteste 
Lagerung von Tetraedern oder von Oktaedern an. Ks sei 


gp=—E+7+¢, a=§&—n+6, v=—E+n—-6, o=-——§—n—§, 
so gilt 
(30) gpty~tvto=0 


und definieren die Ungleichungen 


1 1 1 all 
(Deer (a4 Vo pe 
den Bereich eines Tetraeders; in diesem Bereiche sind andererseits , y, 


~, o stets >. Dieses Tetraeder nehmen wir jetzt fiir den Grund- 
kérper K, sein Volumen ist J = x Der zugehérige Kérper (kK + K’) 
mit Mittelpunkt, der in bezug auf genau dieselben Gitter (©) wie K 
solche Anordnungen gestattet, wobei die Kérper um die verschiedenen 
Gitterpunkte gesondert liegen, ist dann das Oktaeder 


1 1 1 1 1 1 1 
TRS Vege Feet ae ase paivede se Ores 


—— = 9? 


1 
2) 
diese acht Ungleichungen kénnen in die eine Bedingung 


lEl+ialt+iels> 
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zusammengefaBt werden. Das Volumen dieses Oktaeders + (K + K’) 


ake | : sal 8 
ist : Wir substituieren nun 


E=aX+mV+a,Z, y=6,X+h8,Y+6,7, 6= mwX+y7,V+y,Z 
wobei die Determinante der drei linearen Ausdriicke +0 sei, und wir 
fragen nach dem Minimum fiir den absoluten Betrag A dieser Deter- 
minante, wahrend vom ganzen Zahlengitter in X, Y, Z bloB der Null- 
punkt ins Innere des Oktaeders R= K+ K’ fallt. 

Wir bringen nacheinander die verschiedenen Regeln des § 8 zur An- 
wendung. Von dem einen in 33. am Schlusse beriihrten Ausnahmefalle 
abgesehen, der, wie sich zeigen wird, hier nicht in Betracht kommt, kénnen 
wir die jedesmal einzufiihrenden 6 oder 7 Stiitzebenen an & immer als 
Seitenflachen dieses Oktaeders gewihlt voraussetzen, wir kénnen also an- 
nehmen, daB jede einzelne der Formen L, M, N,... mit einem von den 
Ausdriicken + 9, +74,+%, + © iibereinstimmt. 

35. Wir wollen vorweg einen speziellen Fall behandeln, wie er in 
32. zur Sprache kam. Es mégen die Umstinde des Falles (II) dort 
gelten, und dabei sei oa = Z. Der Schnitt von ® mit der Ebene Z7=0 
ist alsdann ein Sechseck mit O als Mittelpunkt, bei dem die Diagonalen 
den Seiten parallel sind. Auf diesem Sechsecke liegen die Gitterpunkte 
2, M, T1, 0, 0; 0, 1,0; 1,1, 0). Wir koénnen annehmen, daB die Aus- 
driicke L, M, 7, in irgendeiner Reihenfolge genommen, mit +g, + 7, +w 
iibereinstimmen, denn wenn zwei jener Punkte in einer und derselben 
Seite des Sechsecks liegen sollten, so mtiBten die drei Punkte samtlich 
Ecken des Sechsecks werden. 

Die Gleichung (30) ergibt nun mit Riicksicht auf die Ausdriicke Cor 
u,=1—1,, 4, =, und die Gleichungen (25) fiihren dann zu 1, = = ; 

so daB die 3 Gitterpunkte &, Mt, Z mit ihren Gegenpunkten die Mitten 
der Seiten des Sechsecks bilden. Durch kontinuierliche Variation von 
(0, 0,1) auf der Seitenfliche Z = 1, wobei A sich nicht andert, kénnen 
wir insbesondere folgende Ausdriicke erzielen: 
1 1 1 
L—-X-i4Y-7Z, M=-ZX+Y- FZ, T= ~X+44Y, 
N=R=S=2Z; 
dabei liegen in der Seitenfliche 7=1 von & die fiinf Gitterpunkte 
eter ee Ue tals ealsals Ussle Oph, . 
Variieren wir nun &, St, in 
1+ 4,26 —é,l1—e—eé; —e, — 22,1, 


wihrend « positiv sei, so tritt bei hinreichend kleinem ¢ kein Gitter- 


36 Zur Geometrie der Zahlen. 


punkt ins Innere von § ein und A geht in A(1 —é?*) tiber. Also liegt 
hier kein Minimum von A vor. 

36. Nach Beseitigung dieses speziellen Falles gehen wir zuerst auf die 
Umstiinde des Falles (I) geméB 31. ein, wobei die Punkte 1,0,0; 0, 1,0; 
Os Ont O51 = 11.0, 1 EO caut eund ale le ee 
1,1,—1 auferhalb & liegen sollen. 

Da fiir die 6 Ausdriicke L, M, N, R, S, T in (22) nur die vier Paare 
+9,+y%+v,+o in Betracht kommen, so miissen unter diesen Aus- 
driicken entweder irgend drei oder zweimal je zwei anzugeben sein, die 
bis auf den Faktor + 1 tibereinstimmen. 

Nach den Bedingungen fiir die Koeffizienten in (22) kann nicht 
L=—MWM sein. — Die Annahme L=QA& fihrt m D=X+Y. Der 
Schnitt von R mit der Ebene X + Y =O ist dann ein Sechseck mit nur 
zwei Paaren von Gitterpunkten auf dem Rande, durch 3t und & repri- 
sentiert, und wir kénnen, sei es durch alleinige Variation von St oder 
von &, den Wert von A verringern. 

Stellen wir uns die Figur des Tetraeders aus den Vektoren 1, 0, 0; 
0,103, 0, Ons 10, 1 al a LOTS: LAO: vor (Big. 3 links) Inst) 
und beachten, wie darin die Rollen der einzelnen Vektoren vertauscht 
werden kénnen, so leuchtet ein, da wir nach den letzten Bemerkungen 
jetzt tiberhaupt die Gleichheit fiir irgend zwei der Ausdriicke + Z,..., 
+ T ausschlieBen kénnen, falls die zugehérigen Systeme &, 2’,..., T, I’ 
zwei solchen Vektoren in jenem Tetraeder entsprechen, die entweder sich 
in einer Ecke mit ihren Richtungen aneinanderschlieBen oder auf gegen- 
tiberliegenden Kanten Platz finden. Danach brauchen wir nur noch die 
folgenden Annahmen zu diskutieren: 

1) L=M=N. — Daraus folgt L=X-+Y+Z. Hs sei dieser 
Ausdruck etwa = @, so ergeben sich ganz entsprechende Umstinde wie 
in dem Falle wo = Z, der in 35. vorweggenommen wurde, und ist A hier 
nicht ein Minimum. 


2) L= M,R=— S. — Hierbei folgt 
L=X+Y+41,Z, R=o0,(X+ Y)—-(1— a,)Z. 
Aus der dritten Gleichung in (23): 
4=—rRk+sStnunNn 


geht dann entweder & = — Z hervor, welcher Fall sich &hnlich wie in 
35. erledigt, oder N =0 (mod X+ Y, Z). In letzterem Falle wire die 
Determinante von L, R, N Null, wahrend wir uns diese Formen hier als 
drei verschiedene Ausdriicke + y, +47, +, +o denken miissen, um 
nicht auf schon erledigte Valle zuriickzukommen. 
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3) L=N, R=—S. — Hier wird 
N=X+"%Y¥+Z, R=o,(X+ Y)—(1—e,)Z, 


und die soeben erwihnte Gleichung fiir Z erfordert entweder N= X + Y4+ Vi 
oder R = — Z, welche Fille schon Erledigung fanden. 

37. Wir betrachten zweitens die Umstinde des Falles (II) gemiB 32., 
wobem edie SF unkte™ 1°0,0;+0, 1 0; 0071-7071; 1-1, 0,11) 170. auf ‘F 
und 1, 1,1 auBerhalb & liegen sollen. 

Nach den Bedingungen fiir die Koeffizienten in den Ausdriicken (24) 
kann nicht L = M sein. — Die Annahme L = — M fiihrt zu L = X— Y 
und ist hier wesentlich wie der in 35. vorausgeschickte Spezialfall zu er- 
ledigen. — Ferner kann nicht L = R, nicht LZ = — S und nicht D=— T 
sein. — Die Annahme R = — S fihrt auf R= — X44 Y. 

Mit Rticksicht auf die Vertauschbarkeit der Rollen der drei Paare 
L, Rh; M,8; N,T bleiben hiernach nur die folgenden verschiedenen Fille 
zu diskutieren, wobei wir bei der Behandlung jedes einzelnen Falles an- 
nehmen, da die Umstinde der vorhergegangenen Fille ausgeschlossen sind: 

1) R=S=WN. — Hier folgt N= Z und wire dieses der Fall 
aus 35. 

1 


2) R= S=T. — Wir haben danach Ve OGG Y+Z). Die 


Relationen (25) fiihren zu 1, =A, uy = Us, Vy =. Gema’B (30) muB 
dann + L4+M+N=R sein, und diese Bedingung zieht notwendig die 
Ausdriicke 


i i 1 1 1 il 
L=X—-7Y-7Z, M=-7X+Y-Z4, N=-LX-FVtZ 


nach sich. Variieren wir dann die Punkte &, Mt, M in 
1, «, — €; ¢, 1, —e; 0, 0, 1, 

so tritt bei hinreichend kleinem Betrage von ¢ kein Gitterpunkt ins Innere 
von & ein, und A geht in A(1 — ’) tiber; also ist hier kem Minimum 
von A vorhanden. 

3) R=—L, S=— M. — Wir erhalten 

L=X—i’,Y—-(1—’&)Z, M te — ty Xo — (1 — "y) Z. 

Fiir den Punkt 1,1,1 ist L=0, M=O und muB fir ihn daher N+0 
sein, da wir in L, M, N drei der Ausdriicke + y, +4, + ¥, + @ haben; 
mithin folgt »,-+ 7) <1 und fallt daher N auch von — 7’ verschieden 
aus. Wir miissen nun + L+ M+N=TZ haben. Da 1, 1,1 nicht im 
Inneren von & liegt, folgt daraus notwendig v, = 0, v, = 0, also N = Z. 

4) R=—L, S=N. — Hier folgt 

—R=X—41,Y-—(1-—4,)Z, N=—»Y+Z, 
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und die dritte Gleichung in (25): 
Z=rRk+sS+nN 
erfordert n = Z. 
5) R= M, S=L. — Wir haben dann 
M=—wX+Y, L=X—--4Y, 
und aus der ersten Gleichung in (25): X=1L+sS+tT wiirde L= xX 
oder T=1t,X+(1—1,) ¥ folgen. In letzterem Falle aber ware die 
Determinante von L, M, T Null, wahrend diese Formen hier drei der 
Ausdriicke + gy, +4, +¥, +o darstellen sollen. 
6) R= UM, S=N. — Hier ware 
R=—yw,X4+Y, N=—»v, Y+Z, 
und die im Falle 4) genannte Gleichung fiir 7 wiirde N = Z oder R= Y 
erfordern. 
7) R=S8, T= N. — Wir erhalten hiernach 


Noman UX ae (Ly RY Pee Pe me Oalt Ko tek te eae eee 


= 9? 
und aus der Relation fiir Z folgt dann R = Z oder aber N=— = X—3Y +Z. 


In letzterem Falle fiihren die Gleichungen (25) und die Beziehung 
+L+M+N=R weiter zu den Ausdriicken 


1 1 1 1 
Dien X eA re Ly Pape ya we) ca ge SE 
1 1 3 


Variieren wir nun die Punkte & Mt, N in 
1 


3 3 1 
1 Sete oie ees tS aricy 
so tritt bei hinreichend kleinem Betrage von « kein Gitterpunkt ins 
Innere von & ein, und A geht in A(1 — ¢?) tiber. Also ist hier A nicht 
ein Minimum. 


8) R=S, T= L. — Hier wird 
S=oe,(X+ Y)+(l—o9)4,L=X—4,Z, 
und aus X=/L+4s8+¢tT folgt notwendig L = X oder S = Z. 

Auf diese Weise hat auch die Betrachtung des Falles (II) zu keinem 
Falle eines Minimums von A gefiihrt. 

38. Wir betrachten endlich die Umstiinde des Falles (III) gem&B 33., 
wobei auf % die sieben Punkte 1, 0,0; 0,1,0; 0,0, 1; 0,1,1; 1,0, 1; 
1, 1,0; 1,1, 1 liegen sollen. 

Die Annahme Rk = S wiirde jetzt, da hier 9, und 6, >0 sind, R= Z 
zur Folge haben. — Beachten wir noch, daB die Rollen der vier Punkte 


& — 6 6,6 1+, 
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2, M, N, O’ durchaus vertauschbar sind, so kénnen wir uns auf die Dis- 
kussion folgender Annahmen beschrinken und dabei ferner L, M, N,-—Q 
als mit + 9, +4, +¥, +o identisch voraussetzen: 

1) L=—R, M=—S, N=~—T. — Hier wiirde fir den Punkt 
1,1,1 sich L=0 herausstellen und ebenso M=0, N=0, was unmig- 
lich ist. 

2) L=S, M=R, N=—T. — Hier hitten wir 

L=X—1,Y, M=—yu,X+Y, N=—y,X—-—(1—»)V¥+Z 
und aus + L+ M+ N=@Q und nach (26) folgt notwendig Q = Z. 

3) L=S, M=T, N= R. — In diesem Falle erhalten wir zunichst 

L=X—A1,Y, M=Y—-u,Z, N=—»v,X4+Z. 
Wiirde 0,1,—1 auf &% liegen, so miiBte N= Z sein; der am Schlusse 
von 33. behandelte Ausnahmefall kommt danach hier nicht in Frage. 

Aus +L4+M+N=@Q folgt (1—»,)+(1—4,) + (1—4,) =1. 
Die Relationen (28) in 33. ergeben sodann 1, =u, = v,. Mithin kommen 
wir hier wesentlich zu folgenden Ausdriicken fiir die Formen q, y, 7, o: 


g-X-F¥,1-¥-FZ0--GXt+Z 
(31) 


om —7X—-— YZ. 


4 27 108° 
einzig iibrig gebliebenen Falle A in der Tat ein Minimum sein muf, ver- 
steht sich von selbst und kann leicht verifiziert werden. 

39. Beachten wir noch, da® in den Ausdriicken (31) fiir g, x, ¥, 
die eine Form und fiir die anderen die zyklische Folge g, y, ~ bevor- 
zugt erscheint, so kénnen wir endlich das Resultat aussprechen: 

Gegebene Tetraeder (Oktaeder) in unendlicher Anzahl, die sdmtlich mit 
einem unter thnen, dem Tetraeder 


—f+n+é<4, t—utt<z §tn-f< 5, —§-1-8S 5 
(dem Oktaeder 


Bei diesen Ausdriicken wird A= +(1 _ * oe Da8 in diesem 


lg) + [al +l¢1<) 


kongruent und parallel orientiert sind, kinnen sich auf acht Arten in dich- 
tester gitterformiger Lagerung befinden. Diese Lagerungen werden erhalten, 
indem + & +7, +§ oder +€, +, +1 irgendwie mit solchen Vorzeichen, 
deren Produkt + 1 ist, gleich 
2 3 1 1 2 3 3 1 2 
oy eS mer wh Sela ee ee A eZ, poo te ee 
gesetat werden und das Zahlengitter in X, Y,Z als Ort fiir die Schwer- 
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punkte der Kérper genommen wird. Der von den Tetraedern (Oktaedern) 
erfiillte Raum verhdlt sich dabei zu dem von thnen freigelassenen Raume 
bzw. zu dem ganzen unendlichen Raume wie 


fal PE) if i 19 
all Parke) * 108" 

Die Fig. 6 zeigt fiir den durch die Aus- 
driicke (31) charakterisierten Fall der dichtesten 
Lagerung von Tetraedern oder Oktaedern die 
Lage der Gitterpunkte in dem halben, durch 
die Flichen op =1, y= 1, p=1, o=-—1 
gebildeten Netze des Oktaeders &. 

40. Wir geben diesem Satze ferner die 
folgende rein arithmetische Hinkleidung: 

Sind &, , € drei lineare Formen in den Variablen x, y, 2 mit beliebsgen 
reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Determinante, deren 
Betrag A ist, so kann man siets fiir x, y, 2 solche ganzzahlige Werte, die 
nicht sdmtlich Null sind, finden, dap 


[El + 1a] + [él 
also der Betrag jedes der wer Ausdriicke 
= Eppa Gee Ee soln ete ae —  E 
ees 
dabei <\/*2? & ausfiilt 
An Stelle des Zeichens < hier geniigt das Zeichen <, falls £, m, € 
nicht gerade so beschaffen sind, daB +&,+7,+ 6, mit irgendwelchen 


Vorzeichen und in irgendwelcher Reihenfolge, durch eine lineare ganz- 
zahlige Substitution mit einer Determinante + 1 in die Ausdriicke 


2 3 1 1 2 3 3 1 2 
—~ZX4+5Y+34, GX-4Y+4Z, GX+iy-42 


transformiert werden kénnen. 

41. Hs seien &, 4, € wiederum drei lineare Formen in @, y, ¢ mit be- 
hebigen reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Deter- 
minante, deren Betrag A ist. Setzen wir 

o,=§& + &, m,=—§& + &, O,=%7 — €, 0, — eC 


so entsteht 
0,+0,+ 0,+0,= 0. 


Kine Anwendung des Satzes aus 40. auf diese vier Ausdriicke @,, ,, @s, (4 
ergibt, daB es stets méglich ist, fiir x, y, 2 ganzzahlige, von 0, 0,0 ver- 
schiedene Werte zu finden, wofiir 

gl+1sl nl +16 
beide < aA ausfallen. 


Dichteste gitterférmige Lagerung kongruenter Kérper. Al 
Mit Hilfe der Ungleichungen 


[§ 


HE < (dex) oe [ntel (la) 


folgt daraus weiter 


8 
le1 <a, [ntl <ha. 


Wir bemerken noch, daB in dem Grenzfalle, fiir den allein in dem 
letzten Satze das Zeichen = nétig war, das betreffende System z, y, z hier 
immer derart ausgesucht werden kann, daB dafiir weder £ = + 2£ noch 
y=+26€ gilt, und wird dadurch in diesen weiteren Ungleichungen das 
Zeichen = entbehrlich. 


Wenden wir das Ergebnis insbesondere auf die Ausdriicke 
—E=—=x—az,yn=y— bz, f= 


an, wobei a, b zwei beliebige reelle GréBen sind und ¢ ein positiver Para- 
BA : 
meter (> +5) sel, so kommen wir zu dem Satze: 


Sind a,b wgend zwei reelle Gripen, so kann man stets solche ganze 
Zahlen x, y, 2 ply dap z>0,|x—az|, |y—bz| beliebig klein und 


daber 
Sere y Spat 
Va Saks Vanes 


Die Konstante Vz ist = 0,648 . 


sind. 


§ 10. Bemerkung zu einem Aufsatze von Lord Kelvin. 


42, In den Baltimore lectures, appendix H, S. 618 ff. behandelt 
Lord Kelvin die dichtesten gitterformigen Lagerungen von kongruenten 
und parallel orientierten konvexen Kérpern und geht dabei von der An- 
nahme aus, daB in einer dichtesten Lagerung vier sich gegenseitig beriihrende 
Kérper auftreten. Dieser Umstand ereignet sich in der Tat im Falle (I) 
(vgl. 21., also z. B. fiir Kugeln) bei den Korpern, die sich um die vier 
Punkte 0, 0, 0; 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 lagern; im Falle (III) (also z. B. 
fiir Oktaeder) bei den Kérpern um die vier Punkte 0,0, 0; 1, 0,0; 1, 1, 0; 
1,1,1. Die Annahme ist aber nicht zutreffend im Falle (II). 

Dieser Fall (II) tritt z. B. ein, wenn das yon den 12 Ebenen 
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SX+2Y4 Za 


2 2 


begrenzte Polyeder, wobei 0 < i<> und 0O< s<s sei, den Grund- 
kérper abgibt; bei hinreichend kleinen Werten von d und von é¢ ist 
leicht zu sehen, daB dieses Polyeder durch die Parallelverschiebungen 


vom Nullpunkte nach allen Punkten mit ganzzahligen Koordinaten X, Y,Z 
ein System von K6rpern in dichtester gitterformiger Lagerung erzeugt. 


XX. 


Zur Geometrie der Zahlen. 
(Mit Projektionsbildern auf einer Doppeltafel.) 


(Verhandlungen des III. Internationalen Mathematiker-Kongresses. Heidelberg 1904. 
8. 164—173.) 


Im folgenden méchte ich versuchen, in kurzen Ziigen einen Bericht 
tiber ein eigenartiges, zahlreicher Anwendungen fahiges Kapitel der Zahlen- 
theorie zu geben, ein Kapitel, von dem Charles Hermite einmal als der 
»introduction des variables continues dans la théorie des nombres“ ge- 
sprochen hat. LHinige hervorstechende Probleme darin betreffen die Ab- 
schatzung der kleinsten Betrage kontinuierlich veranderlicher Ausdriicke 
fiir ganzzahlige Werte der Variablen. 

Die in dieses Gebiet fallenden Tatsachen sind zumeist einer geo- 
metrischen Darstellung fahig, und dieser Umstand ist fiir die in letzter 
Zeit hier erzielten Fortschritte derart maBgebend gewesen, da8 ich geradezu 
das ganze Gebiet als die Geometrie der Zahlen bezeichnet habe. 

(Fig. 1.) Die erste Figur illustriert fiir die Ebene dasjenige Theorem, 
welches mit Recht als das Fundamentaltheorem der Geometrie der Zahlen 
bezeichnet werden kann, weil es fast in jede Untersuchung auf diesem 
Gebiete hineinspielt. 

In der Ebene denken wir uns irgendwelche Parallelkoordinaten 2, y 
eingefiihrt, wobei noch fiir jede Achse der Hinheitsmafstab beliebig ge- 
wahlt sein kann. Die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten 2, y bilden 
das Zahlengitter in x, y. Dieses Gitter kann auf mannigfaltige Weise 
durch ein Geriist von kongruenten homothetischen Parallelogrammen ge- 
sttitzt werden, welche die Ebene liickenlos tiberdecken und als deren 
Ecken die Punkte des Gitters erscheinen. Bei einer vollstiindigen und 
einfachen Uberdeckung der Ebene kommt danach sozusagen auf jeden 


Gitterpunkt ein homologes Gebiet von einem Flicheninhalt h J dxdy=1. 
Nun denken wir uns irgendeine geschlossene konvexe Kurve, welche 


im Nullpunkt einen Mittelpunkt haben soll; sie darf auch geradlinige 
Stiicke aufweisen. Das von ihr umschlossene Gebiet dilatieren wir vom 
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Nullpunkte aus (bzw. wir ziehen es zusammen) nach allen Richtungen in 
gleichem Verhiltnisse zu einer solchen homothetischen, d. h. ahnlichen 
und ihnlich gelegenen, der griin umrandeten Figur, welche im Inneren 
den Nullpunkt als einzigen Gitterpunkt enthalten, ihren Rand aber durch 
wenigstens einen weiteren Gitterpunkt schicken soll. Ziehen wir weiter 
diese griine Figur vom Nullpunkte aus im Verhiltnisse 1:2 zusammen 
und konstruieren um jeden anderen Gitterpunkt das homologe Gebiet, so 
erhalten wir offenbar lauter solche Gebiete, die nicht ineinander ein- 
dringen. Da nun bei liickenloser Uberdeckung der Ebene im Durchschnitt 
auf einen Gitterpunkt ein Flacheninhalt = 1 kommt, so mu8 der Flachen- 
inhalt eines solchen rot umgrenzten Gebiets <1 bzw. =1 sein, falls 
diese roten Gebiete ebenfalls die Ebene liickenlos ausfiillen. Das von der 
griinen Kurve umschlossene Gebiet hat daher einen Inhalt <4. Treiben 
wir es endlich zu einem homothetischen Gebiete genau vom Inhalte 4 
auf, so kommen wir zu dem Fundamentaltheoreme: 


Ein konvexes Gebiet mit einem Mittelpunkt im Nullpunkt vom Fldchen- 
inhalt 4 enthalt stets wenigstens einen weiteren Gitterpunkt. 


Die Formeln in der Figur geben den analytischen Ausdruck dieses 
Theorems. Geniigt eine Funktion f(z, y) den Bedingungen (1)—(4) und 
ist J der Flacheninhalt des Gebiets f<1, so kann man stets solche 
ganze Zahlen x, y, die nicht beide Null sind, finden, wofiir die Funktion 


il 
f<2J * ausfallt. (1) besagt, daB f wesentlich positiv, (2), daB es 
homogen von der ersten Dimension ist, (3), da® das Gebiet f<1 einen 
Mittelpunkt hat, und wird die Lange der Verbindungsstrecke zweier Punkte 
mit den relativen Koordinaten x, y durch f(a, y) definiert, so besagt (4), 
daS in einem Dreiecke die Summe zweier Seitenliingen niemals kleiner 
als die Linge der dritten Seite sein soll. 

(Fig. 2.) Eine ausgezeichnete Anwendung dieses Satzes erliutert die 
nachste Figur. Bekanntlich tragen die gewéhnlichen Kettenbruchentwick- 
lungen fiir Funktionen einer Variablen einen einfacheren Charakter als 
die analogen Kntwicklungen fiir reelle GréBen. Eine Funktion f(z), die 
fiir 2 = oo einen Pol hat, la8t sich in einen Kettenbruch (1) entwickeln, 
worin F(z) und die Nenner F(z), F,(z),... ganze rationale Funktionen 
sind. Die Naherungsbriiche dieses Kettenbruchs lassen sich von vorn- 
herein charakterisieren, ohne da es nétig wiire, sie erst sukzessive durch 
die Entwicklung ausfindig zu machen. Als Naherungsbruch tritt hier 
jeder solche Quotient P(z)/Q(z) zweier teilerfremden ganzen Funktionen 
auf, fiir welchen der Ausdruck (2), nach fallenden Potenzen von z ent- 
wickelt, mit einer Potenz von negativem Exponenten beginnt. Wahrend 
eine sehr weitgehende Analogie zwischen den Higenschaften der ganzen 


Fig. i. Zahlengitter und konvexe Kurven. 
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Fig. 2. Diagonalketten. 
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Funktionen und der ganzen Zahlen besteht, schien zu dem genannten 
Satze ein entsprechender in der Arithmetik zu fehlen. Dieses Analogon 
finden wir darin, daB fiir eine beliebige reelle GréBe a die samtlichen 
gektirzten Briiche x/y, welche die Ungleichung (3) erfiillen, fiir welche 


also (2 — ay)y in den Grenzen — + und = liegt, sich als die Naherungs- 


2 
briiche einer bestimmten Kettenbruchentwicklung (4) mit ganzzahligem g, 
und lauter positiven ganzzahligen g,, g,,... anordnen.*) 


Sind, um etwas allgemeinere Umstiinde zu betrachten, &, 7 zwei 
binare lineare Formen in x, y mit beliebigen reellen Koeffizienten und 
einer Determinante = 1 (im speziellen wirden wir §=x—ay, y=y 
annehmen), so besteht ein sehr anschaulicher Zusammenhang zwischen den 


sdmilichen moglichen Auflosungen der Ungleichung |En|< = m ganzen 
Zahlen x, y ohne gemeinsamen Teiler.**) Wir zeichnen die Geraden § =0, 


n = 0, etwa rechtwinklig zueinander, und die beiden Hyperbeln &y = > 


und §7 = —+: Wir legen eine beliebige Tangente an den Hyperbelast 


im ersten §, y-Quadranten und konstruieren dazu die Spiegelbilder in den 
drei anderen Quadranten, so da8 wir ein Tangentenparallelogramm mit 
den Diagonalen § = 0, 7 =O erhalten. Hin solches Parallelogramm ent- 
halt nun stets wenigstens eine primitive (d. h. aus ganzen relativ primen 


Zahlen x,y + 0,0 bestehende) Lésung der Ungleichung |&|< >) und 
es enthalt héchstens zwei verschiedene solcher Lésungen, wobei dann die 
Determinante aus den Koordinaten 2, y dieser Lésungen stets + 1 ist. 
Zwei entgegengesetzte Systeme 7, y und — a, —y betrachten wir hier 
nicht als verschieden. Umgekehrt gibt es zu jeder primitiven Lésung 2, y 
eine solche Form jenes Tangentenparallelogramms, wobei es nur diese 
Lésung (und — a, —y) enthalt, und andererseits, wofern daftir nicht 
£—0 ist, auch eine solche Form, wobei es diese und auferdem noch 
eine zweite primitive Lésung mit kleinerem |§| enthalt. Deformieren wir 
nun das Tangentenparallelogramm kontinuierlich, indem wir die Tangenten 
an den beziiglichen Hyperbelasten entlang gleiten lassen, so erhalten wir 
abwechselnd die rot und griin gezeichneten Formen mit einer und mit 
zwei primitiven Losungen, und es tritt die Gesamtheit der primitiven 


Auflésungen der diophantischen Ungleichung | §7| <j geordnet nach 


*) Wie die Aussage hier gefaft ist, darf a nicht gerade die Hilfte einer un- 
geraden ganzen Zahl sein. 
**) Wir nehmen hier an, daf £m nicht gerade mit der Form (xX?— Y?) 


arithmetisch tiquivalent ist. 


46 Zur Geometrie der Zahlen. 


abnehmendem |£| (und wachsendem ||), — die zu den Formen &, 4 ge- 
horige Diagonalkette — hervor. 

(Fig. 3). Mit den nicht homogenen diophantischen Ungleichungen hat 
sich wohl zuerst Tschebyscheff beschiftigt und dariiber ein Theorem 
folgender Art entwickelt: Sind a, b zwei beliebige reelle GréSen, so kann 
man stets ganze Zahlen w, y finden, wofiir die Ungleichung (1) gilt. Statt 


des Faktors = rechts hat Tschebyscheff hier eine etwas ungiinstigere 


Konstante. Die am weitesten fiihrenden Schliisse in dieser Richtung 
kntipfen an die nun folgenden Zeichnungen an: 

£, modgen wieder zwei lineare Formen in 2, y mit beliebigen reellen 
Koeffizienten und einer Determinante = 1 bedeuten. Mit Hilfe zweier 
aufeinanderfolgenden Glieder der vorhin besprochenen Diagonalkette zu 
£, 4 kénnen wir ein System homologer Parallelogramme um die einzelnen 
Gitterpunkte als Mittelpunkte, die roten Parallelogramme, konstruieren, 
deren Diagonalen parallel den Linien £ = 0, 7 = 0 sind und wobei nicht 
zwei ineinander eindringen, wobei aber jedes an vier (bei liickenloser 
Uberdeckung der Ebene an sechs oder acht) andere Parallelogramme an- 
grenzt. Dabei kénnen sich noch zwei verschiedene Méglichkeiten dar- 
bieten, die in der oberen und der unteren Zeichnung zur Darstellung ge- 
bracht sind, indem ein Parallelogramm entweder mit jeder Seite an ein 
benachbartes oder nur mit zwei Seiten jedesmal an je zwei benachbarte 
anstéBt. Die roten Parallelogramme lassen nun (im allgemeinen) noch 
Liicken zwischen sich. Wir dilatieren sie von ihren Mittelpunkten zu 
homothetischen Parallelogrammen in demjenigen bestimmten Verhiltnis, 
wobei sie jedesmal iiber die Hialfte anstoBender Liicken hinauswachsen, 
und wir erhalten dadurch die griin gezeichneten Parallelogramme, welche 
nun die ganze Ebene vollstandig, aber zum Teil mehrfach tiberdecken. 
Dabei zeigt es sich, daB diese neuen Bereiche keine Partie der Ebene 
mehr als zweifach tiberdecken, und ist infolgedessen der Flaicheninhalt 
aff faa dy eines griinen Parallelogramms <2. Diese Tatsache fiihrt zu 
folgendem Satze: 

Sind &, 4) wgend zwei reelle Werte, so kann man stets solche ganze 
Zahlen x,y finden, dap die Ungleichung (3) gilt. Der vorhin formulierte 
Satz tiber den Ausdruck «—ay— 6 ist nur ein Spezialfall dieser allge- 
meineren Aussage. — 

Das arithmetische Fundamentaltheorem tiber konvexe Gebilde l4Bt 
sich mit Leichtigkeit auf den Raum, sowie auf Mannigfaltigkeiten be- 
hebiger Dimension tibertragen. Eine seiner wertvollsten Anwendungen 
findet das Theorem zu einfachen Beweisen der Dirichletschen Sitze 
tiber die Einheiten in den algebraischen Zahlkérpern. 


Fig. 3. Inhomogene lineare Ausdriicke. 
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Fig. 4. Kettenalgorithmen fiir drei lineare Formen. 
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Im Raume werden wir so fiir das parallelepipedische Punktgitter der 
ganzzahligen Systeme von 38 Variablen x, y, 2 den Satz haben: Fin kon- 
vexer Korper mit einem Mittelpunkt im Nullpunkt und von einem Volumen 


df ih fe dxzdydz< 8 enthdlt stets wenigstens einen weiteren Gitterpunkt. 


Auf diesen Satz griinden wir wirklich brauchbare Methoden zur Er- 
mittlung der sdimtlichen Einheiten in einem gegebenen kubischen Zahlkirper. 


(Fig. 4.) Handelt es sich zunichst um einen kubischen reellen Kérper 
mit negativer Diskriminante, wobei die zwei konjugierten Kérper einander 
konjugiert komplex sind, so existiert in dem Kérper eine vollig bestimmte 
positive Fundamentaleinheit von méglichst kleinem Betrage >1. Das 
Verfahren zur Gewinnung dieser Hinheit liBt sich an der oberen Zeich- 
nung in Figur 4 klarmachen. Hs sei & eine Basisform des gegebenen 
K6rpers, 7, § seien die konjugierten Formen in den konjugierten Kérpern. 
Sind 2, u positive Parameter, so geben uns die Gleichungen £ = + 1 zwei 
Ebenen, |7| = eine elliptische Zylinderfliche. Wir kénnen die zwei 
Parameter 2, w derart bestimmen, daB der begrenzte zylindrische Raum 
(1) (der rote Zylinder in der Figur) sowohl auf einer Basisfliche einen 
Gitterpunkt A wie auf der Mantelflache einen Gitterpunkt B (und natiir- 
lich gleichzeitig auch die in bezug auf den Nullpunkt diametral gegen- 
tiberliegenden Gitterpunkte A’, B’) aufweist. Nun bediirfen wir eines 
neuen Gitterpunktes C, um hernach aus den Koordinaten von A, B, C 
eine hier niitzliche lineare Substitution zu entnehmen. Wir variieren 
den elliptischen Zylinder (1) als solchen, indem wir in den zwei Basis- 
flachen diejenigen parallelen Durchmesser festhalten, deren Ebene durch 
B, B’ geht, dagegen die zu ihnen konjugierten Durchmesser dilatieren 
und entsprechend den ganzen zylindrischen Raum ausdehnen, bis wir 
einen neuen Gitterpunkt C auf seiner Mantelfliche auftreten sehen. In 
diesem Zustande (mit den schwarz gezeichneten Randern) bezeichnen wir 
den Zylinder als einen extremen. Wir finden, daB die Determinante aus 
den Koordinaten von A, B, C gleich +1 ist, wenn sie nicht unter be- 
sonderen Umstiinden Null ist. Von jedem extremen Zylinder kénnen wir 
nun zu einem benachbarten schmiileren extremen Zylinder fortschreiten. 
Wir ziehen die urspriinglichen Basisflichen homothetisch von der Achse 
aus zusammen, bis ihre Rinder durch A, A’ gehen, wodurch diese Punkte 
auf die Mantelflache treten, und kénnen dann, ohne daf Gitterpunkte ins 
Innere des Zylinders eintreten, den Zylinder ausziehen, die Basisflichen 
parallel mit ihrer Anfangslage vom Nullpunkte entfernen, bis sie von 
neuem auf Gitterpunkte D, D’ stoBen, und von diesem weiteren Zustande 
aus kénnen wir dann wie vorhin einen extremen Zylinder herstellen. 
Danach existiert eine bestimmte Kettle von extremen Zylindern, und die 
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Betrachtung der auf ihren Basisflichen auftretenden Gitterpunkte fihrt 
mit Sicherheit eben zur Auffindung der Fundamentaleinheit in dem ge- 
gebenen kubischen Zahlkérper. — 

Das allgemeine Theorem iiber konvexe Kérper, auf Parallelepipede 
angewandt, fihrt zur Folgerung: Simd &, 4, § irgend drei lineare Formen 
in x, y, 2 mit beliebigen reellen Koeffizienten und einer Determinante + 4, 
wobei A> 0 ist, so kann man fiir die Variablen x, y, 2 stets solche ganze 
Zahlen, die nicht stimtlich Null sind, finden, daB dadurch die Betrige aller 
drei Formen < VA ausfallen. 

Liegt nun ein kubischer K6rper mit posztiver Diskriminante vor, 
dessen konjugierte Kérper also simtlich reell sind, und handelt es sich 
um die Ermittlung aller Hinheiten im KG6rper, so seien §, 7, € konjugierte 
Basisformen in dem Kérper und seinen zwei konjugierten Kérpern. Wir 
fassen alsdann die Gesamtheit aller solchen ,extremen“ Parallelepipede 
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Seitenflichen parallel den 
Ebenen €=0, »=0, =O ins Auge, welche im Inneren vom ganzen 
Gitter nur den Nullpunkt enthalten, aber auf allen Seitenflichen mit be- 
sonderen Gitterpunkten versehen sind. Hs existieren hier unendlich viele 
Parallelepipede von diesem Charakter, sie besitzen eine bestimmte Ver- 
kettung untereinander, und die Kenntnis dieser ftihrt uns mit Sicherheit 
zur Aufstellung aller Einheiten im gegebenen Zahlkérper. Den Ubergang 
von einem extremen Parallelepiped zu seinen benachbarten in der Kette 
vermittelt ein einfacher Algorithmus, der sich vor allem nach der Art 
richtet, wie die Gitterpunkte auf den Seitenflachen des Parallelepipeds in 
Hinsicht auf deren Mittellinien liegen. In dieser Beziehung bieten sich 
wesentlich drei Méglichkeiten dar, die in den Figuren (I), (II), (III) zum 
Ausdruck gebracht sind. In den Fallen (I) und (II) erweist sich die 
Determinante aus den Koordinaten von A, B, C gleich 1, im Falle (III) 
ist sie Null und fallt dabei der Schwerpunkt des Dreiecks ABC in den 
Nullpunkt. 

(Fig. 5.) Ich hebe noch das folgende anziehende Problem hervor, 
welches auch in der Theorie von der Struktur der Kristalle eine Stelle 
findet: 

Wir denken uns einen belrebigen Grundkorper im Rawme vorgelegt. 
Lauter mit thm kongruente und parallel orientierte Korper in unendlicher 
Anzahl seven so angeordnet, dafs thre Schwerpunkte ein parallelepipedisches 
Punktsystem bilden und dap nicht zwei der Korper ineinander eindringen. 
Unter welchen Umstinden schlieBen sich die Korper so dicht als tiberhaupt 
moglich zusammen, sind also die zwischen ihnen vorhandenen Liicken auf 
ein Minimum an Volumen reduziert? 


Fiir den Fall, daf der Grundkérper ein Oktaeder ist, gibt Fig. 5 die 


Fig. 6. Dichteste Lagerung von Oktaedern. 
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Lésung des Problems an. In der fraglichen dichtesten gitterférmigen 
Lagerung muf jedes einzelne der Oktaeder in bestimmter Weise an vier- 
zehn benachbarte anstoBen. Hier ist, in eine Ebene umgeklappt, das 
halbe Netz eines der Oktaeder dargestellt und sind in den vier Seiten- 
flachen (durch zur Hilfte rote Berandung) die 7 Partien mit Mittel- 
punkt angezeigt, in welchen das Oktaeder sich an benachbarte anlegt. 
Das Minimum des Raumes, welches die Lticken zwischen den Oktaedern 
noch darbieten, verhalt sich zu dem von den Oktaedern eingenommenen 
Raume in diesem Falle der dichtesten Lagerung wie 1:19. Dieses 
Resultat gestattet folgende rein arithmetische Einkleidung: 

Sind p, 4, ¥, @ wgend vier lineare Formen in x, y, 2 mit beliebigen 
reellen Koeffizienten, deren Summe identisch Null ist und wobei je drei eine 
Determinante + 4A (A> 0) haben, so kann man stets solche ganze Zahlen 
L,Y, 2, dre nicht séimtlich Null sind, finden, daB die Ungleichungen (2) gelten. 

Von diesem Ergebnisse machen wir noch eine bemerkenswerte An- 
wendung. Es seien a,b zwei beliebige reelle GréBen, ¢ ein positiver 
Parameter, so bestimmen die 8 Hbenen (3) ein Oktaeder. Indem noch 
t beliebig gro8 angenommen werden kann, entspringt hieraus diese Fol- 
gerung: 

Man kann zwei beliebige reelle Groéfpen a,b stets durch Briiche x/z 
und y/z mit gleichem Nenner beliebig genau und zugleich derart anndhern, 
dap die Ungleichungen (4) statthaben. 

(Fig. 6.) Wir werfen nun die Frage auf: Wie tibertragen sich die 
Satze tiber die Approximation einer reellen GréBe durch Zahlen des 
natiirlichen Rationalitaétsbereiches auf das Gebiet der komplexen GréBen? 
Man wird hier zunichst auf Approximationen im Zahlkérper der dritten 
oder der vierten Kinheitswurzel ausgehen. Im K6rper der dritten Hin- 
heitswurzel liegen die Dinge wesentlich einfacher und werden die Sitze 
sehr Ahnlich denen fiir reelle GréBen. Ich will hier nur die verwickel- 
teren Beziehungen im Korper der vierten Einheitswurzel beriihren. 

Es seien &, 7 zwei lineare Formen mit beliebigen komplexen Koeffi- 
zienten und zwei komplexen Variablen x + iz’, y+ iy’ von einer Deter- 
minante A=+0, so richten wir unser Augenmerk auf diejenigen ,,extremen“ 
Zahlenpaare x + ix’, y + iy’+ 0,0 im Zahlk6rper von 7, zu welchen nicht 
ein Zahlenpaar derselben Art angebbar ist, das sowohl |&| wie || kleiner 
werden lift. Wir kénnen die zwei Zahlen eines Paares mit einer und 
derselben Hinheit — 1, -+ 7 multiplizieren, das entstehende assozilierte Paar 
gilt uns hier als nicht verschieden von dem urspriinglichen. Alle vor- 
handenen extremen Paare lassen sich nun in eine Kette nach der GréBe 
von |&| (und zugleich von |7|) ordnen. Zwei benachbarte Paare der 
Kette zusammen sind leicht a priori zu charakterisieren. Namlich die 

Minkowski, Gesammelte Abhandlungen., II. 
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zugehérige Determinante (2) ist entweder (A) eine Hinheit + 1, +7 oder 
(B) gleich (1+ 4%), multipliziert in eine Hinheit. Wir benutzen diese 
zwei Paare als Vertikalreihen der Matrix einer auf £, 7 anzuwendenden 
Substitution und erhalten dadurch fiir £, 7 die Ausdrticke (3), worin | |, 
|| beide <1 sind. Indem wir das zweite Paar durch ein assoziiertes 
ersetzen und eventuell noch 7 in —i umwandeln, kénnen wir @ auf den 
in den Zeichnungen rot markierten Oktanten des Einheitskreises (bzw. 1/0 
auf den konjugierten Oktanten auBerhalb dieses Kreises) bringen. Es sind 
nun die Falle (A) und (B) zu unterscheiden, auf welche sich die gréBere 
bzw. die kleinere Zeichnung bezieht. Im Falle (A) wird jener Oktant 


durch gewisse Kreise vom Radius 1 bzw. 77 in fiinf Stiicke zerlegt, die 


in der Figur fortlaufend mit I—V numeriert sind. Wenn g in ein be- 
stimmtes derselben fallt, kann jedesmal o nur in diejenigen griinbegrenzten 
Stiicke des Hinheitskreises fallen, in welche die namliche Nummer ein- 
getragen ist. Der kleinste Wert fiir den Betrag der Determinante |1— o¢| 
entsteht, wenn 0,6 den scharfen mit kleinen Kreuzen bezeichneten Ecken 
der Figur entsprechen. Im Falle (2) kann 0 nur in das rote Gebiet (I) 
und 6 dann nur in das griine Gebiet (1) fallen. Als wichtigstes Ergebnis 
entnehmen wir hieraus: 

Man kann in die Formen &, y fiir «+2, y+ iy’ stets solche ganze 
Zahlen des Korpers von 7, die nicht berde Null sind, setzen, daf dabei die 
Ungleichungen (4) gelten. — 

Endlich méchte ich noch einige Worte iiber Kriterien fiir algebraische 
Zahlen hinzufiigen. 


(Fig. 7.) Durch diese Figur suche ich dem bekannten Lagrangeschen 
Kriterium fiir eme reelle quadratische Irrationalzahl eine neue Seite ab- 
zugewinnen. In einem Quadrat von der Seitenlinge 1 sind hier auf der 
linken vertikalen Seite, der y-Achse, fortgesetzt Halbierungen vorgenommen, 
so da sukzessive alle Punkte erhalten werden, deren Ordinate eine rein 
dyadische Zahl, d.h. eine rationale Zahl mit einer Potenz von 2 als 
Nenner ist. Jedem auf der y-Achse auftretenden Intervall oder Teilpunkt 
wird nun ein Intervall bzw. ein rationaler Teilpunkt auf der x-Achse, der 
unteren horizontalen Seite, dadurch zugeordnet, daB zunichst den End- 
werten y=0 und y=1 die Endwerte x=0 und x=1 entsprechen 
sollen, und weiter, so oft dort ein Intervall halbiert wird, hier zwischen 
die Endpunkte a/b, a/b’ des zugeordneten Intervalls, a@ und 0b, ferner a’ 
und 0’ als relativ prim gedacht, ein never Teilpunkt in «=(a+a’)/(b+0') 
eingeschaltet wird. Auf der horizontalen Seite treten so als Teilpunkte 
sukzessive alle Punkte mit rationaler Abszisse auf, und die Zuordnung 
der gleichzeitig konstruierten Abszissen und Ordinaten liefert uns das Bild 


Fig. 7. 
Kriterium fiir die reellen quadratischen Irrationalzahlen. 
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Fig. 8. 
Kriterium ftir die reellen kubischen Irrationalzahlen. 
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einer bestandig wachsenden Funktion y=?(x), zunichst fiir alle rationalen 
x, dann durch die Forderung der Stetigkeit erweitert auf beliebige reelle 
Argumente im Intervalle 0<#<1, wihrend gleichzeitig y dieses Inter- 
vall beliebig durchliuft. Wenn nun w eine quadratische Irrationalzahl 
ist und daher auf eine periodische Kettenbruchentwicklung fiihrt, so ent- 
spricht dadurch dem Werte y= ?(a) eine periodische Dualentwicklung 
und erweist sich infolgedessen y als rational. Wir erhalten dadurch die 
Satze: 

Ist x eine quadratische Irrationalzahl, so ist y rational, aber nicht rein 
dyadisch. Ist x rational, so ist y rein dyadisch. Und diese Sétze sind 
vollig umkehrbar. 

(Fig. 8.) Die letzte Figur zeigt nun eine Verallgemeinerung dieser 
Satze auf kubische Irrationalitdten, welche Herr Louis Kollros in seiner 
Dissertation (Ziirich 1904) entwickelt hat: 

Hinerseits wird hier ein Quadrat, in welchem £, 7 in den Grenzen 0 
und 1 laufen, in der Weise behandelt, daB es zuerst durch die Diagonale 
£7 in zwei gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke zerlegt wird und 
in der Folge jedes einmal entstehende gleichschenklige rechtwinklige Drei- 
eck durch die Verbindung von der Spitze nach der Mitte der Hypotenuse 
in zwei gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke aufgelést wird. Anderer- 
seits erfahrt gleichzeitig ein zweites Quadrat, in welchem z, y in den 
Grenzen 0 und 1 laufen, eine gewisse Schritt fiir Schritt zugeordnete Zer- 
fallung in Dreiecke: zuniichst werden die vier Ecken des Quadrats den 
vier Ecken des ersten Quadrats mit gleichwertigen Koordinaten und weiter 
die Linie = y der Linie § = 7 zugeordnet, und in der Folge wird, wo 
dort eine Hypotenuse halbiert und hernach eine geradlinige Verbindung 
eingefiihrt wird, hier zwischen die Endpunkte der zugeordneten Strecke, 
wenn deren Koordinaten a/c, b/e und a/c’, b/c’ und a,b,c sowie a’, b,c 
relativ prime Zahlen sind, als ein neuer Teilpunkt der Punkt mit den 
Koordinaten x= (a+a)/(e+¢), y=(6+0)/(e +) eingeschaltet und 
hernach die entsprechende geradlinige Verbindung vorgenommen. Dadurch 
werden zwei eindeutig umkehrbare Beziehungen (1) festgesetzt, zunachst 
fiir alle rationalen xz, y und dyadischen &, 4 und hernach durch die 
- Forderung der Stetigkeit tiberhaupt fiir beliebige Argumente und Funktions- 
werte in den Grenzen 0 und 1. Dabei findet nun Kollros die folgenden 
Siitze, welche freilich in einem wesentlichen Punkte noch nicht bewiesen 
sind, deren Richtigkeit aber nach einer Menge von Beispielen in hohem 
Grade plausibel erscheint: 

Sind 1, x, y drei unabhingige Zahlen im einem reellen kubischen Korper, 
so sind &,m rational und ist keine der Grofen §,7,&+%,&—7n rein 
dyadisch. Gehiren x,y einem quadratischen Korper an, ohne beide rational 
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eu sein, so sind &,y rational und ist eine der Gropen —,y,&+7,§ —% 
rein dyadisch. Sind x,y beide rational, so sind §, 1 beide rein dyadisch. 
Diese Sdtze sind vollkommen umkehrbar. 

Nimmt man y=42*, so erlangt man hierdurch ein vollstandiges 
Kriterium dafiir, daB x eine reelle kubische Irrationalzahl] ist. Besonders 
zu betonen ist, da diese Satze fiir alle kubischen Kérper und nicht etwa 
blo8 fiir solche mit negativer Diskriminante, in welchen nur eime Funda- 
mentaleinheit vorhanden ist, zuzutreffen scheinen. 

Diese Aufzihlung von speziellen Ergebnissen aus der Geometrie der 
Zahlen lieBe sich noch weiterfiihren. Aber ich habe vielleicht mein Ziel 
bereits erreicht und Sie mégen den Hindruck gewonnen haben, daB es 
sich hier um Fragen handelt, welche die Fundamente der GréSenlehre 
bertihren, welche der Auffassung leicht zuginglich sind und welche uns 
die Disziplinen der Algebra, Arithmetik, Geometrie in harmonischer 
Wechselwirkung zeigen. 


ONL 
Diskontinuitatsbereich fiir arithmetische Aquivalenz. 


(Crelles Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 129, S. 220—274.) 


Problemstellung. 


Die vorliegende Arbeit benutzt mehrfach Methoden, welche von 
Dirichlet ausgebildet worden sind. 

Ich stellte mir folgendes Problem: 

Hin System von m linearen Formen &,, &,..., &, mit  Variablen 
1, %q,..+,%,, mit beliebigen reellen Koeffizienten 

ie pene 

und von Null verschiedener Determinante heiSe einem zweiten solchen 
Systeme 7,, %,---, 1, arithmetisch dquivalent, wenn jedes der zwei Systeme 
sich in das andere durch eine homogene lineare Substitution mit lauter 
ganzzahligen Koeffizienten transformieren laBt. Es soll nun in der Mannig- 
faltigkeit A der n® reellen Parameter o,, ein Bereich B konstruiert werden, 
in welchem jede vollstindige Vereinigung (Klasse) untereimander Aqui- 
valenter Systeme durch einen Punkt, und wenn der Punkt ins Innere des 
Bereichs zu liegen kommt, auch nur durch einen einzigen Punkt re- 
prasentiert wird. 

Dieses Problem 1a8t sich sofort auf ein entsprechendes Problem tiber 
positive quadratische Formen zuriickfiihren. Wir bilden aus &, &,..., §, 
die Quadratsumme 

Sir bs Se ST: 
Sie ist eine positive quadratische Form der n Variablen x,, %,...,%, mit 
den Koeffizienten 
ib Oy 
S0n,0a, °° ey 1, Oy Og y Mag eH Oy Ong: 
Wir betrachten die nn £» dimensionale Mannigfaltigkeit A der Ae 


beliebig verinderlichen reellen Parameter a,,. Jedem Punkte f= (q,,) 
dieser Mannigfaltigkeit A, fiir den die Form f sich als wesentlich positiy 
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erweist, entspricht auf Grund der eben hingeschriebenen Gleichungen noch 


ein n(n =) _ dimensionales Gebiet A(f) von Punkten (@,,) in der Mannig- 


faltigkeit A. 

Wir tibertragen den Begriff der arithmetischen Aquivalenz und Klasse 
sinngemaB auf die positiven quadratischen Formen, und wir suchen im der 
Mannigfaltigkeit A einen Bereich B, in dem jede Klasse positiver quadra- 
tischer Formen durch einen Punkt, und wenn der Punkt in das Innere von 
B fillt, auch nur durch einen einzigen Punkt reprasentiert wird. 

Alsdann bilden die Gebiete A(f) zu allen in B gelegenen Punkten f 
den verlangten Diskontinuitaétsbereich B in der Mannigfaltigkeit A. 

Ich werde nachweisen, daB der Diskontinuitatsbereich B fiir die arith- 
metische Aquivalenz der positiven quadratischen Formen derart konstruiert 
werden kann, daB er in der Mannigfaltigkeit A einen von einer endlichen 
Anzahl von Ebenen begrenzten konvexen Kegel mit dem durch f=0 re- 
prasentierten Nullpunkte als Spitze vorstellt. 

Durch diesen Satz wird fiir die positiven quadratischen Formen mit 
n Variablen die Theorie der arithmetischen Aquivalenz auf dieselbe Héhe 
gebracht, welche sie fiir die terniéren Formen durch die Abhandlung von 
Dirichlet: Uber die Reduction der positiven quadratischen Formen mit drei 
unbestimmten ganzen Zahlen erreichte. 

Derjenige Teil des Diskontinuitatsbereichs B, welcher den Formen f 
mit einer Determinante <1 entspricht, besitzt ein endliches Volumen. 
Fiir »=2 kommt dieses Volumen wesentlich auf den nichteuklidischen 
Flacheninhalt des Fundamentalbereichs der elliptischen Modulfunktion J (o) 
hinaus. Die allgemeine Ermittlung jenes Volumens gelingt hier mit 
Hilfe derjenigen Prinzipien, auf welche Dirichlet die Berechnung der 
Klassenanzahlen der ganzzahligen biniren quadratischen Formen gegriindet 
hat, und zwar kommt das analytische Element in diesen Prinzipien gerade 
bei der hier zu machenden Anwendung am reinsten zum Vorschein. 

Mit jenem Volumen hiingen gewisse asymptotische Gesetze betreffs 
der Formen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammen. Andererseits er- 
méglicht der Wert des Volumens einen Schluf auf die dichteste Ausfiillung 
des m-dimensionalen Raumes durch lauter kongruente Kugeln. 

Die einschligige Literatur zu den hier behandelten Gegenstiinden ist 
in meiner Arbeit im 107. Bande von Crelles Journal (Diese Ges. Abhand- 
lungen, Bd. I, S. 243—260) ausfiihrlich genannt und verweise ich dieser- 
halb auf die dortigen Angaben. 
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§ 1. Charakter der positiven quadratischen Formen. 
Es sei 


f (Wy) yy + +05 Lp) = S04 2, hy (h,k = 1, 2,...,n) 


eine quadratische Form der » Variablen 2,, 2,,..., 2, mit reellen Koeffi- 
zienten a,,. Wir setzen stets a,,—=a,, fiir h<k voraus. Die aus der 
hy, hy, ...,h,-ten Horizontal- und der k,,k,,...,,-ten Vertikalreihe des 
quadratischen Schemas der a,, hergestellte v-reihige Determinante be- 


zeichnen wir mit 
Diep 
Ki hereee Ue 


1. Dafiir, daB f eine wesentlich positive Form sei, ist bekanntlich not- 
wendig und hinreichend, da® die m Determinanten 
152 pelt z 
vl, it) =D, fir h=1,2,..,% 
samtlich positiv sind. Die letzte dieser GréBen, D,, ist die Determinante 
der Form f, deren Wert wir auch mit D(f) bezeichnen. Wir setzen noch 
D, te 


Be ried Sa bt 
Deed ‘omiy) h=1,..,n—1 
Pcgiee en) ~ Uae é re acl beet ») ; 

ithe ish 
Dann sind auch alle GréBen g,>0O und besteht die identische Dar- 
stellung 


(1) f= 67 + 9287 + °°: + Rte 
mit 
(2) b= % 1 1g Fg + iy Lar b= Bat oot H Ven Uns eee $n = Ly,» 


welche den Charakter von f als positive Form in Evidenz setzt. 
2. Die Vergleichung der Koeffizienten von 2,7, x,*,..., a,” auf beiden 


Seiten von (1) ergibt 


 ) Myr =A, Ue 2 Woy +++) an 2 Un 
und durch Multiplikation dieser Ungleichungen folgt 
(4) . yy Mgg «+» Any = D(f). 


3. Ist LZ ein gegebener positiver Wert und soll f< Z ausfallen, so 
folgt aus (1): 


nl SVZ, lel SV Zo lal SVE 


und diesen Ungleichungen kénnen nach den Ausdriicken (2) nur eine 
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endliche Anzahl verschiedener ganzzahliger Systeme %,, 2,_1, ---, %, genligen. 
Wir haben daher den Satz: 

Eine positive quadratische Form f kann nur fiir eine endliche Anzahl 
von ganzzahligen Systemen der Variablen Werte annehmen, die eine gegebene 
Schranke L nicht tiberschreiten. 


§ 2, Anordnung in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit. 


Sind a,, @,,...,@, und b,,b,,..., 0, zwei verschiedene Systeme von je 
nm GréBen und hat man 


a=b,,..., G y= 51, a; = 01, 


wo J einen der Werte 1, 2,..., bedeuten kann, so heiBe das erste System 
hiher, das zweite niedriger als das andere, und zwar an 1” Stelle hoher 
bzw. niedriger. 


Es sei eine unendliche Menge von Systemen 8 (a,, d,,..., @,) vorgelegt 
mit folgender Higenschaft: Ist a,, a,,..., a, ein beliebiges System daraus 
und J eine beliebige der Zahlen 1, 2,...,m, so soll bei allen vorhandenen 
Systemen 0,,b,,...,0, der Menge, welche genau an /** Stelle niedriger 
als das erste System sind, fiir die GréBe b, jedesmal nur eine endliche An- 
zahl verschiedener Werte in Betracht kommen. 


Bildet man alsdann, von einem beliebigen Systeme S der Menge aus- 
gehend, soweit als angaingig, eine Reihe von Systemen 8, S®, 8®,..., so dap 
jedes folgende medriger als das vorhergehende ist, so mu eine solche Rethe 
stets nach. emer endlichen Anzahl von Schritten abbrechen. Es muB8 sich 
also nach einer endlichen Anzahl von Schritten schlieBlich ein System 
einstellen, zu welchem es kein niedrigeres in der Menge gibt, und welches 
demnach das niedrigste System in der Menge vorstellt. 


Fiir n =1 ist die Behauptung evident. Nun sei n> 1. Betrachten 
wir zum Ausgangssysteme S(a,,a,,...,@,) alle Systeme a,,b,,...,b, der 
Menge, welche mit ihm in dem ersten Elemente a, tibereinstimmen, so 
bilden die darin auftretenden Systeme },,..., b, eine Menge von Systemen 
aus ”— 1 Elementen mit ganz entsprechender Higenschaft, wie wir sie 
fiir die gegebene Menge n-gliedriger Systeme voraussetzen. Nehmen wir 
nun den zu beweisenden Satz bereits als erwiesen an, wenn die Zahl n— 1 
anstatt » steht, so kann eine Reihe S, S®, S@,... nur mit einer endlichen 
Anzahl von Termen derart fortschreiten, daB das erste Element ungedndert 
bleibt und jedesmal eine Erniedrigung an der zweiten bis n*" Stelle ein- 
tritt. Da auBerdem eine Erniedrigung genau an erster Stelle nach Voraus- 
setzung ebenfalls nur eine endliche Anzahl von Malen vorkommen kann, 
so ist der zu beweisende Satz sofort fiir Systeme aus n Gliedern klar. 
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§ 3. Niedrigste Formen in einer Klasse. 


Der Begriff der arithmetischen Aquivalenz von positiven quadratischen 
Formen ist schon in der Einleitung erwahnt worden. Zwei positive Formen 


PA as 9 = 0,9, % (h,k =1,...,) 


sind hierbei dann und nur dann dquivalent, wenn f in g durch eine ganz- 
zahlige Transformation mit einer Determinante + 1 iiberzufiihren ist. 

1. Ist dabei 
(5) yy = Diy, Gag = O29, - + +) Gan = Orns 
so mogen f und g gleichgestellt heiBen. Ist dagegen 
(6) Ay, = by,...; Oat bain Ay > by, 
wobei / einen der Werte 1, 2,..., haben kann, so soll f héher als g und 
g medriger als f und zwar an lr Stelle hoher bzw. niedriger heiBen. 

Ks sei 
(7) Ly = Sy 44 TF Sy2Yo °° + Sinn (h=1,2,...,m) 
eine ganzzahlige Substitution mit der Determinante + 1, welche f in g 


tiberfiihrt, so hat man 
Dux =F (Stas +9 Saez) (kK=1, 2,...,m). 
Ist g an 1” Stelle medriger als f, so folgt daher 


(8) F (S11) +++) Spa) = Gia, +++, FSi pow teey 551-1) =, 1? FSinget 58a) 
Ferner ist die aus den 1 ersten Vertikalreihen der Substitution (7) gebildete 
Matrix 

(9) I Saal (h=1,2,...,0; k=1,2,...,0) 
unimodular, d. h. der groéBte gemeinsame Teiler aller aus ihr zu bildenden 
l-reihigen Determinanten ist gleich 1. 

Hiernach ist leicht zu entscheiden, ob es im der Klasse von f eine 
Form g gibt, welche niedriger als f ist. Wir nehmen fiir / nacheinander 
jeden der Werte 1, 2,...,m und fassen jedesmal das System der Be- 
dingungen (8) ins Auge. Nach § 1 kann es jedesmal gewif nur eine 
endliche Anzahl von ganzen Zahlen s,,(k <1) geben, welche diesen Be- 
dingungen gentigen. Sowie fiir eines der betreffenden Lésungssysteme die 
— Matrix (9) unimodular ist, kénnen wir bekanntlich zu dieser Matrix n — 1 
weitere Vertikalreihen ganzzahliger Koeffizienten s,,(k=1+1,...,2) hin- 
zufiigen, so daB die Determinante des entstehenden quadratischen Schemas +- 1 
wird, und es fiihrt dann die zugehérige Substitution (7) in der Tat f in 
eine an /‘ Stelle niedrigere Form g iiber. Dabei kommen jedesmal fiir b,, 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Werte in Frage. 

2. Auf Grund des Hilfssatzes in § 2 kann man nunmehr wm jeder 
Klasse f eine solche Form g ermitteln, zu welcher es keine niedrigere Form 
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in der Klasse gibt und welche wir daher eine niedrigste Form der Klasse 
nennen. Alle dquivalenten mit ihr gleichgestellten Formen sind gleich- 
zeitig niedrigste Formen der Klasse. 

3. Soll die Form f durch die Substitution (7) in eine gleichgestellte 
Form tibergehen, so miissen die » Gleichungen 

(S11) oe oat) cae O11) see ear. F(Sin9° -*9San =F Gann 

statthaben; es gentigen ihnen nur eine endliche Zah] ganzzahliger Systeme 
S,, und gibt es daher gewif auch nur eine endliche Anzahl ganzzahliger 
Substitutionen mit einer Determinante + 1, durch welche eine Form i gleich- 
gestellte tibergeht. Insbesondere zeigt sich, daB jede positive Form nur eime 
endliche Anzahl ganzzahliger Transformationen in sich besitzt. 

4. Jede Form f geht durch die 2” Substitutionen 


(10) L= HY, Lye=H Yay +++) Ty = EYny 
wobei ein jedes der m Vorzeichen unabhangig von den anderen als + oder 
— angenommen werden kann, in gleichgestellte Formen iiber. 
5. Es mége fiir einen Moment eine Form f und die ganze zugehérige 
Klasse allgemein heiBen, wenn eine Gleichung 
f(y oy +++) 2n} = Yrs Yar ++) Yn) 
mit ganzzahligen Werten 2,, %,..-,%q3 Yi) Yo) +--+) Y, Diemals anders be- 


stehen kann, als daB das System y,,4,...,Y, mit %,,%,...,%”, oder 
mit —%,,—%,...,— 2%, tibereinstimmt. Insbesondere wird dieser Cha- 


se : nnm+1 : 
rakter fiir f zutreffen, wenn zwischen den sue Koeffizienten a,, von 


f keine homogene lineare Relation mit ganzzahligen Koeffizienten besteht. 
Vergleichen wir insbesondere die zwei Systeme 


%=1,%,,=1,%,=0 und y,—1, Yor =—1,y,=90 (kh, h+1) 


miteinander, so zeigt sich, daB in einer allgemeinen Form f gewiB jeder 
Koeffizient a,,,, von Null verschieden ausfillt. 

Ist die Klasse f eine allgemeine, so geht offenbar jede Form daraus 
einzig durch die 2” Substitutionen (10) in fquivalente gleichgestellte 
Formen tiber, und gibt es in der Klasse stets eine einzige niedrigste Form g, 
welche noch die Bedingungen 


Bg > 0, Ogg > 0, «+ +), _1,n > 0 
erfullt. 


6. Wir bezeichnen mit E die identische Substitution, ferner zu jeder 
Substitution S als entgegengesetzte und mit —S diejenige Substitution, 
welche durch Anderung aller Koeffizienten S,, Im die entgegengesetzten 
Werte — s,, entsteht. 
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§ 4. Reduzierte Formen. 


Es sind wesentlich die niedrigsten Formen einer Klasse, welche 
Hermite (Crelles Journal, Bd. 40; Oeuvres, T. I, p. 100) als reduzierte 
Formen eingefiihrt hat mit der Absicht, in der Menge dieser Formen einen 
Diskontinuitatsbereich .B von der in der Einleitung dargelegten Natur zu 
erhalten. Hier bringen wir gegentiber der Hermiteschen Definition eine 
Vereinfachung dadurch an, da8 wir gewisse kompliziertere Charaktere, 
welche fiir niedrigste Formen zu fordern waren, die ihren Einflu8 aber 
nur auf Teile der Begrenzung des Diskontinuitatsbereiches aufern wiirden, 
beiseite lassen. 

1. Es sei 7 eine der Zahlen 1, 2,...,, und wir wollen unter 
$,%, 8%, ..., 8, hier aligemein ein solches System von n ganzen Zahlen 
verstehen, wobe: der gropte gemeinsame Teilcr der letzten n — (1 — 1) Zahlen 
darunter, also von s5{,3,,...,8,, gleich 1 ist. Ferner bedeute ¢,®, 
€,”,...,€, speziell die J* Vertikalreihe der identischen Substitution E. 

Zu jedem Systeme s,, s.,..., 8, kann man offenbar stets eine ganz- 
zahlige Substitution S® von einer Determinante +1 herstellen, in deren 
quadratischem Koeffizientenschema die ersten 1—1 Vertikalreithen wie bei 
der identischen Substitution E aussehen und die 1” Rethe von eben jenem 
Systeme gebildet wird, also eine Substitution 


t= Y, + $Y, + Sandy rei Ct Sin Ue (h<l), 
Xi, = SOY Sareea Ft + + SinYn (h=!). 
Durch eine solche Substitution S® geht eine Form 
f= Soy,2,0, im 9g = Sony 
tiber, so daf 
Bp = yyy ig it = Geta Op = £81, 8,0, - - -, 8) 
ist. Wenn nun f speziell eine niedrigste Form in ihrer Klasse ist, wird 


hierbei stets b,, > a,, sein miissen. 
2. Wir stellen nunmehr folgende Definition auf: 


Eine quadratische Form 
f (1, %yy +++) pq) = Dy 0, Ly 

soll eine reduzierte Form heipen, wenn sie allen méglichen Ungleichungen 
(D (5,9, 540, «45 840) & ay 
geniigt fiir jedes |= 1, 2,..., nund alle ganzzahligen Systeme s,, s,°, ..., 8,, 
wobei der gripte gemeinsame Teiler der Zahlen s;°, so « «+, Sa gleich 1 ist, 
und ferner noch den Bedingungen: 
(II) yg = 0, Ogg [ 9, ++) Uy_tyn = 9. 
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Wir schlieBen bei den Ungleichungen (I) jedesmal ausdriicklich die 
zwei Systeme 5,0 =e,0(h=1,...,m) und 5,0 ——e%(h=1,...,) aus, 
wofiir (I) keine wirkliche Bedingung in den a,, vorstellen wiirde. 

Bei dieser Definition einer reduzierten Form setzen wir nicht bereits f 
als eine positive Form voraus. 

3. In einer Klasse positiver Formen ist eine niedrigste Form, welche 
noch die Zusatzbedingungen (II) erfiillt, stets eine reduzierte Form. Nach 
den Ergebnissen des § 3 gibt es daher im jeder Klasse positiver Formen 
stets wenigstens eine reduzierte Form. 

4. Die zum Index J gehérigen der Ungleichungen (I) besagen, dap 
a,, das Minimum unter allen Werten f(%,,%_,...,%,) fiir solche ganze Zahlen 
Wy) Ug) ++ +) Lp, It, WobEt H,, X,,4,++ +) L_ keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben. 

Durch eine Substitution S® gehen die samtlichen ganzzahligen Systeme 
Wy La, ++ +) Vy, WObei X,, %,,4,---, %, keimen gemeinsamen Teiler > 1 haben, 
in die samtlichen ganzzahligen Systeme y,,¥%,...,y, tiber, wobei y,, 
Yi419+++) Yn Keimen gemeinsamen Teiler > 1 haben. 

5. Gentigt eine positive Form f den Bedingungen (I) nur fir 
1=1,2,...,m—1, aber nicht ftir / =m, so kénnen wir aus ihr durch 
eine Substitution S™) eine aquivalente Form herleiten, welche den ent- 
sprechenden Bedingungen fiir /=1,2,...,m—1 und auch noch fir 
l= m geniigt. 

Man hat einfach alle ganzzahligen Systeme s,, s,™,...,$,™ zu be- 
stimmen, fiir welche f(s,™, s.),...,8,) <a,,,, ist und zugleich s,s) 
...,8,(™ keinen Teiler > 1 haben. Nach Voraussetzung gibt es solehe Systeme. 
Sie sind nur in endlicher Anzahl vorhanden. Man suche unter ihnen die- 
jenigen heraus, welche der Form f den kleinsten Wert erteilen, und setze 
dann in S™) als m* Vertikalreihe ein beliebiges dieser Systeme an, so 
wird das gewiinschte Ziel erreicht sein. 

Beachtet man, daf der Typus S eine beliebige ganzzahlige Substi- 
tution mit der Determinante +1 vorstellt, ferner, daB bei zwei ver- 
schiedenen Substitutionen SOL < mn) mit genau gleicher 1" Vertikalreihe 
die zweite gleich dem Produkt der ersten in eine Substitution S¢+» ist, so 
enthalten diese Bemerkungen eine Methode, um zu einer gegebenen positiven 
Form f alle ganzzahligen Substitutionen zu finden, durch welche sie in 
aquivalente reduzierte Formen tibergeht. 

Zugleich zeigt sich, da die Anzahl dieser reduzierenden Substitutionen 
fiir jede gegebene positive Form f stets eine endliche ist. 

6. Aus diesen Erwigungen leuchtet ferner ein: Eine solche reduzierte 
Form, fiir welche in keiner eimzigen von den Ungleichungen (1) und (II) 
das Gleichheitszeichen eintritt, kann nur bet Anwendung der identischen 
Substitution E oder der dazu entgegengesetzten — E reduziert bleiben. 
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7. Wir fassen nun die Koeffizienten a,, einer quadratischen Form als 


Koordinaten eines Punktes f in einer mt) _Fauchen Mannigfaltigkeit A 


auf. In dieser Mannigfaltigkeit bezeichnen wir mit B das Gebiet der- 
jenigen Punkte f, welche allen Ungleichungen (I) und (II) gentigen. Wir 
nennen B den reduzierten Raum. Das letzte Ergebnis besagt dann: 

Eine Form f 1m Inneren des reduzierten Raumes B, d. h. fiir welche 
in keiner der Ungleichungen (I) und (II) das Gleichheitszeichen statthat, 
geht durch jede von E und — E verschiedene unimodulare ganzzahlige Sub- 
stitution in eine Form auferhalb B iiber. 

Insbesondere wird eine allgemeine Klasse immer durch einen inneren 
Punkt von B reprisentiert. 

Der Bereich B geht durch jedes Paar entgegengesetzter unimodularer 
ganzzahliger Substitutionen S,— S in eine bestimmte dquivalente Kammer 
Bs = B_s tiber, und die Kammern, die verschiedenen solchen Paaren 
S,—S entsprechen, stoBen wuntereinander hochstens in Punkten der Be- 
grenzung zusammen. Die saimtlichen Kammern Bg tiberdecken den ganzen 
Raum der positiven Formen. 


§ 5. Die Winde des reduzierten Raumes. 


Die Ungleichungen (1) zur Definition einer reduzierten Form f sind 
in unendlicher Anzahl vorhanden. Wir werden nunmehr den Satz be- 
weisen: . 

Es gibt unter den Ungleichungen (1) eine endliche Anzahl, welche alle 
tibrigen dieser Ungleichungen zur Folge haben. 

Beweis: 1. Es set zunichst n = 2, also 


f= Oy, 0" + 2ayy%,%y + gy Xp”. 
Nehmen wir in (1): s,% = + 1, s,% =1, so folgt 
ee 1 
(11) Oy, + 2dyy + Ogg = Mp9, F yy SP ay. 
Aus diesen zwei Bedingungen fiir die zwei Vorzeichen + geht noch a,, > 0 
-hervor. Nehmen wir s," = 0, s, =1, so entsteht 
(12) Ogg = Ayy. 
Ist a,, = 0, so folgt aus (11) auch a,, = 0 und gelten wegen a,, > 0 


bereits alle Ungleichungen (I). 
Ist a,, > 0, so folgt aus (11) und (12): 


1 1 a ete 
ye S #5 O47 SF M4499, Dy = O41 Ge — My” = FT U1 Me 


Schreiben wir : : 
f= Gy (4 + V19%)? + 99%", 
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so ist 
Mee) 1 = 
Givrentiy>. Jasaeet 7 cis eg aS oe 


Fiir ganze Zahlen s,, s, wird nun, wenn |s,| >1, s, = 1 ist: 
(+ |5, 1, 1) = a (s,? — | 5, ]) + Gar & 2%) | 51] + 22 > M9, 
andererseits, wenn |s,| > 1 ist: 
F (815 82) 2 Y25q" = Bagg > Ayg. 

So leuchtet ein, daB aus (11) und (12) bereits alle Ungleichungen (1) folgen. 

2. Es sei jetet n>2. Setzen wir einen Teil der Variablen z,,...,2, Null 
und sind die noch iibrigen dieser Variablen 2, , %,,.--,%j,,(/4 <Mg<>+*< Ap), 
so wird aus f eine Form f({4,,%,,,---,%,,} dieser m Variablen, und die 
zu (I) entsprechenden Bedingungen fiir diese Form sind, wie man leicht 
erkennt, spezielle von den Bedingungen (I) fiir die Form f selbst. Jede 
aus einer reduzierten Form f in solcher Weise abzuleitende Form von 
weniger als  Variablen trigt also, von den Zusatzforderungen (II) ab- 
gesehen, ebenfalls den Charakter einer reduzierten Form bei ihrer 
Variablenzahl. 

Greifen wir nun von den Ungleichungen (1) fiir f erstens diejenigen 
heraus, welche gerade nach sich ziehen, daB die sdimtlichen bindren Formen 

Dy phy? + 2 yD, + Oye,” (h <k) 

die Bedingungen (1) fiir reduzierte Formen erfiillen, so handelt es sich um 
gewisse Ungleichungen in endlicher Anzahl und kommen diese Ungleichungen 
auf die folgenden 


(13) + 2a, 5%, (h<k) 
und 

(14) OS ay S Mg S++ Sa, 

hinaus. 


3. Wir nehmen nun an, der zu beweisende Satz sei bereits fiir Formen 
von weniger als n Variablen sichergestellt, und wir kénnen unter den Un- 
gleichungen (I) sweitens eine endliche Anzahl auswihlen, welche zur Folge 
haben, daB die sdimtlichen aus f abgeleiteten Formen f {Xm 41) Vn 49) +++) Up} 
fiir m= 1, 2,...,m— 2, reduziert sind. 

Ist nun etwa 


O = Ay = Ogg = +++ = ,,(1 Sm <n), Om 8 as 
so sind infolge von (13) tiberhaupt alle Koeffizienten a,, (h<k), bei 
welchen der Index h einen der Werte 1, 2, ...,m hat, Null und wird aus 
f einfach f{%,,,1,---,%,}. Die Ungleichungen (I) in bezug auf letztere 
Form haben dann bereits séimtliche Ungleichungen (1) fiir f zur Folge. 
4. Nunmehr setzen wir weiterhin a, > 0 voraus. Wir greifen drittens 
aus den Ungleichungen (I) diejenigen in endlicher Anzahl vorhandenen 
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heraus, welche zur Folge haben, daB auch die séimétlichen aus f abzuleiten- 
den Formen f{2,, %,...,2_,} fiir m= 2, 3, ...,.n—1 reduziert sind. 


5. Jetzt werden wir (in 5.—8.) zeigen, daB wir zu den bereits ge- 
wahlten der Ungleichungen (I) viertens eine weitere endliche Anzahl jener 
Ungleichungen derart hinzufiigen kénnen, dab aus diesen fiir die Deter- 
minante D,, der Form f eine Ungleichung 


(15) Die Aes Ogee as te 


folgt, wo 2, eine gewisse positive nur von n und nicht von den Koeffizienten 
der speziellen Form f abhdngende Konstante bedeutet. 

Nach 1. ist diese Tatsache bereits fiir »=2 mit dem Werte 1, => 
zutreffend, und wir nehmen sie als bereits erwiesen fiir Formen mit weniger 
als n Variablen an. 

Hs sei jetzt m einer der Werte 1, 2,...,.%—1, so haben wir unter 
Verwendung der in § 1 eingefiihrten Bezeichnungen fiir die Determinante 
der Form f{2,, 2%, ...,%,,} die Ungleichung: 


~ 2 om 
PAZ Perm D 4 “a 
(16) D 1 2 em Fe nee m1 M39 +++ Anm (m <n—1) 
und fiir die Determinante der Form f {2% 41, Unig) +++ X,}! 
m+1,m+2,...,” = 
(17) vy Tener ST Wire DB fa ase 1 0, iain a 3 ee 


In den Fallen m=1 und m=n—1 setzen wir A, = 1. 
Entwickeln wir nun den Ausdruck der Determinante D, von f, so 


kommen darin m!(n—m)! Terme vor, die sich zu dem Produkte D,, D,_,, 
zusammenfassen lassen, und weiter »!— m!(m — m)! Glieder vom Typus 
+ 44, Goi, © + + Umi Um +15 hn 41 * Inky? 
wobei k,, ky, ...,k,, nicht, abgesehen von der Reihenfolge, mit 1, 2,..., m 
tibereinstimmen und infolgedessen auch noch unter den Indizes k,, .1,.++4 k, 
jedesmal wenigstens eine der Zahlen 1, 2,..., m sich findet. Nach den Be- 
ziehungen @,,—=4,, und den Ungleichungen (13) erweist sich nun ein 

jedes solches Glied dem Betrage nach 


1 
S a M11 %2 Bases nm mmm +2, m+2 ~ ++ Ann: 


Benutzen wir die Ungleichungen (16) und (17) und verstehen unter 1, 
eine in der Folge noch zu fixierende positive Konstante, so entsteht jetzt 


iV 4,11 Ue see Ann = { (An dam eo) Ag) On 1,44 
1 
== (nl mi )!) Gay mn} %11% qq +++ Gmm%n42,m+9° °° Fane 


Wir konnen 
lei >a > > Ay 
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voraussetzen. Die positive GréBe 4, denken wir uns zunichst irgendwie, 
jedoch kleiner als jedes der Produkte 2,,4,_,, fiir m—=1, 2,...,n—1 
gewahlt und setzen zur Abktirzung 


1 (ii—miin—m)!) _ 
400A) ene chine 


mna—m n 


(m = 1, 2, .... — 1). 


Alsdann wird die Ungleichwng (15) mit dem betreffenden Werte 4, jeden- 
falls schon statthaben, wenn fiir wenigstens einen der Indizesm =1,2,....2—1 
sich 

An+1,m+1 = %m+1%mm 
herausstellt. 


6. Nunmehr haben wir uns nur noch mit der Annahme zu beschif- 
tigen, daB sdmtliche Ungleichungen 
(18) My, > Agg, Ug Mag > Aggy +» +> Hy Mn—1,n-1 > Unn 
gelten. 


Aus den Ungleichungen (16) geht unter Beachtung der Ungleichungen 
(14) und von a,, >0 hervor, daB sicherlich die Determinanten 


DD rs as as 
positiv ausfallen und daher auch 


n—1 


n—1 


D 
% = D,, h=Dp? Sel! PA ea 


n—2 


sdimtlich endlich und >0O sind. Wir kénnen daher, mag nun die Deter- 
minante D, >0O und damit auch f positiv sein oder nicht, jedenfalls be- 
reits fiir f die Darstellung aus § 1: 


(19) f= 46," + 93627 +++ + Qn as 
(20) Gp = hy + 9% te + VigXny Og Mart Va Van tay = «by Ge = eee 
mit 
eaetaay Ee ae | & é 
ae ae, ee (Reva ‘) 
de Dr CH Lan D, - k=h+1,....n 
ansetzen. 


Die Determinante, welche den Zahler des vorstehenden Quotienten 
fiir y,, bildet, besteht aus h! Gliedern, von denen ein jedes mit Riicksicht 


auf die Ungleichungen (13) sich dem Betrage nach < FO Ops 105 Gy, OF- 


weist, wihrend der Nenner dieses Quotienten nach (16) sich > 2,04, dg... @,, 
findet. Danach hat man 

91 cil (h=1,...,n—1) 
Gy Yul So ay (kh=h+1, 255, 0). 


Aus (19) und (20) geht 


V1 = %1, We Sg) «+ Gia S Qn—1,n-1 
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hervor, woraus mit Riicksicht auf (18) 


(22) V1 = U1) Ia Heyyy oy Up Haye %q_1 Oy 
folgt. 

7. Es kommt jetzt vor allem darauf an, zu erkennen, daB wir von 
den Ungleichungen (1) eine endliche Anzahl herausgreifen kinnen, infolge 
deren sich auch q, als >0 und damit also f als eine wesentlich positive 
Form erweist. Fiir diesen wichtigen Nachweis kénnen wir uns des ele- 
mentaren Prinzips bedienen, welches Dirichlet so meisterhaft in der 
Theorie der algebraischen Hinheiten gehandhabt hat, wonach bei Verteilung 
emer Anzahl von Gropensystemen in eine kleinere Anzahl von Bereichen 
darunter irgendem Bereich da sein muB, der wenigstens zwei der Systeme 
auf enmal aufnimmt. 

Wir bilden zum Ausdrucke (19) von f mit den nimlichen £,, &,..., € 
die Hilfsform 
(23) Fe GP gba? +t Hghty hpi Sena t Won 


wobei uw folgende Bedeutung haben soll. Hs seien ¢,, ¢, ..., ¢,_, bezieh- 
hich die kleinsten ganzen Zahlen, fiir welche 


(24) Ce gare hae tar, ce Kaan ee F 


ausfallt, und es werde 


n—1 


1 

)) EEE. aa 
gesetzt. 
Danach ist w eine bestimmte positive GréBe, mithin F’ eine positive 
Form der Variablen 2,, %,..., %- 

Wir zeigen, dap man fiir x1, %,,..., x, ganze Zahlen, unter denen 
Ly, + 0 ist, finden kann, so dap dafiir F< 1 ausfaillt. 

In der Tat, zunichst ist € —a,. Wir setzen der Reihe nach 
2, =0, 1, 2,...,4%,...¢,_, und kénnen zu jedem dieser Werte von z,, 


n 


nacheinander %, 1, %,_9,+++ %, als ganze Zahlen derart bestimmen, dab 


(26) 0<616<1,056,<1,...,05&<1 
wird. Wir erhalten damit t,4,...¢,_, +1 im «x, durchweg verschiedene 
Wertsysteme 2,, %,...+ £,, welche siimtlich diese Bedingungen (26) er- 
fiillen. 

Zerlegen wir nun fiir h =n —1, n—2,...,1 jedesmal das Intervall 
G= 6.1L nm die ¢, Intervalle 


1 u 2 t —1 
0S&<F> qs Gey 9 os ts 


so tritt eine Teilung des ganzen durch (26) definierten Gebietes in 


t,t,...t,_, véllig untereinander getrennte Gebiete ein und wird man unter 


Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. II. 
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jenen Systemen 2,, %,..., %,, deren Anzahl >#,t,...¢,_, ist, gewib 
irgend zwei, etwa 


, Be 7 uw ut iA wt / 
Ly Ley +p Uys Uy, Vey ++ 09 Ly (x, > 2,,) 
finden kénnen, fiir welche £, &, ...,6,_, demselben Teilgebiete angehGren. 


Fiir das durch Subtraktion aus beiden hervorgehende System 


uy , uw / uw / 
t= 0 — 2, ty =X, — Me, ++, 1 = 2, — 2, 


n 


gelten dann die Ungleichungen 
3 1 
(27) Il<gay [bi al<g—, [Sal Stitt 
wihrend zugleich z, > 0 ist. Aus (27), (24) und (25) ersieht man, daB 


infolgedessen weiter die m — 1 ersten Terme des Ausdrucks F' ein jeder < _ , 


der n® < = werden und also fiir das betreffende ganzzahlige Wertsystem 
%14) Ua, .+-,) £, mit positivem x, der ganze Ausdruck F' gewiB < 1 ausfallt. 

Das erhaltene System 2,, 7, ..., Z, befreien wir noch von einem in 
den Zahlen etwa vorhandenen gemeinsamen Teiler >1, wobei die Un- 
gleichung F' <1 nicht verloren geht. 

Andererseits kénnen wir, allein in Beriicksichtigung der Ausdriicke (20) 
fiir &, &,.-- & und der Ungleichungen (21) fiir die Koeffizienten y,,, von 
vornherein eine endliche Anzahl bestimmter ganzzahliger Systeme x,, X,-.-)Lq 
mit positivem x, und ohne gemeinsamen Teiler > 1 anweisen, welche iiber- 
haupt als die einzigen derartigen Systeme in Frage kommen, die vielleicht 
den Ungleichungen (27) geniigen komnen. Wir ermitteln die samtlichen 
beziiglichen Systeme und wir heben nunmehr viertens unter den Un- 
gleichungen (I) diejenigen heraus, welche ausdriicken, da8 fiir diese be- 
sonderen Systeme stets f(%,, 2, ..., %,) = 4,, sein soll. 

Alsdann muf infolge aller bereits herausgehobenen Ungleichungen (1) 
notwendig 
(28) In = UA, 
werden. Denn in dem Ausdrucke (19) von f sind wegen (22) die Koeffi- 
zienten von §,*, &”,...,€?_, durchweg nicht gréer als in dem Multiplum 
a,,f von F. Ware nun g, <wa,,, so wiirde daher bei von Null 
verschiedenem x, stets f<a,,/" sein. Wir haben aber ein solches ganz- 
zabliges System 2,, %,...,%, mit von Null verschiedenem 2,, wofiir 
F' <1 ist, wihrend wir fiir das betreffende System hier bereits einer der 
Ungleichungen (I) gemif a,,</ fordern, also ergiibe sich ein Wider- 
spruch und folgt in der Tat die Ungleichung (28). 

8. Indem wir (28) mit allen Ungleichungen (18) multiplizieren, geht 

In > ——*___a,, 


Ug Mgrs hy 
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hervor, und indem wir weiter diese Ungleichung mit der Ungleichung fir 
D,,_, nach (16) multiplizieren, folet 


An —1U 
D> 4 an 
0 Ee ¢ 


nn” 


Nach der Bedeutung von w, die aus (24) und (25) ersichtlich ist, 
k6énnen wir nun tiber 4, definitiv in solcher Art verfiigen, daB hieraus 
wieder die Ungleichung (15) fiir D, hervorgeht. Wir brauchen dazu nur 
i, Kleiner als die » —1 GréBen 1,,4,_,,(m<m) derart zu wihlen, daB 


Agua 2 Ag My hy .-«%,([Vn] + 1)*((Vnx] + 1)°... ((Vnw,... 4] + 1)? 


ist. Die Klammer [] soll hier das bekannte Zeichen fiir griéBte Ganze 
vorstellen. Dieser Forderung fiir 1, aber kénnen wir immer entsprechen, 
weil der Ausdruck rechts hier nach der Art, wie x,,...,%, von A, ab- 
hingen, gleichzeitig mit 4, abnimmt und der Null zustrebt. 

Bei dieser Bestimmungsweise von 4, gilt nunmehr infolge der bisher 
herausgehobenen Ungleichungen (I) im allen Fiillen die Ungleichwng (15) 
fiir D,,. 

9. Indem wir auf den Zihler einer GréBe g,=D,:D,_, die Un- 
gleichung (16) bzw. (15), auf den Nenner die Ungleichung 

Dy SZ %4 1 %p - - - Ay _1,h-1 
in Anwendung bringen, entsteht allgemein 
I, SAM (a= 1, 2,..., 0), 
und nun zeigt sich in dér Tat leicht, daB eine endliche Anzahl unter den 
Ungleichungen (I) angewiesen werden kann, welche alle iibrigen dieser 
Ungleichungen zur Folge haben. 

Wir setzen fiir jeden Wert 1=1,2,..., die folgenden Unglei- 

chungen an: 

(29) Aor <1, Ins bh <1, - ey WGP <1, 

(80) dabi®a<S*, taht <A", had, eS t 
Aue 4a? 7 292 Ae ee Lol aig 

mit den Ausdriicken 

(31) Gy = y+ yg %q + + Vin® ns Gg = Hy tees t+ Vanhny + b, = Up 

und den Einschrénkungen 

(32) . [7aa Sti 


Es ist einleuchtend, daB diesen Bedingungen jedesmal nur eine endliche 
Anzahl ganzzahliger Systeme 7,, 2,...,%, entsprechen kénnen. Unter 
diesen wiihlen wir alle Systeme s,%, s,, ..., 8, aus, in welchen 
3, 81, «++ 8,0 keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben, und fordern jedes- 


mal die Bedingung (1) fiir die betreffenden Systeme. 
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Die in solcher Weise bisher hervorgehobenen der Ungleichungen (1) 
ziehen dann notwendig die Gesamtheit dieser unendlich vielen Ungleichungen 
nach sich. 

In der Tat, es sei 2, =5,%,..., 2, =," ein ganzzahliges System, 
welches nicht zu den eben hervorgehobenen gehért und wobei s,..., 5, 
keinen gemeinsamen Teiler >1 haben. Alsdann bestehen dafiir ins- 
besondere mit den zu f gehérigen Ausdriicken €,, &,..., & nicht alle Un- 
gleichungen (29), (30). 

Wir nehmen erstens an, es sei dafiir etwa 1,62 >1 und A>. Dann 
folgt aus 

Bo Sal as eae 
mit Riicksicht auf g, >4,4,, und a,, >a, sofort f > a. 

Es seien zweitens fir das beziigliche System in f saimtliche Un- 
gleichungen (29) erfiillt, und es sei h(<l) der grdfte Index, fiir den statt 
der in (30) genannten Ungleichung vielmehr sich die Ungleichung 


Vey gy sil baw. 6? > = je nachdem h > 1 oder = 1 ist, einstellt. Dann 


haben wir wegen q, > 4,4,, fiir das betreffende System z,, ..., x, jedenfalls 


1 
(33) f(@, +++) ty) = 7 (ut He Ogg iiss “ag ai pa hed a 


Wir denken uns nun die Zahlen z,,,,..., %, festgehalten, statt der Zahlen 
Ly, L,_4) +++) H, aber, was offenbar méglich ist, nacheinander solche ganze 
Zahlen x,*, x*,,.--,%,* gewahlt, daB die neuen dazugehérigen Ausdriicke 
(31) die Bedingungen 


(4) —- <t*<>,-7S6.s 


On hk—-1 


erfillen. Wir haben damit ein modifiziertes ganzzahliges System 
x,*,...,%,* erhalten, in welchem x;*=4,,..., %,* =a, keinen gemein- 
samen Teiler > 1 haben, und welches nunmehr allen Bedingungen (29), 
(30) geniigt, fiir das wir also bereits f > a,, voraussetzen. Jetzt folgt aus 
(33) und (84), da stets a,, > q, ist, 


P(% ys + By) SF(G™, «»-, By) S ty. 
10, Wir kénnen unser Endergebnis folgendermaBen aussprechen: 
Der reduzerte Raum B ist ein konvexer Kegel mit der Spitze im Null- 


punkte f =O, der von einer endlichen Anzahl durch diesen Punkt laufender 
Eibenen begrenzt wird. 


§ 6. Die Kanten des reduzierten Raumes. 


1. Im ganzen reduzierten Raume B gilt a,, >0; die Punkte darin, 
fur welche a, >O0 ast, entsprechen positiven Formen; die Punkte darin, 
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fiir welche a,, = 0 ist, erfiillen zugleich die Bedingungen a,,= 0, a,,=0, 


ae Du fache Mannigfaltigkeit auf der Be- 


+, 4, =0 und bilden eine nur 
grenzung von B. 

Die zur Charakterisierung des reduzierten Raumes dienenden Un- 
gleichungen haben eine jede die Gestalt 


(I, It) SM yyy = 0, 
worin die m,, gewisse gegebene numerische Koeffizienten vorstellen. 
Daraus geht hervor: 

Ist f eine reduzierte Form, so ist auch jedes Produkt cf, wo c einen 
positiven Faktor vorstellt, sind f und g zwei reduzierte Formen, so ist auch 
jede Verbindung (1 —t)f + tg, wo O<t<1 ist, eine redusierte Form. 

2. Die allgemeinen Prinzipien iiber lineare Ungleichungen, welche ich 
in meiner ,,Geometrie der Zahlen“ § 19 dargelegt habe, ergeben folgende 
Aufschliisse tiber die zur Definition des Raumes B wirklich notwendigen 
von. den simtlichen Ungleichungen (I) und (II). 

Wir wollen eine nicht identisch verschwindende reduzierte Form 
eine Kantenform des reduzierten Raumes nennen, wenn es nicht médglich 
ast, p als Summe zweier reduzierter Formen darzustellen, die weder iden- 
tisch verschwinden, noch positive Vielfache voneinander sind. 

Enne Kantenform ist vollstindig zu charakterisieren als eine reduzierte 


Form, fiir welche unter den Ungleichungen (I, IL) irgend es — 1 solche, 


deren linke Seiten linear unabhdngige Funktionen der a,, sind, mit dem 
ZLewhen = erfiillt sind. 

Gelten uns die Formen, die Vielfache voneinander sind, als nicht 
wesentlich verschieden, so gibt es nur eine endliche Anzahl wesentlich ver- 
schiedener Kantenformen. Die Strahlen vom Nullpunkte nach ihnen bilden 
die Kanten des reduzierten Raumes. 

Von den Ungleichungen (1, Il) ist zur Definition des reduzierten Rawmes 
nur jede solche wesentlich, die mit dem Zeichen = eine Ebene liefert, welche 


a 1 unabhingige Kanten des reduzierten Raumes aufnimmt, d. h. 


solche nord — 1 Kanten, durch die sich nur eine einzige Ebene legen 


laBt. Die so charakterisierten Ungleichungen bestimmen die Wédnde des 
reduzierten Raumes. Alle iibrigen Ungleichungen (I, Il) kinnen bei der 
Definition des reduzierten Raumes als aus diesen Ungleichungen folgend 
fortgelassen werden. 

3. Wir greifen auf jeder Kante des reduzierten Raumes eine Form 
heraus, etwa diejenige, fiir welche der erste von Null verschiedene unter den 
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Koeffizienten d11, oq ++ +74, den Wert 1 hat. Wir erhalten auf diese 
Weise eine endliche Anzahl véllig bestimmter Formen 9,, 92,..--, 9,- 
Indem der reduzierte Raum ein konvexer Kegel vom Nullpunkte aus ist, 
besteht alsdann der Satz: 

Jede reduzierte Form f léPt sich (auf eine oder auf unendlich viele 
Weisen) im die Gestalt 
(35) f=, + %P2+ +++ + 6,9, 
mit Koeffizienten c,,C,,..-)C,, die simtlich > 0 sind, setzen, und umgekehrt 
ist jede Form, die sich in dieser Weise darstellen lapt, eine reduzierte. 


§ 7. Die Nachbarkammern des reduzierten Raumes. 


Wir beweisen in betreff der reduzierten Formen noch den Satz: 

Die ganzzahligen Substitutionen von der Determinante + 1, welche fihig 
sind, positive reduzierte Formen wieder in reduzierte Formen wberzuftihren, 
existieren nur in endlicher Anzahl. 

Wir kénnen diesen Satz auch folgendermaBen aussprechen: 

Im Gebiete der positiven Formen grenzt der reduzierte Raum nur an 
eine endliche Anzahl von den dquivalenten Kammern an. 

1. Es sei S: 

I, = S41 Y 1 Sy9Ya °° 1 Sian (h=1,2,...,m) 


eine unimodulare ganzzahlige Substitution, welche 


f= Sy, 0,0, ing = SO 

tiberfiihrt, wobei beide Formen reduziert sind und a,, > 0 ist. 

Wir haben dabei 
(36) F (Stir Sees +++» Suz) = Onn (b= 1,2,..., 0). 
Ist die letete der Zahlen s,,, 8;,---)8,,, die von Null verschieden ist, s,,, 
so ergibt sich, da ihr absoluter Betrag mindestens 1 sein muB, bei Ge- 
brauch der friiheren Bezeichnungen qg, in bezug auf /: 

Deg 2 Un SIG = nar: 
2. Daraus schlieBen wir zunichst, daB fiir jeden Index 1 durchaus 
Oy Ane t=1,2,...," 

seit muB.*) i il ( et) ) 

Denn hatte man fiir einen Index /: 


. ; Bi < Any 
so wiirde daraus weiter 


by, S by S++ 0, << 1,4, 5 A,4 Se Anon 


fash. Fes bes 


*) Kine ahnliche Uberlegung findet sich bei ©. Jordan, Journal de l’Kcole poly- 
technique, T. XXIX, cahier 48, p. 127. 
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hervorgehen und daher kénnte keine GréBe 
8, (h =1, U-1,..., m3 R= 1,2,...,0 
in ihrer, der k*™ Vertikalreihe die letzte von Null verschiedene Zahl 
sein, d. h. diese GréBen mtiBten sdmtlich Null sein. Sie bilden aber in 
der Determinante der Substitution S die Elemente, die gleichzeitig in 
bestimmten 7 Vertikal- und » —1+ 1 Horizontalreihen yorkommen, also 
ware diese Determinante Null, wahrend sie + 1 sein sollte. 
Ganz entsprechend wird, weil auch g durch eine unimodulare ganz- 
zahlige Substitution in f tibergeht, stets 
(37) Oy, = 4, Dix (k =1,2,..., n) 
sein. 
3. Wir nehmen nun erstens an, fir jeden Index k =1,2,...,n—1 
fande sich stets 
(38) by. = An 1,41) 
so folgt daraus vermége (37) allgemein 
Cy, = An Det, kA 
und weiter 
Oyy = AS Pay, = APE 1O,, (k=1,2,...,n). 


Die zu den Zahlen x, = 3,,,...,%, = S,, gehdrenden Werte von §,,...,&, 
erfiillen dann nach (36) und da allgemein g,>1,a,,=> 4,4, ist, die Un- 


gleichung 
und hieraus ist zu ersehen, daB fiir jede Vertikalreihe s,,,...,s,, von S 
nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Systeme in Betracht kommen. 
4, Ist die Annahme (38) nicht immer zutreffend, so sei / der grépte 
Index, woftir 
(39) Oy aaa <A, (1 > 2) 
ist. Wir haben dann nacheinander vwererlec Umstinde in Betracht zu ziehen. 
Erstens zeigt eine ahnliche Uberlegung wie in 2., daB jedenfalls alle 


Koef fizienten 
Sy,(h=1, 1+1,...,0; k=1, 2,...,4—1) 


_ Null sind. Die Substitution S kann also geschrieben werden: 
Ly S414 bee $84 Gia + SW? F Sinn (h <1), 
od, a Suit °° + Sinn (h > !). 


Jetzt ist 
Ly = S414 FF Sy Yr Mbt, 25.0..,0—1) 


eine unimodulare ganzzahlige Substitution von / — 1 Variablen, und durch 
sie geht die positive Form 
F (4) ++ +7 Mit, 0,00 O) in gYyy++ +) %-1,9,--+ 0) 
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tiber, wobei beide Formen reduzierte von 7 — 1 Variablen sind. Nehmen 
wir den zu beweisenden Satz, der fiir Formen von einer Variable evident 
ist, als bereits bewiesen fiir Formen mit weniger als m Variablen an, so 
kommen danach zweitens fiir die Koeffizienten 
Spe ml 2 ete lls ee pak) 
nur eine endliche Anzahl von Systemen in Betracht. 
Unsere Annahme tiber die Zahl / schlieBt in sich, dab, falls 1<n 


ist, die Beziehungen UponLar eee (Pee i dere seers) 
gelten, woraus wir vermége (37) weiter 
Oy = Ay Op, R41 (&}=1,1+1,...,.2—1) 
a, > A, a, > A Ib, (k=1,1+1,....n—1,n) 
entnehmen; letztere Beziehung besteht auch fiir / =n, k=n. 
Die Gleichung (36) fiir b,, liefert daraufhin fiir die 2u s,,, 5,14 2)-++)Sne 
gehérenden Werte &,6.4,,-.-,&, die Relation 
dite ha Crt oret age or ae ca) <i. 
Hieraus ist drittens zu ersehen, daB fiir die Zahlen 
8, (h=lU+1,....n; k=l t+ 1,..., 2) 
nur eine endliche Anzahl von Systemen in Betracht kommen. 
Endlich mu8 g als reduzierte Form insbesondere allen Ungleichungen 
I Yr9 +27 Yina Y, «+ GX) ZO, = (K=1,1+1,...,0) 
geniigen, in welchen e,“) = 1, die anderen Zahlen e, = 0 und y,,..., y,_4 
beliebige ganze Zahlen sind. Diese Ungleichungen kommen nach der 
bereits festgestellten besonderen Gestalt der Substitution S auf die saimt- 
lichen Ungleichungen 
F (19+ + +9 @peay Stayer Sax) SE Saas s+ +9 ater Save Sax) (=U, 0+-1,...,0) 
fiir beliebige ganze Zahlen z,,..., 2,_, hinaus. 
Kine ahnliche Uberiegung, wie sie am Schlusse von § 5 zur An- 
wendung kam, ergibt nun, daf hiernach die zu s,,,...,s,,(k > 0) gehoren- 
den Verbindungen §_,,...,§, jedenfalls die Bedingungen 


1 
Oras SP Qs) 2 Wsit  a yeas (h=t—1,...,1) 


und umsomehr die Bedingungen 


und sodann 


AGS pee APS 
erfiillen, und hiernach kommen viertens auch fiir die Zahlen 
Sy,(h = 1,2,...,4—1; k=1,141,...,n) 
nur eine endliche Anzahl von Systemen in Betracht. 
Damit ist der zu fiihrende Nachweis in allen Punkten erbracht. 
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§ 8. Die Determinantenfliche. 


Der Raum der positiven Formen wird von der Flichenschar D(f )=const. 
durchzogen, deren einzelne Flachen jedesmal alle Formen f zu einem und 
dem niamlichen positiven Determinantenwert aufnehmen. Alle Flachen 
dieser Schar sind untereinander ahnlich und &hnlich gelegen vom Null- 
punkte aus, so daf es fiir die meisten Zwecke gentigt, von ihnen etwa die 
eine Fiche D(f) =1 in Betracht zu ziehen. 

Wir beweisen hier folgenden Satz: 

Sind f und g zwei verschiedene positive Formen von der Determinante 
1 und ist t ein beliebiger Wert >0 und <1, so hat die gleichfalls positive 
Form (1 — t)f + tg stets eine Determinante > 1. 

Wir kénnen bekanntlich (sowie von den Formen f und g auch nur 
eine positiv ist) immer eine lineare Transformation von der Determinante 
1 mit lauter reellen Koeffizienten finden, wodurch f und g gleichzeitig in 
Aggregate 

CCN Pia Cea a CM Pe bee ity? pom Oat i ae 
dibergehen, welche nur die Quadrate der neuen Variablen enthalten. Die 
Determinante der Verbindung (1 — ¢)f+ tg gewinnt dann allgemein den 
Produktausdruck 

A(E) = (% + t(B, — &%)) (Me + t(By — Oy) ++ + (Oy + t(B, — &y)); 
und nach Voraussetzung ist 
A(0) = 00> a,=1, AQ1)=6,6---6,—1. 

Nun erhalten wir 

d*logA(t) ( By en ya Bn — %p y- 

dt” a, + t(6, — %) &y + t(B, — Om) 
Dieser Ausdruck fallt danach im ganzen Intervalle 0O<t< 1 stets <0 
aus, d. h. die Kurve u=log A(t) in einer t, u-Ebene ist im Bereich O<t<1 
stets konvex von der t-Achse fort. Mithin ist diese Funktion uw, da sie an 
den zwei Endpunkten des Intervalls = 0 ist, im Inneren desselben durch- 
weg > 0, also ist hier stets A(t) >1, was zu zeigen war. 


SE aaa c(1—f)a,— a, ctB,—b, (ha 15.2 ac.,0), 
wo ¢ ein positiver Faktor sei, so kommt die in betreff des Ausdrucks 


A(t) bewiesene Ungleichung auf den Satz hinaus: 
Sind Ay, dg,.. +, G, und b,, by,...,b, lauter positive Gripen, ohne dap man 


(ERE CPN Pe a ee CY, ee 1 
Das iiber die Flache D(f) = 1 gefundene Resultat kénnen wir auch 
folgendermaBen ausdriicken: 
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Konstruiert man in irgendeinem Punkte der Determinantenflache D(f) = 1, 
welcher einer sositiven Form f entspricht, die Tangentialebene an diese 
Fliiche, so liegt im ganzen Bereiche der positiven Formen diese Fldche, ab- 
gesehen vom Beriihrungspunkte, vollstindig auf der dem Nullpunkte ab- 
gewandten Seite der Ebene. 

Indem wir diese Lage der Tangentialebene an D(f) = const. durch 
einen Punkt f in bezug auf irgendeinen zweiten Punkt g der Flache in 
eine Formel fassen, kommen wir auf Grund der schon oben verwandten 
gleichzeitigen Transformation von f und g in Aggregate von Quadraten zu 


(40) AA Bt Bh) > Bab 


d.i. einfach zu der bekannten Ungleichung zwischen dem arithmetischen und 
geometrischen Mittel von n positiven, nicht lauter gleichen Gréfen. 

Kiirzer kénnen wir den Charakter der Flache D(f) =1 noch dahin 
schildern: 

Die Determinantenflache D(f) =1 ist im Gebiete der positiven Formen 
diberall konvex nach dem Nullpunkte zu. 


§ 9. Das Problem der dichtesten gitterformigen Lagerung von Kugeln. 


1. Fiir den Koeffizienten a,, einer positiven reduzierten Form f haben 

wir stets 
f (4) %yy- + +) Lq) 2 O15 

wenn 2,,%,...,%, ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler > 1 sind, und 
diese Ungleichung iibertriigt sich sofort auf beliebige Systeme von ganzen 
Zahlen 2,,%,,...,%,, die nur nicht samtlich Null sind. Danach ist a,, 
die kleinste durch die Form f mittels ganzer, nicht sdmtlich verschwindender 
Zahlen darstellbare GrofBe. Wir nennen diese GréBe das Minimum der 
Form f und schreiben sie M(f); sie ist (wie die ganze reduzierte Form) 
offenbar eine Invariante der Klasse f. 

2. Aus den Ungleichungen (14) und (15) in § 5 (nach der GréBen- 
folge von G,,,Q.,...,@,, und der oberen Begrenzung ihres Produktes 
mit Riicksicht auf die Determinante) entnehmen wir 


(41) D(f) 24,0)”. 


Danach iiberschreitet 5  niemals eine gewrsse nur von n abhdngende Grenze. 


Ks ist nun durch Hermite die Frage nach dem prdzisen Maximum 
der Werte dieses Quotienten gestellt worden. 
Korkine und Zolotareff*) definierten: 


*) Mathematische Annalen, Bd. 6 und Bd. 11. 
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Eine positive quadratische Form f mit n Variablen soll eine extreme 
Form (thre Klasse eine extreme Klasse) heipen, wenn bei den infinitesimalen 
Variationen der Form der Quotient M(f) LV D(f) niemals zunimmt. 

Da wir bei den Variationen durch blofe Multiplikation der variierten 
Form mit passendem Faktor den Wert des Minimums konstant erhalten 
kénnen, so diirfen wir auch sagen: 

Eine positive Form ist extrem, wenn bei keiner infinitesimalen Varia- 
tion der Form, welche das Minimum ungedndert lapt, die Determinante ab- 
nehmen kann. 

3. Den extremen Formenklassen kommt eine bemerkenswerte geometrische 
Bedeutung zu. 

Bringen wir eine positive quadratische Form f(z,,%,,..., x,) auf die 
Gestalt 

f= E+ 7+ Car oe, 
so da® §,,&,...,&, m reelle lineare Formen in 2,,2,,...,%, sind, und 
deuten &, §,...,§, als rechtwinklige Koordinaten in einem Raume ft, von 
nm Dimensionen, so kénnen wir f<1 als eine n-dimensionale Kugel vom 
Radius 1 in diesem Raume bezeichnen. Ihr Volumen in &,, &,..., &, ist 


m2 


Die Punkte 7, = m,, 2 = Mg,...,L, = m,, welche ganzzahligen Werten 
M,, M,,..., m, entsprechen, bilden in dem Raume , ein parallelepipedisches 


Punktsystem (Gitter) mit der Dichtigkeit FF - Namlich die einzelnen 


Parallelepipede 
<u<m+5 (h—=1,2,...,1) 


mit diesen Punkten als Mittelpunkten erftillen in ihrer Gesamtheit den 
Raum ®,, liickenlos, sind untereinander kongruent wnd enthalten jedesmal 
je einen Gitterpunkt bei einem Volumen je = VY D(f). 


Die n-dimensionalen Kugeln vom Radius Vif) um diese einzelnen 
Gitterpunkte werden nun, nach der Bedeutung von M(f), derart liegen, dap 
sie untereinander nur in Punkten der Begrenzung zusammenstoBen. Infolge- 
dessen wird insbesondere 


(42) rn (=VUH)) <VDA 


gelten, eine Ungleichung, die den Charakter der Ungleichung (41) tragt, 

aber jener vorzuziehen sein wird, wie 4, in $5 festgesetzt wurde. 
Halten wir nun die Bedeutung der Koordinaten &,, &,..., &, in R, 

fest und variieren die Koeffizienten von f derart, dab M(f) unverdndert 
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bleibt, so bleiben diese Kugeln hier in ihrer GréBe sowie in dem Cha- 
rakter, nicht ineinander einzudringen, erhalten, es andert sich nur das 
parallelepipedische Gitter ihrer Mittelpunkte. 

Die Frage nach dem Maximum yon M(f): VD(f) oder den extremen 
Formenklassen ist danach, geometrisch gefaBt, gleichbedeutend mit der 
Frage nach den dichtesten gitterformigen Lagerungen von lauter gleichen 
Kugeln im Raume von n Dimensionen. 


§ 10. Bestimmung der extremen Formenklassen. 


Eine Reihe interessanter Eigenschaften der extremen Klassen haben 
bereits Korkine und Zolotareff nachgewiesen. Auf Grund der hier 
entwickelten Reduktionsmethode der positiven Formen laft sich die Theorie 
der extremen Formen in sehr befriedigender Weise zum Abschlu8 bringen. 

1. Ich bezeichne eine reduzierte Form als eine extreme Form in 
bezug auf den reduzierten Rawm, wenn bei allen denjenigen infinitesimalen 
Variationen der Form, wobei die Form im reduaierten Raume verblecbt, der 


Quotient MA) niemals zunimmt. 


V Df) 


2. Ist f eine positive Form und legen wir an die durch f laufende 
Determinantenflache D(f) = const. im Punkte f die Tangentialebene, so 
laBt nach dem Satze in § 8 diese Ebene die Flache im Gebiete der posi- 
tiven Formen (und vom Punkte f selbst abgesehen) ganz auf der dem 
Nullpunkte abgewandten Seite legen. Also nimmt in dieser Tangential- 
ebene beim Fortgang vom Punkte f aus die Determinante stets ab. 

3. Wenn nun f reduziert ist, aber nicht gerade eine Kantenform des 
reduzierten Raumes vorstellt, so kénnen wir f als Summe zweier posi- 
tiven reduzierten Formen g, ~ darstellen, die nicht Vielfache voneinander 
sind. Hs seien dann g*, y~* diejenigen Vielfachen von g, ~, welche in 
die genannte Tangentialebene fallen, so liegt f innerhalb der geradlinigen 
Strecke von g* nach ~*. Nun wiéichst entweder beim Fortgang von f aus 
nach einer Seite dieser Strecke hin der Koeffizient a,,, oder er ist auf dieser 
ganzen Strecke konstant, also wire es immer modglich, f so zu variieren, 
daB D(f) abnimmt und gleichzeitig M(f) nicht abnimmt, mithin 


M(f): V D(f) wichst, und f wire jedenfalls keine extreme Form in bezug 
auf den reduzierten Raum. 

Wir erhalten demnach das Resultat: 

Eine extreme Form in bezug auf den reduzierten Raum kann nur eine 
Kantenform in diesem Raume sein. 

4. Jetzt sei f =(a,,) eine positive Kantenform des reduzierten Raumes 
und extrem in bezug auf diesen Raum, und wir legen wieder die Deter- 
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minantenflache durch f und daran die Tangentialebene im Punkte f. Ist 
9 = (0,,) eine beliebige andere positive Kantenform dieses Raumes und cg 
dasjenige Multiplum von g, welches in jene Tangentialebene fallt, so darf 
beim Fortgang auf der geradlinigen Strecke von f nach cg hin das Mini- 
mum weder zunehmen noch konstant bleiben, d. h. wihrend 


oD 
Fae Pa = Df) 


ist, muS gleichzeitig ¢b,, < M(f) = 4a,, sein, oder also es mup 


Se Sphis 
(25) : DD ta ease 


sem. 

5. Hrfullt andererseits eine positive Kantenform f des reduzierten 
Raumes in bezug auf jede andere positive Kantenform g dieses Raumes die 
vorstehende Bedingung (43), so ist in der Tat f eine extreme Form in 
bezug auf den reduzierten Raum. 

Denn fiir jede nicht wesentlich positive Kantenform g des reduzierten 
Raumes gilt diese Ungleichung (43) ohne weiteres (vgl. die Ungleichung 
(40)); fiir f selbst an Stelle von g gilt die aus (43) durch Anderung des 
Zeichens > in = hervorgehende Beziehung; und nach der in (35) ge- 
fundenen Darstellung jeder beliebigen reduzierten Form als Aggregat 
_>¢g aus Kantenformen wiirde dann diese Ungleichung (43) iiberhaupt 
fiir jede beliebige reduzierte Form g hervorgehen, die nicht ein blof8es 
Vielfaches von f ist. 

In dieser Allgemeinheit aber besagt die Ungleichung (43) in der 
Tat, da bei jeder infinitesimalen Variation von f, wobei die variierte 
Form im reduzierten Raume verbleibt und auch nicht bloB auf dem 


Strahle vom Nullpunkte aus durch f sich bewegt, die GréBe metal 


abnimmt. VD) 

6. Soll nun eme Klasse f eine extreme sein, so ist jedenfalls notwendig, 
dag jede einzelne in der Klasse vorhandene reduzierte Form eime extreme 
Form in bezug auf den reduzierten Rawm ist. Es gilt aber auch die Um- 
kehrung hiervon und erlangen wir damit folgendes Charakteristikum der 
extremen Klassen: 

Eine positive Formenklasse f ist nur dann und immer dann eine 
extreme Klasse, wenn jede einzelne reduzierte Form der Klasse eine extreme 
Form in bezug auf den reduzierten Raum ist. 

In der Tat, es sei fiir die Klasse einer positiven Form f => 4, ,%,% 
die hier genannte Bedingung erfiillt. Wir bestimmen jede existierende 
unimodulare ganzzahlige Substitution S, welche f in eine reduzierte Form 
iiberfiirt. Wir bestimmen weiter jedesmal fiir die sich durch die Sub- 


stets 
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stitution S ergebende reduzierte Form g = >),,4,¥, eine positive GréBe «, 
folgender Art: Das Gebiet aller Formen g* = >(b,,+ &,)4,¥,, fiir welche 
alle Betrige |,,|<«¢, sind, soll, soweit es in den reduzierten Raum 
hineinfallt, dort nur solche Seitenwinde dieses Raumes treffen, die auch 
g enthalten, und, auBer auf der Kante vom Nullpunkte durch g, tiberall 


kleinere Werte der Funktion M(f) :VD(f) als im Punkte g darbieten. 

Wir ermitteln endlich eine positive GréBe 6 derart, daB alle Formen 
>), ,,%,, wobei die Betrage |0,,|<6 sind, durch die Substitutionen S 
nur in solche Formen ->é,,y,y, tibergehen, in denen dann die Betrige 
| €,4| << é, sind. 

Alsdann kann der ganze Bereich der durch f* = S(a,,+ 0,,)%,% 
mit den Bedingungen |0,,|< 0 dargestellten Formen in den einzelnen, 
mit dem reduzierten Raume B iquivalenten Kammern B,,, denen f an- 
gehért, immer nur solche Wande treffen, die auch f enthalten, und kann 
daher nicht aus diesen Kammern B,, heraustreten. Es gibt daher zu 
jeder solchen Form f* wenigstens eine von den Substitutionen S, welche 
sie gleichzeitig mit f in eine reduzierte Form iiberfiihrt, und danach wird 
in diesem ganzen Bereiche, auBer auf dem vom Nullpunkte aus durch f 
gehenden Strahl, die Funktion M(f) LV D(f) stets kleiner als in f sein. 

7. Diejenigen positiven Kantenformen auf der Fliche D(f) =1, 
welche den allergroften Wert von a,, haben, repriisentieren notwendig 
extreme Klassen und bestimmen die prazise obere Grenze aller Werte von 


M(f): VD). 


§ 11. Die biniren, terniiren, quaterniiren Formen. 


Auf Grund der Ergebnisse des § 5 und § 6 kénnen wir fiir jeden 
Wert m die Seitenwinde und die Kanten des reduzierten Raumes angeben 
und kénnen wir nunmehr auch alle extremen Formenklassen ermitteln. 

1. Man findet beispielsweise, daB in den Fallen n = 2,3, 4 bereits 
diejenigen Unglerchungen 

PN Sis Sys. -cicars, ey, (i=1, 2,...,n), 
worin s,= 1 und die tibrigen Zahlen s,=-+ 1 oder zum Teil =0 sind, 
alle tibrigen der Ungleichungen (I) nach sich ziehen. 

Namlich aus diesen besonderen Ungleichungen lift sich dann bereits 
allgemein 

F(m,, Mg,..-,M,) > A, 
fiir jedes beliebige System von ganzen Zahlen m,, m,,..., M,, wobei 
My M44) -++, m, nicht sdmtlich Null sind, erschlieBen. 
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Da wir uns vorbehalten kénnen, von den Substitutionen 

PAA eg a Yay). 851 L, = Y,, 
Gebrauch zu machen, geniigt es, die hiermit behauptete Tatsache fiir den 
Fall einzusehen, daB m,, m,,..., m, samtlich >0 sind. Andererseits 
diirfen wir bei dem Nachweis dieser engeren Tatsache die entsprechenden 
Ungleichungen fiir die kleineren Werte des m bereits als sichergestellt 
annehmen, so da wir iiberhaupt nur noch Werte m,,m,,..., m,, die 
simtlich >O sind, und dabei den Index 1 =~» in Betracht zu ziehen 
brauchen. 

Unter den positiven Werten m,, m,,..., m, sei m, der letzte von 
kleinstem Betrage. Wir setzen u,=m,, wenn h=+j ist, und u;=0, da- 
bei wird immer 

m,—uU, 20, m,—u, > 0 
sein, und die ~ Argumente m,—wu, erscheinen gegentiber den Argu- 
menten m, verringert bis auf eines, das unverandert geblieben ist. Nun 
haben wir: 
(my, Me, - ++, My) —- Fm — Uy, Mg — Ug, eee, M,, — Uy) 


=mP(f(1,1,...,1) —a,,) + 2 (m, — m,) mj ne, 


und die rechte Seite hier erweist sich durch f(1,1,...,1) >a,,; und 
durch die Ungleichungen a,,-+ 2a,,=20 in Anbetracht von n<4 als 
= 0, so daf 
f(m,, Mg, ..'-, Mp) & f(m, — Uy, My — Uy, -.-, M, — U,) 

folgt. Damit ist hier eine Rekursionsformel gewonnen, die durch einen 
InduktionsschluB sofort den verlangten Beweis liefert. 

2. Stellen wir eine Form f durch das quadratische Schema ihrer 
Koeffizienten dar, so sind in den Fiillen n = 2,3,4 die positiven Kanten- 
formen mit M(f) = 2: 


Sie Pal ot, | 2,0,0,1 

1 

i heosea PSE aU TS OE Kn 

i Al imal eal Ov0p21 
1, i 2 

Wales, 1,2 


sowie die diesen dquivalenten reduzierten Formen; die beziiglichen Deter- 
minanten sind 
3,4,5 und 4. 

Alle diese Formen sind extreme Formen. Im vierdimensionalen Raume 
existieren danach zwei wesentlich verschiedene dichteste gitterformige 
Lagerungen von lauter gleichen Kugeln. . 

Die nicht wesentlich positiven Kantenformen erhilt man bei der 
Schreibweise hier aus den positiven Kantenformen fiir die geringeren 
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Variablenzahlen durch Vorsetzen so vieler aus lauter Nullen bestehender 
Horizontal- und Vertikalreihen, da8 quadratische Systeme von m Reihen 
resultieren. 

3. Auf die Falle »=5 und »=6 bin ich in einem Aufsatze in 
Crelles Journal, Bd. 101 (diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, 8. 217) einge- 
gangen. Fir ~=5 haben Korkine und Zolotareff die extremen 
Formenklassen in den Mathematischen Annalen, Bd. 11 bestimmt. 


§ 12. Volumen des reduzierten Raumes bis zur Determinantenfliche. 
Unter dem Volumen eines Bereichs in der Mannigfaltigkeit A der 


quadratischen Formen verstehen wir den Wert des mrt) fachen Integrals 


ifs fdas dagen dag 


erstreckt tiber diesen Bereich. 

1. Es sei D irgendein fester positiver Wert. Wir wollen den Satz 
beweisen: 

Dasjenige Gebiet B(D) des reduzierten Raumes, in welchem D(f) < D 
gilt, welches also in bezug auf die Determinantenfliche D(f) = D auf 
der Seite des Nullpunktes legt, besitzt ein bestimmtes endliches Volumen. 

Da die einzelnen Gebiete dieser Art, welche zu verschiedenen Werten 


D gehéren, untereinander homothetisch vom Nullpunkte aus sind, so wird 
n+1 


das fragliche Volumen einen Ausdruck v,D ? haben, wobei v, eine nur 
von ” abhingende Konstante sein wird. 

2. Wir bezeichnen mit B(D, «) den Teil des reduzierten Raumes, worin 

DP)SD, a, 28 

gilt, unter ¢ eine positive GréBe verstanden. Diese Ungleichungen in 
Verbindung mit den Ungleichungen 
(44) M,Z My S++ Sa,,, E2a,<5a,, (h<k), 
(45) A, M31 Ao9 +++ My, S D(f) 


fiir eine reduzierte Form liefern obere Grenzen fiir die Betrdge aller Ko- 
ordinaten in BD, &), und kommt daher diesem Bereiche B(D, «) ein be- 
stimmtes endliches Volumen zu. 

3. Ist nun e > e*>0, so umfabt B(D, s*) das Gebiet B(D, «) und 
in der Partie, mit welcher B(D, e*) tiber B(D, ¢) hinausragt, gilt erstlich: 


il 
& Say Se, || Sz eu (k= 2,3,...,), 0, 
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n 
und ist darin zudem >a,,%,%, eine Form von —1 Variablen mit der 
2 


Determinante 


Form erfiillt. 
Nehmen wir nun das zu beweisende Resultat als bereits sichergestellt 
fiir den Fall yon m —1 Variablen an, so vergréBert sich hiernach beim 


Ubergang von B(D,«) zu B(D, e*) das Volumen dieses Bereichs gewif 
um weniger, als der Wert des Integrals 


D : as : 
bake, welche alle Bedingungen einer reduzierten solchen 
11 


n 


1 BN 
ad 888, a( ) Ady; 


In a4 


iiber den Bereich 0 < a,, << betriigt, d. i. um weniger als 
tate? D®, 
nas 
Daraus folgt, da das Volumen von B(D,«) mit nach Null abnehmen- 
dem « emer bestimmten endlichen Grenze zustrebt, welche eben das Volumen 
von B(D) definiert. 
Nachdem so die Existenz der Konstante v, erwiesen ist, kénnen wir 
hinzusetzen: 
Das Volumen von B(D,«) ist 
n-+1 n+1 
(46) a v,D 2 und > v,D 2 —té 


: 1 2 
wo , zur Abkirzung fiir —v, 14, ” stent. 


4. Wir bemerken ferner: 


Das durch 
(47) D<D<D*a,>5 


definierte Gebiet des reduzierten Raumes, wobei 0< D< D* und ¢>0 
sei, hat ein Volumen, das 


aie z mpi ata 
(48) < vp VS ee 9) ) und — v,—0, 2 (ps ey ANT ) 
Dp? 
ist. 
Das Gebiet (47) naémlich ist ganz enthalten in dem Teile 
De Dies 


des reduzierten Raumes, woraus die obere Grenze in (48) hervorgeht. 
Andererseits enthialt jenes Gebiet ganz das Gebiet 


D<Df)<D¥, =< 
_ VD VD¢f) 


Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. IL 
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des reduzierten Raumes. Das Volumen des letzteren Gebiets ist das 


ae rs \y ines 
(pe a)? )ep 2 -fache des Volumens des Gebiets 
(49) DG) AD 
VD(f) 


vom reduzierten Raume, da die durch die letzteren Bedingungen bei 
festem ® und verschiedenen Werten D definierten Gebiete homothetische 
Kegel vom Nullpunkte aus darstellen. Das durch (49) bestimmte Gebiet 
des reduzierten Raumes endlich enthilt ganz das Gebiet B(D,¢), woraus 
die untere in (48) genannte Grenze hervorgeht. 


§ 13. Verwendung Dirichletscher Reihen. 


Wir werden nunmehr zur Ermittlung des Volumens v, wesentlich 
diejenigen Methoden heranziehen, auf welche Dirichlet die Bestimmung 
der Klassenanzahlen in der Theorie der binaéren Formen gegriindet hat. 
Wir werden an Stelle des Volumenintegrals tiber den Bereich B(D) das 
Integral einer gewissen Funktion tiber diesen Bereich betrachten, welche 
in einem tiberwiegenden Teile dieses Bereiches angenahert gleich 1 ist, und 
vermége des Ausdrucks dieser Funktion wird eine Zuriickfiihrung der Be- 
stimmung von v, auf diejenige von v,_, gelingen. 

1. Es seien ¢, G und o positive Gré8en; wir werden schlieBlich unter 
Forderung eines gewissen Zusammenhanges unter ihnen G iiber jede 
Grenze wachsen, ¢ und o nach Null abnehmen lassen. Wir setzen bereits 


6 a) G>e und etwa ¢ <1 voraus. 
Wir haben es ker mit dem folgenden Ausdrucke zu tun: 


1 o 
(50) of) = o(DiN)? * ——. 
(fla ,...,0))2 77 
Darin bedeute f(x,,...,%) = a4,%,2, eine positive reduzierte quadratische 
Form von n Variablen, D(f) thre Determinante und die Summe soll tiber 
alle dieengen Systeme von ganzen Zahlen x,,..., x, erstreckt werden, 
welche die Unglecchungen 
(51) Sy Bigeye 


erfiillen und wobet 2,,..., x, keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben. 

2. Es bedeute andererseits Y(f) den Wert des Ausdrucks (50), wenn 
darin die Summe ausnahmslos tiber alle existierenden ganzzahligen Systeme 
%y,.++,X, erstreckt wird, welche den Bedingungen (51) gentigen. Wir 
lassen also bei der Definition von ¥ (f) die Bedingung fallen, daB 2,,...,%, 
relativ prim sein sollen. 
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Wir erinnern noch an die in § 7, 1. gefundene Tatsache: 


Sind 2,,...,2, ganze Zahlen +0,...,0 wnd ist darunter x, dre letete 
von Null verschiedene Zahl, so fallt dafiir 


(Qe re, t,o Anny 


8. Die Untersuchung des Ausdrucks Y(f) griinden wir auf folgende 
Tatsachen. 


aus 


Deuten wir 7,,..., x, als Koordinaten eines Punktes in einem n-dimen- 
sionalen Raume ,,, so stellt 


(52) PBs) +++) Ba) <T, 

wenn J’ eine positive Konstante ist, das Innere eines n-dimensionalen 
Ellipsoids in diesem Raume vor. Das Volumen in x,,..., x, hat fiir dieses 
Ellipsoid den Wert 


CRBs 
wobei 
ce oe 


eH) $6) GED 
das Volumen einer m-dimensionalen Kugel vom Radius 1  vorstellt 


(vgl. § 9). 
Wir bemerken ferner, daB der Wiirfelbereich 


71 1 1 i 
(55) ere = Cigna Niky os eg ea 
den Ungleichungen (44) zufolge vdllig in das Ellipsoid 
(66) ee ae eG 


zu liegen kommt. 

Auf Grund dieser Umstinde erhalten wir eime approximative Be- 
stimmung fiir die Anzahl derjenigen ganzzahligen Systeme (Gitterpunkte) 
Lyy+ ++) L_, welche die Bedingung (52) erfiillen. 

Wir konstruieren namlich um jeden einzelnen der betreffenden Gitter- 
punkte als Mittelpunkt einen Wiirfel mit Seitenflachen parallel den Koor- 
dinatenebenen und von der Kantenlinge 1, d. i. jedesmal den Wiirfel, der 
durch Parallelverschiebung des Wiirfels (55) vom Nullpunkte nach dem 
betreffenden Gitterpunkte entsteht. 

Da wir jeden dieser Wiirfel durch ein dem Ellipsoide (56) homologes 
Ellipsoid umschlieBen kénnen, fallt der gesamte Bereich dieser Wiaiirfel 
villig in das Gebiet des Ellipsoids 


fle on) < (VE + VN, 
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hinein. Alle jene Wiirfel dringen nicht gegenseitig ineinander ein und 
sind je vom Volumen 1. Danach ist die Anzahl der fraglichen Gitter- 


punkte sicher 


AOD +5), OE) 


<70F Al 
Wir schreiben zur Abktirzung 


re V5E)—3] 


und wir kénnen behaupten: 
Die Anzahl der ganzzahligen Auflisungen von 
ACS een a he Ii 
ist, wenn T >A, a, tst, sicher 


5 wndiye | Te = F) 


Andererseits iiberzeugen wir uns davon, daf die vorhin konstruierten 


Wiirfel, falls T>"“TYVa,, ist, gewif das Gebiet des Keineren Ellipsoids 


fern) <(VP_- VOT, ani 


villig tiberlagern, und hieraus leiten wir die folgende andere Tatsache her: 
Die Anzahl der ganzzahligen Auflisungen von 
BO cent a 
ist, wenn T > 21,4, ist, sicher 


n 1 n-1 
58 = T? Rage td ws 
(58) alt? n(0,0,.)°2* ) 


Aus den beiden in (57) und (58) enthaltenen Grenzen entnehmen 
wir weiter: 

Ist T = 1,4, und t ein Wert > 1, so liegt die Anzahl der ganzzahligen 
Systeme ,,...,%,, welche die Ungleichungen 


PSS (@,.--,%,) < Tt 
befriedigen, jedenfalls innerhalb der zwei Grenzen 


6) ZG@ nr en? +0 G4,)°F* ), 


4. Wir fassen zundchst diejenigen Glieder aus V(f) zusammen yale 
denen f > 4,4, und dabei jedenfalls auch f > ¢ ist. Es sei T, die gréBere 
der zwei unteren Schranken ¢ und 4,a,, (bzw. ihr gemeinsamer Wert). 
Auf die letzte Angabe gestiitzt, kénnen wir das ganze Aggregat der be- 
treffenden Glieder aus Y(f) sofort in zwei Grenzen einschlieBen. 
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Es sei G>4,a,,. Wir setzen G = T',t', so daB der Exponent J eine 


positive ganze Zahl und der Wert ¢> 1 wird, und wir teilen das Intervall 
L,, << f< G@ durch Einschalten von 7,t,..., 7,t'-* in die 1 Intervalle 
Defi gle. a tas fC. 

Wir bestimmen fiir die einzelnen Intervalle nach (59) eine obere 
(bzw. untere) Grenze der Anzahl der ganzzahligen Systeme 2,,..., x,, fiir 
die f in das Intervall fallt, und ersetzen in den Nennern der betreffenden 
Glieder aus Y(f) die GréBe f(x,,...,”,) durch die untere (bzw. obere) 
Grenze des Intervalls. Dadurch erhalten wir eine obere (bzw. untere) 
Grenze fiir jenes Agoregat aus ¥(f). 

Wir finden zunidchst, daB jener Anteil aus ¥ (f) 

6(t? —1)/1 = fail 1 
(60) <}y,“ =? (F.— a) $x 7 +) 7? laeets Fy 
(1-7) loys ae 
#2 
ast. 


5. Es sei D eine feste positive GréBe. Wir denken uns augenblicklich f 
speziell im Bereiche B(D, «) gelegen. Dann ist also a,, >¢ und aus (44) 
und (45) folgt 

D 
AD SID esau By, An€ Aggy Sat 


(DiN)* 


Wir verfiigen bei dem beabsichtigten Grenzprozesse 


(61) lim’ =O, 7 lini 6 =O, lim G = co 
diber 6, &, G derart, dap dabei 
(62) elite ab tin Ge) 


wird. Alsdann wird auch lim 7,7 = 1 sein. 
Ferner kénnen wir / als ganze Zahl abhangig von ¢, 6 und G noch 
derart einrichten, daB hierbei 
ae ol 
logt o(logG—logT,) 


t 
log ¢ nach Null, mithin ¢ nach 1. Infolge dieser Umstande konvergiert der 
~ Term mit x, in (60) nach Null. In dem ersten Term mit dem Koef- 
fizienten y, ist der Faktor 


nach unendlich, aber 1557 nach Null konvergiert. Dann konvergiert also 


wo ¢* einen Mittelwert pubes 1 und ¢ bedeutet, und konvergiert dieser 


erste Term in (60) nach wives 
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Die analog herzustellende untere Grenze des fraglichen Anteils aus 
W(f) wird von dem Ausdrucke (60) her dadurch gewonnen, daB der zweite 
Term subtraktiv statt additiv genommen und beiden Termen noch der Faktor 


t 2 “hinzugesetat wird. Es leuchtet ein, da unter den angegebenen Vor- 
aussetzungen diese untere Grenze ebenfalls nach dem Werte ~ Y, konvergiert. 


6. Wir haben weiter diejenigen Terme des Ausdrucks ¥ (f) abzuschatzen, 
in welchen f zwar >, aber <i,a,, ausfallt. Da die Konstante 4, <1 
und a,, das Minimum von f ist, wird in allen Gliedern von Y¥(f) stets 
f>A,G, Sem. 

Wir nehmen alle diejenigen Glieder aus ¥(f) zusammen, soweit solche 
tiberhaupt vorhanden sind, 7m welchen 

Anan S 
el He +098) — AiG 41,n41 


gilt, wobei h eine der Zahlen 1, 2,...,2—1 sein kann. Hs sei 7, die 
gréBere der zwei GréBen 1,a,,,¢ bzw. ihr gemeinsamer Wert. Wegen 
f <A, Ga1,n41 miissen hierber notwendig X,.1,---,Lp_ sdmtlich Null sein; 
das ganze Aggregat der in Rede stehenden Glieder ist daher sicherlich 
kleiner als der Wert der unendlichen Reihe 
bs oO 
spy * >———_+—____, 
ey 
COs a sp Oho ag NE 
erstreckt tiber alle vorhandenen ganzzahligen Systeme 2,,..., %,, bei welchen 
ist IEG CARE Oe Oe 0) 
Wir tibertragen das in der Formel (59) entwickelte Resultat auf den 
Fall von Formen mit h Variablen, und wir finden die Anzahl derjenigen 
ganzzahligen Systeme 2,,...,%,, fiir die eine EHinschrinkung 
Lt? Sf (Hy, ++, %, 0,...,0) << Tt? G = 0) 
statthat, unter ¢ eine fest angenommene positive Konstante (etwa 2) ver- 
standen, kleiner als eine GréBe 


be 
\ 2 
SY) 
Va ’ 
V 4,1 Uo oe Any 
worin y, eine gewisse nur von h abhingende positive Konstante vorstellt. 


Das Aggregat der in Rede stehenden Terme ist dann sicher 


z oO 


—+— ay. 
<o(Dif))* * “A 


n—h a 
1 tet eg | 
ie T, ? VG41 Ogg + Gan 
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Hierin machen wir im Nenner von 
n—-h-1 n—-h 1 h—- at 
As ; at ss Lay n— 1 1 <+ n—1 
1 iT. V4, 4 Oe OU GO a ae ae 2 
n h 11 %2--- My, = hh yy Aga +++ Ay, = " O14 


Gebrauch, und mit Riicksicht hierauf kommen wir sogleich zu dem Er- 
gebnisse: 
Das Aggregat aller Terme in V(f), welche den Bedingungen 


e<f(%, ey Ly) —< An Gnn 


entsprechen, ist 
1 o 
Dipyaase 
(63) <he 
3? eat 


? 


worin b, eime gewisse nur von n abhdngende Konstante bedeutet. 

7. Wir setzen jetzt wieder die Form f speziell im Gebiete B (D, «) 
gelegen voraus, so daB D(f)< D, a, ><« ist. Wer verfiigen iiber 6 im 
Zusammenhang mit « noch so, dap fiir lim ¢ = 0 auch 


6 
lim (=) =0 
e2 


wird. Dabei wird von selber auch 


log (é?) = e a 7) (2 log 4 


nach Null, also ¢% nach 1 konvergieren. Der vorstehende Ausdruck (63) 
wird nunmehr fiir die Form f nach Null konvergieren, und wir gelangen 
zu dem Resultate: 

Liegt f im Gebiete B(D, &), so lapt sich der Wert von ¥ (f) in zwei 
Grenzen einschlieBen, die unter den Voraussetzungen 


o 
(64) lime = 0, im (=) - Oslin G2 


é 


beide zugleich nach dem Werte >? n konvergieren. 


8. Es sei immer noch f speziell in B(D,¢&) gelegen. Um von dem 
-Ausdrucke Y (f) zu dem fiir uns eigentlich notwendigen Ausdrucke 4 (f) 
zu kommen, wollen wir mit ¥, den Wert des Ausdrucks (50) bezeichuen, 
wenn darin die Summe iiber alle solchen, den Bedingungen ¢<f << G ent- 
sprechenden ganzzahligen Systeme x,,..., x, erstreckt wird, ber denen x,,...,%, 
stimtlich durch eine bestimmte positive Zahl d teilbar sind. Bei Werten d, 
fiir welche d?s > G ist, wird es Systeme 2,,...,”, der eben bezeichneten 
Art iiberhaupt nicht geben und ist daher ¥,—0 zu setzen. Die vorhin 
behandelte Summe ¥ (f) kommt auf die Summe ¥, hinaus. 
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Wir gelangen nun von ¥, zu der von uns gesuchten Summe © (f), 


indem wir, der Reihe der Primzahlen 2, 3,5,... folgend, aus dem Aggre- 
gate VY, sukzessive alle diejenigen Terme aussondern, in denen %,..., 2, 


simtlich durch 2, oder doch samtlich durch 3, oder doch samtlich 
durch 5, usf. aufgehen.*) 
Danach ergibt sich 


(65) 0 (f) lth eu ae cue oe ee sore amc Vg) — 
Die Bildung dieser Reihe ist am besten dahin zu beschreiben, dab 
das tiber alle Primzahlen p = 2, 3, 5,... zu erstreckende unendliche Produkt 


ee [PO=2) soars) = Ge eee 


entwickelt und jedem in dieser Entwicklung auftretenden Gliede +5 ein 


Glied +, mit dem néimlichen Vorzeichen + in der Reihe (65) zuge- 
ordnet wird. 

Es sei hier s=n-+ 26, so ist die Reihe (66) absolut konvergent 
und ihr Wert das Reziproke der iiber alle positiven ganzen Zahlen er- 
streckten Summe 


(67) a ae ee: 


Setzen wir in den Gliedern von Y, die Variablen 7,—=dy, an, so 
wird darin f(%,,...,%,) = @f(y,,---, y,,)) und da f in B(D, «) liegen soll, 
das Minimum von f also nach Voraussetzung > ¢ ist, so haben wir in ¥, 
die Summation iiber alle ganzzahligen Systeme y,,...,y, zu erstrecken, 
fiir welche 

G 
€ <P Yt» ++) Un) < GF 
wird. 

Wir denken uns nun d* als ganze Zahl, abhingig von o, derart ge- 
wahlt, daB die Summe der Betrige aller derjenigen Glieder in (66), 
welche Werten d > d* entsprechen, beliebig nahe an Null liegt und daB 
andererseits unter den Voraussetzungen (64) auch lim (d*°)=1 wird. 
Alsdann haben wir nach dem Ergebnisse in 7., wenn d < d* ist, unter 
den Voraussetzungen (64) jedenfalls 

5 1 
lim (Ye : a) = te 
Wenn aber d > d* ist, so gilt zum mindesten die Relation 
0< Yes 


1 
= qr +20 


Y,. 


*) Vgl. hierzu Lipschitz, Uber die asymptotischen Gesetze von gewissen Gat- 
tungen zahlentheoretischer Funktionen, Monatsbericht der Berliner Akademie, 1865, 
8. 174. 
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Mit Riicksicht auf diese Umstinde folgt offenbar unter jenen Vor- 
aussetzungen 


68 i ete sus ce Fie rae eo 
( ) lim 0 (f) 2 Vn lim [ (1 oa) 2 Ss 


Damit sind wir zu folgendem Ergebnisse gelangt: 
Fiir alle Formen f im ganzen Bereiche B(D,&) liegt der Wert der 
Funktion © (f) zwischen zwei Grenzen, die unter den Voraussetzwngen (64) 


beide zugleich nach dem Werte ~ in konvergieren. 
n 


9. Es habe jetzt das Minimum a,, von f einen beliebigen Wert, so 
kénnen wir fiir das Aggregat derjenigen Glieder in ¥(f), bet welchen 
auper e<f noch 1,4,, <f gilt, durch (60) eine Konstante v, als obere 
Grenze bestimmen, und fiir das Aggregat der iibrigen Glieder in ¥ (f) be- 
steht die obere Grenze (63). Diese oberen Grenzen gelten um so mehr 
fiir den Wert der Summe ©(f), und wir finden: 

Es ist stets 


1 oO 
D 2 n 
(69) Wear (aia aaeeiel n—-1 Vay 
2? Ee 


worn uw, und v, zwei positive, nur von n abhdngende Konstanten vorstellen. 
10, Hs sei jetzt 0 eme positive Gripe <é und wi betrachten das 


mnt) fache Integral 
(70) J(8) = Sf e [Oda das lea 
der in (50) definierten Funktion ® (f), erstreckt tiber den durch 
D(f) SD, a4, = 9 
bestimmten Teil B(D, 0) des reduzierten Raumes. 
Nehmen wir zunichst 6 =«, so ergibt das Resultat aus 8. in Ver- 


bindung mit den Siatzen aus § 12, daB unter den Voraussetzungen (64) 
jedenfalls 


n+1 


lim J(s) = 2 v,D * 


ist, 

Nun sei 0 <«, so benutzen wir dazu noch in dem Gebiete, mit wel- 
chem der Bereich B(D, 0) tiber B(D, «) hinausragt, fiir die Funktion 
(f) die obere Grenze (69). Das Volumen jenes Zusatzgebietes ist nach 


§ 12 sicher < #, «? D®. Im ersten Term yon (69) ersetzen wir (D ip)” 


durch die obere Grenze D”; andererseits ermitteln wir eine obere Grenze 


fiir das nt) fache Integral 
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ay oor ma 144 Adyg ++ AOnn y 


erstreckt iiber den ganzen Pin B(D, 6), indem wir ahnlich wie in § 12 
vorgehen. Indem wir die Integration nach @y9, d.3,..-, @,, und zwar zu- 


f) 


nachst tiber die Flaichen = konst. ausfiihren, ferner nach dy, ..., a, 
11 


integrieren, finden wir das betreffende Integral (vgl. § 12, 3.) 


1 
2 
See ‘aa, [ Oe,_.a (6 a 
tiber den Bereich 


ayy 
O<4,ai, SD, 0< 4,405 D 


erstreckt. Das Doppelintegral hier wird 


n+1 n+1 


1 
ome Dy * : @vule ey ao) saa 
n+1 lee 2 11 11 n+1 n—1 i. 


Beriicksichtigen wir nun, daB im ersten Term von (69) noch der 


Faktor 


auftritt, der unter den Voraussetzungen (64) nach Null kon- 


6 
ae 
Px 
vergiert, so kénnen wir endlich den Satz aussprechen: 
Das Integral J(0), tiber den Bereich B(D, 9) erstreckt, wobei 0 be- 
hebig <2 ist, liegt zwischen zwei Grenzen, die unter den Voraussetzungen 


(64) beide nach dem Werte 
(71) Stey DE 


konvergieren. 


§ 14. Auswertung des Volumens. 


Auf Grund dieses Satzes kénnen wir jetzt die Berechnung von v, 
auf die Berechnung von v,_, zuriickfiihren. 

1. Sind p,, p,-.-,p, ” ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler > 1, 
so kann man stets dazu ganzzahlige unimodulare Substitutionen P mit 
diesen Zahlen als erster Vertikalrethe finden. Ist P, eine erste solche 
Substitution, P eine beliebige Substitution dieser Art, so hat die Sub- 
stitution Py *P als erste Vertikalreihe die Zahlen 1,0,...,0 wie die iden- 
tische Substitution, und kénnen wir jedesmal in bestimmter Weise P= P, QR 
setzen, so daB @Q die erste Variable villig ungeindert laBt, also in Q 
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auch noch die erste Horizontalreihe 1,0,...,0 ist und R eine Substitution 
von der Gestalt 
Up ho tak eo. Yo = %) +++, Yn = 2, 
wird. 
2. Nun mégen ¢, G, o und O<e wie in § 13 vorausgesetzt sein, 
und 7 sei eine Form im Bereiche B(D, 0). Sodann seien p,, pp,..., Dn 
soleche ganzen Zahlen ohne gemeinsamen Teiler > 1, daB 


(72) SS A(Pi, Pay 5 Pa) = Dix G 


wird. Wir fiihren P,, P,Q, R wie soeben ein. Die durch P= P,QR 
aus f hervorgehende Form hat },, als ersten Koeffizienten. Wir schreiben 
diese Form 


by Din 
(73) p = oti = by (y+ 3, 92 Rie uae ime v, 
(74) WP = CypYo"7 + 2lo¢YoYs ++ °* + CanYn’y 
wobei 
b, 0; : 
(75) EN apo (hooky h, k= 2,3,...,n) 
gesetzt ist. Die Determinante von ~ wird dabei 
_ Pf 
by, ' 


Wir kénnen zundchst P, irgendwie unimodular mit p,, po,.. +) DP, Us 
erster Vertikalrethe gewaihlt annehmen, sodann @Q derart bestimmen, da8 
die Form w (Yo) 5) +++» Yn) von n —1 Variablen als solche reduziert wird, 
also gewisse nach § 5 und § 6 in endlicher Anzahl anzuweisende lineare 
Ungleichungen 
(76) 4, 0, = O (h,k = 2,3,..., n) 


erfiillt, wobei im allgemeinen fiir @ die Wahl zwischen zwei entgegen- 
gesetzten Substitutionen Q*, — Q* sein wird. Weiter kénnen wir Ff so 


bestimmen, daf alle Ungleichungen 


A 
i 


<5 


ro| m 


(7) SeSgr oth 
eintreten, und endlich kénnen wir uns noch zwischen Q* und — Q* der- 
art entscheiden, das . 

(78) by 20 

wird. Durch die vorstehenden Forderungen sind dann @, R und damit 
auch P = P,QR in dem Falle eindeutig bestimmt, wo in keiner der dabei 
zu betrachtenden Ungleichungen (76), (77), (78) sich das Gleichheits- 


zeichen einstellt. 
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3. Jetet sei & ein positiver Wert <0 und wir fassen fiir p den Be- 
reich aller derjenigen Formen ins Auge, ber welchen 


(79) eS, <G, DGY)<SD, 5% 


ist und zudem alte Ungleichungen (76), (77), (78) bestehen. 
Das Minimum einer nach (73), (74) dargestellten Form g ist gewiB 
nicht gréBer als das Minimum der binaéren Form 


bie 
Dis (Y “ls bi Tolar C59 Yo” 


und letzteres Minimum ist (vgl. § 5, 1.) 2 bis C9. Soll m einer Form 
f in B(D, 6) aquivalent sein und (72) gelten, so ist daher notwendig 


0< ve Ges, 
und » kommt sicher in den obigen Bereich zu liegen, wofern wir t= = 
voraussetZzen. 

Andererseits ist eine beliebige durch gy mittels ganzer, nicht saimt- 
lich verschwindender Zahlen y,, y.,..., y, darstellbare GréBe entweder 
> Co = 8, weil C, das Minimum von yw ist, oder, wofern dabei y,,..., ¥, 
simtlich Null sind, doch >),,>¢>02>%. Damnach fallen die zu den 
Formen p des obigen Bereichs dquivalenten reduzierten Formen f sicher 
stets in B(D, #) hinein. 

Fiir die Koeffizienten 0,,, b..,..., b,, mm g sind gewisse obere, bloB 
von ¢, G, #,D abhingende Grenzen angebbar, und kommen dadurch bei 
gegebenen Werten dieser Gréfen von vornherein nur eine endliche Anzahl 
unimodularer ganzzahliger Substitutionen P in Frage, durch welche eine 
reduzierte Form f in B(D,#) in eine den Bedingungen (76), (77), (78), 
(79) entsprechende Form g iibergehen kénnte. 

Danach verteilt sich der obige Bereich der Formen p ganz auf eine 
endliche Anzahl der mit dem reduzierten Raume B dquivalenten Kammern 
B,. Angenommen ferner, gy fillt weder auf die begrenzenden Seiten- 
winde dieser Kammern noch auf eine der durch die Gleichheitszeichen in 
(76), (77), (78) angewiesenen F'lichen; dann ist einerseits die zu p Aqui- 
valente reduzierte Form f sowie das Paar entgegengesetzter ganzzahliger 
unimodularer Substitutionen P, — P, durch welche f in  tibergeht, ein- 
deutig bestimmt; und andererseits gibt es auch keine von P und — P 
verschiedene ganzzahlige unimodulare Substitution P* mit der namlichen 
ersten Vertikalreihe wie P oder — P, durch welche f in eine andere, 
ebenfalls allen jenen Ungleichungen (76), (77), (78), (79) gentigende 
Form g* iiberginge. 
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4. Wir bilden nun das —— Keng Integral 


Y 


(30) KG) = =) We [eee oi * ” db, dbys...db,, 


erstreckt tiber den ganzen, durch ae reali (iG) ACEO) A (8) 979) 
defimierten Bereich. Aus den soeben entwickelten Tatsachen geht dann 
folgendes Verhiltnis dieses Integrals zu dem in (70) eingefiihrten Inte- 
grale J(0) hervor: 

Ww haben, wenn 0 <é ist: 


(81) T(d)< ide Ze a(S). 


Um das Integral K(#) auszuwerten, fiihren wir zunichst Cy, C93, .. ., € 


7 -nn 
anstatt b.., bes, ..., b,,, gem&B (75) ein, wobei die zugehdrige Funktional- 
determinante den Wert 1 hat, sodann bewerkstelligen wir die Integration 
Nach Cy, Cog, -- +) Cy, Und zwar zundchst iiber Fldchen konstanter Deter- 
minante von w und hernach fiir alle in Betracht kommenden Werte C 
dieser Determinante, endlich leisten wir auch die Integration nach 
bis, ANZ Die 

Ubertragen wir das in § 12 (47) und (48) dargestellte Ergebnis auf 
den Fall von » —1 Variablen, so erhalten wir auf diese Weise als eine 


obere Grenze fiir K(#) den Wert 


free ted Se eee) 


bi? 


SEN SLED V— 0,0 D 


tiber den Bereich 


erstreckt, d. i. 
+= /1 1 
(82) ee & (ae araail 
fof a : 


Sodann haben wir eine untere Grenze fiir das Integral K(#), welche aus 
dieser oberen Grenze durch Verminderung um 


ae ee o n-1 n 
thea edb On9 ? “> 6_,a(c2) 
entsteht; letzterer Ausdruck ist 


i hamapieet m Glg (e SGO aeaae 
(83) = —_ 6,_, D3" a? (@ — 3? ) 


und konvergiert fiir > re be und unter den Voraussetzungen (64) nach Null. 
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Auf Grund der Ungleichungen (81) und des in § 13, 10. festgestellten 
Satzes iiber das Integral J(#) gelangen wir nun durch Ausfiihrung des 
Grenzprozesses (64) zu folgender Rekursionsformel: 

nN n 
(84) Por ni Va-1 
Da v, = 1 ist, erhalten wir unter Hinftihrung des Wertes von y, (vgl. (54)) 
diese Bestimmung von v,,: 


n n+] “GN eke 


Darin bedeutet [ das Zeichen fiir die Gammafunktion und S, steht fir 
den Wert der unendlichen Reihe 


1 it 1 
i eye errata 


(85) v 


§ 15. Maximale Dichte bei gitterformiger Lagerung von Kugeln. 


Von der Bestimmung des Volumens v, machen wir eine Anwendung 
auf die Frage der dichtesten Lagerung von Kugeln im n-dimensionalen 
Raume. 

Nehmen wir an, der gréfte Wert, den das Minimum M(f) bei den 
simtlichen positiven Formen f von der Determinante 1 iiberhaupt erreicht, 
sei g,, so enthalt jede positive Formenklasse f von einer Determinante 
<1 wenigstens eine Form 


bis 
(Yar Yay-+-Ya) => Pusat = Bas (Ys + Gt Ya + e+ BE Ya) Gas «24 Yoh 


wobei 
0<biSeVDP, tptSg 5 tG2SF, by ZO, 
D(f) = by, Det. tt Si 


und w eine reduzierte Form der » —1 Variablen y,,..., y, ist. 


Das tiber den hierdurch definierten Bereich von Formen » erstreckte 
mnt) fache Integral 


Si. [by ddyg dd 


wird infolgedessen mindestens so groB, ja, wie man leicht erkennt, gréBer 
als das Volumen des reduzierten Raumes der Formen mit Determinanten 
<1 sein. Dieses Integral hier findet sich 


~ fists (Qi Paap | apes Pat 93 
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Daraus folgt 
n 
i oe 1 
(86) a On Vn > pat Sn: 


Wir kénnen dieses Resultat folgendermagen aussprechen: 
Im n-dimensionalen Raume gibt es sicher solche parallelepipedische 


Lagerungen von lauter kongruenten Kugeln, daB der von den Kugeln erfiillte 


1 


Raum mehr als das =i 
— 


S,-fache des ganzen unendlichen Rawmes betriigt. 


Dazu bemerken wir, daB bei einer ,,fetraedrischen“ Schichtung von 
Kugeln, welche der jedenfalls extremen Form 
[GN a A ig IA a or lt wid OO Ee 
entspricht, genau der 
2 


1 14 


= Yn =a -te Teil 
2tynti 3? Yn Fi r(1+ 4) 

des unendlichen Raumes durch die Kugeln ausgefiillt wird, welcher An- 
teil bet groBem n wesentlich kleiner als der vorhin genannte Teil ist, wih- 
rend allerdings in der Ebene und im Raume von 3 Dimensionen diese 
Schichtung nach reguliren Dreiecken bzw. Tetraedern iiberhaupt die ein- 
zige dichteste gitterformige Lagerung von kongruenten Kreisen bzw. 
Kugeln vorstellt. 


§ 16. Asymptotisches Gesetz fiir die Klassenanzahlen ganzzahliger 
Formen. 

Dem Volumen v, kommt eine besondere arithmetische Bedeutung zu. 
Wir betrachten speziell die positiven Formen f mit lauter ganzzahligen 
Koeffizienten a,,. Dabei ist immer a,,>1. Mit Riicksicht hierauf haben 
wir den Ungleichungen (44), (45) zufolge zu eimem gegebenen positiven 
ganzzahligen Wert D(f) =D immer nur eine endliche Anzahl verschie- 
dener reduzierter Formen mit ganzzahligen Koeffizienten und also auch 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Klassen ganzzahliger positiver 
-Formen. Diese Klassenanzahl fiir die Determinante D werde mit H(D) 
bezeichnet. 

Wir werden das asymptotische Geseta nachweisen: 


D=0o 


n+1 
Hit 
1. Wir fassen in der Mannigfaltigkeit A aller quadratischen Formen 
f =(a,,) diejenigen Punkte (a),) ins Auge, bei welchen alle ask 
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Koordinaten a°, ganze rationale Zahlen sind, und wir konstruieren um 
jeden solchen Punkt (a,,) als Mittelpunkt den Wiirfelbereich 


(88) —i<a,—0%,<5 (k= 12, 75): 


Wir erhalten ein Netz von Wiirfeln, welches die ganze Mannigfaltig- 
keit A einfach und lickenlos iiberdeckt. 

Es sei nun D eine positive ganze Zahl, und wir bilden den Bereich 
B(D, 1), der aus dem reduzierten Raume B durch die Forderungen 

DASD, 421 

herausgeschnitten wird. Es mégen N jener Wiirfel vollstandig in diesen 
Bereich B(D, 1) fallen und N* darunter vorhanden sein, welche zwar 
nicht ganz in diesen Bereich fallen, aber doch in das Innere dieses Be- 
reiches eintreten. Zufolge der Ungleichungen (46) wird dann 

nee! n+1 n 
(89) N<v,D?, N+N*>v,D? —6,D? 
sem. 

Andererseits reprisentieren die Mittelpunkte der hier in der Anzahl N 
gezihlten Wiirfel lauter verschiedene Klassen ganzzahliger positiver Formen, 
wober die Determinante einen der Werte 1, 2,..., D hat, und wird jede 
Klasse solcher Formen durch wenzgstens einen unter den Mittelpunkten 
jener N + N* Wiirfel reprisentiert. Also ist 


(90) N<HA(1)+H(2)+---+H(D)< N+ N*. 
Um das Resultat (87) zu gewinnen, wird nunmehr nach (89) und 


(90) eine solche Abschatzung der GréBe N* hinreichend sein, aus 
welcher sich 


erschlieBen laBt. 

2. Zu diesem Ende stellen wir zunichst einen einfach zu charak- 
terisierenden Bereich fest, der alle jene N+ N* Wiirfel vollstindig in 
sich aufnimmt. 

In einem beliebigen dieser Wiirfel gibt es stets solche Punkte (a*), 
die in B(D, 1) hineinfallen, fiir welche also insbesondere 


(91) 1 yh Sepia ws ake ee (h<k), 
(92) NO Oo coi en) 


n“11 Gm = 
ist. Andererseits erfiillt im ganzen Bereiche des einzelnen Wiirfels jeder 
Punkt (a,,) in bezug auf den Mittelpunkt (a°,) des Wiirfels die Be- 
dingungen (88). Namentlich gelten also diese Bedingungen fiir die Punkte 
(a,,) = (a*.), und folgt daher 


Diskontinuitiatsbereich fiir arithmetische Aquivalenz. oN 
1 1 
rN ag Can: 


Als ganze Zahlen sind hiernach die Werte a?, notwendig simtlich Zit 
Nunmehr haben wir im ganzen Wiirfel 


1 il 
FS FS %s- 
Sodann folgt, immer mit Heranziehung von (91) und von (88), 


Oy SO FILSON as FI Gay FASS Gy a <n), 

weiter 
leal-1SloslSsokKSSG@ut),  lonlSpas @<2). 
Endlich haben wir 
| Oy, Say, +1 < 2ay, 

und bringen diese Ungleichungen mit (92) in Verbindung. 

Wir kommen damit zu folgendem Ergebnisse: 

Die oben konstruierten N + N* Wiirfel fallen mit allen ihren Punkten 
wm den durch die Bedingungen 


1 7 
(93) zy S41) Oy, SOA yr gtr |, STO (h<h), 


An 
a7 41149 +» a <D 


(94) 
definierten Bereich hinein. 
3. Der anschaulicheren Ausdrucksweise wegen wollen wir in der 
Mannigfaltigkeit A von der Grédfe einer Oberfliiche und von orthogonalen 
Prajektionen auf eine Ebene sprechen, indem wir der Definition dieser Be- 
griffe die Formel 
Vda? + da2,+---+ da, 
als Ldnge eines Linienelements zugrunde legen. Es wird sich nunmehr um 
die Oberfliche des durch (93), (94) definierten Korpers handeln, und wir 
werden fur die Grope dieser Oberfliche eme obere Grenze von der Gestalt 
m+1 1 
(95) @,Dlog D fiir n=2 bew.@,D? ” fiir n>2 
nachweisen, worin @, eine nur von m abhiingende Konstante vorstellt. Im 
Faille » = 2 wollen wir uns hierbei D > 2 denken. 
Im Volumenintegral des durch (93), (94) angewiesenen Korpers ent- 
spricht einem Intervall a,, bis a,,-+ da,, des ersten Koeffizienten ein gewisser 


Beitrag 
AS eeu mapevees ... 4 


Projizieren wir andererseits diesen Kérper orthogonal auf die Ebene 
a,, =0 und beachten, wie diese Projektion sukzessive anwichst, wihrend 


1 Meche Me : : 
der Parameter a,, von > an kontinuierlich zunimmt, so entspricht der 
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Zunahme von a,, bis a,, + da,, des Parameters eine VergréBerung jener 
Projektionsfliche um 


a(t-tan-4) ff, ; [dg dy, Oem, 


wobei der Integrationsbereich von dp, G93, -- +» @,, der namliche wie so- 
eben ist. Dadurch zeigt sich, daB die durch das Gleichheitszeichen in 
(94) gelieferte begrenzende Flaiche dieses Kérpers auf die Ebene a,, = 0 
eine Projektion ergibt, deren Flacheninhalt gewiB nicht grdBer ist als der 
Wert des Integrals 


alii fo- Wests a (ee 
11 


tiber den ganzen Korper erstreckt. Hieraus resultiert zundichst fiir diese 
Projektion der Fliche (94) auf die Ebene a,, =O eime obere Grenze vom 
Typus (95). 

Nun hat in einem beliebigen Punkte (a,,) der begrenzenden Flache 
(94) die Tangentialebene an diese Flache in laufenden Koordinaten (6,,) 
die Gleichung 


1 /b b b 
cuicemurencgiasn palace 
wir ersehen daraus in Anbetracht der Ungleichungen (93), daB die GroBe 
dieser Oberfldche ein gewisses, nur von n abhiingendes Vielfaches ihrer Pro- 
jektion auf die Ebene a,, = 0 nicht tiberschreitet. 

Projizieren wir andererseits den ganzen durch (93), (94) definierten 
K6rper auf die Ebene 


(96) Oy FP Ogg Oe = 0, 


welche einer Tangentialebene der begrenzenden Fliche (94) parallel lauft, 
so wird die entstehende Projektion e’mmal genau von der Projektion dieser 
begrenzenden Fliche (94) geliefert und ein zgweites Mal genau von den 
Projektionen aller tibrigen durch die Ungleichungen (93) angewiesenen 
ebenen Seitenwande des Ko6rpers iiberdeckt, wobei keine dieser ebenen 
Seitenwande orthogonal zur Ebene (96) ist. Danach bestehen auch fiir die 
Flicheninhalte aller jener ebenen Seitenwdnde obere Grenzen vom Typus (95) 
und folgt endlich auch eine solche obere Grenze fiir die gesamte Ober- 
fliche des in Rede stehenden Kérpers. 


4. Wir kommen endlich auf die oben in der Anzahl N* gezihlten 
Wiirfel zuriick. Jeder dieser Wiirfel hat mit der Begrenzung des Bereichs 
B(D, 1) Punkte gemein. Diese Begrenzung besteht erstens aus einem 
Anteil der Flache D(f) = D, zweitens aus Partien in den ebenen Seiten- 
winden des reduzierten Raumes, drittens aus einem Stiick der Ebene 
a, = 1. 
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Betrachten wir zwndichst diejenigen unter jenen N* Wiirfeln, welche 
die Fliche D(f) = D treffen. Wir ordnen diese Wiirfel in Serien nach 
ihren Projektionen auf die Ebene a,,—0. Es seien darunter zwei 
Wiirfel mit gleicher Projektion auf diese Ebene da, ihre Mittelpunkte 
seien a, af,,..., a", und a), +d, a%,...,4,°,, so daB d eine positive 
ganze Zahl ist, und es seien a,,, di, .- +, Gan UNA G4, + 81, Op +E, .- + 
Gnn + En, je ein Punkt in diesen Wiirfeln auf der Determinantenfliche 
D(f) =D. Dabei ist d—1<¢,<d+1 und sind «,,..., ¢,, dem Be- 
trage nach <1; fiir h>2 folgt aus a,,+ ¢,, 21 und ¢,,>—1 noch 
Gy, + &, 24%. Bilden wir nun die Differenz 


a 
0 Det.|a,, + =| etl + &,| — Det.|a,,|) = 0, 


M1 


so hat darin ¢,, den Koeffizienten 1; fiir die tibrigen Glieder aber kénnen 
wir vermége (91) (vgl. auch (17) fiir m = 1) obere Grenzen angeben, die 
nur von » abhingen, so daB sich aus dieser Gleichung fiir d+ 1 und 
damit auch fiir die Maximalzahl der Wiirfel in einer jener Serien eine nur 
von n abhdngende obere Grenze ergibt. Das Volumen der in Rede stehen- 
den Wiirfel iibersteigt nun nicht das Produkt dieser Maximalzahl in die 
Projektion der Gesamtheit jener Wiirfel auf die Ebene a,, = 0, und letz- 
tere Projektion ist sicher nicht gréBer als die Projektion des ganzen, 
durch (93), (94) bestimmten Kérpers auf die Ebene a,, = 0. 

Nehmen wir weiter diejenigen der N* Wiirfel, welche eine bestimmte 
ebene Seitenwand 
d, I) 2, 0,4 = 0 
des reduzierten Raumes treffen. Wahlen wir irgendeinen solchen Koeffi- 
zienten a,, aus, fiir den der Faktor m,, hier + 0 ist, so finden wir, daB 
die Anzahl derjenigen unter den betrachteten Wiirfeln, welche eine und 
die nimliche Projektion auf die Ebene a,,—0 lefern, nicht gréBer als 
eine gewisse aus den numerischen Faktoren in dieser Gleichung folgende 
GréBe ist. Andererseits ist die gesamte Projektion aller dieser Wiirfel 
_auf die Ebene a,,—0 nicht gréBer als die Projektion des ganzen Be- 
reichs (93), (94) auf diese Ebene. 

Endlich ist die Anzahl derjenigen unter den N* Wiirfeln, welche die 
Ebene a, = 1 durchsetzen, nicht groBer als die Seitenwand a,, = — des 
durch (93), (94) bestimmten KG6rpers. 

Aus allen diesen Umstinden zusammen entnehmen wir fiir die Zahl 
N* ebenfalls eine obere Grenze vom Typus (95), und wir gelangen da- 
durch zu folgendem Theoreme: 
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Die Gesamtanzahl aller verschiedenen Klassen ganzzahliger positiver 
quadratischer Formen mit n Variablen und von den Determinanten 1, 2,...,D 
ist gwischen zwei Grenzen 

3 n+1 a eS 
v,D? +0,D log D fiir n=2 baw. 0), Dn its ORD 2 Frag eee. 
eingeschlossen, wobei v, das Volumen des Raumes der reduzierten Formen 
mit Determinanten <1 und @, eine gewisse andere positive, nur von n ab- 


hdngende Konstante vorstellt. 
Dabei ist im Falle n =2 die Zahl D > 2 gedacht. 
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XXII. 


Allgemeine Lehrsitze tiber die konvexen Polyeder. 
(Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 
Mathematisch-physikalische Klasse. 1897. 8S. 198—219.) 

(Vorgelegt von David Hilbert in der Sitzung vom 31. Juli 1897.) 


Hin konvexer Korper ist vollstindig dadurch gekennzeichnet*), daB 
er eine abgeschlossene Punktmenge ist, innere Punkte besitzt, und daB 
jede gerade Linie, die innere Punkte von ihm aufnimmt, mit seiner Be- 
grenzung stets zwei Punkte gemein hat (niemals mehr als zwei Punkte, 
falls auch die konvexen K6rper, die sich ins Unendliche erstrecken, mit 
in Betracht gezogen werden). Infolge dieses einfachen Charakters spielen 
diese Gebilde eine gewisse Rolle bei der Behandlung einiger partieller 
Differentialgleichungen, die in der mathematischen Physik auftreten. 
Neuerdings habe ich in dem Buche ,,Geometrie der Zahlen“ gezeigt, daB 
auch merkwiirdige arithmetische Beziehungen sich an die konvexen Kérper 
kniipfen. Einen besonderen Reiz bieten die Sitze iiber konvexe Kérper 
noch durch den Umstand dar, da sie in der Regel fiir diese ganze Kate- 
gorie von Gebilden ohne jede Ausnahme Geltung haben. 

Der vorliegende Aufsatz entstand bei Gelegenheit von Versuchen, den 
folgenden Satz zu beweisen, den ich seit langerer Zeit vermutete und 
dessen elementare Fassung nicht auf die Schwierigkeiten seiner Verifizierung 
schlieBen l4Bt: Wenn aus einer endlichen Anzahl von lauter Korpern**) 
mit Mittelpunkt, die untereinander nur in den Begrenzungen zusammen- 
stoBen, sich ein konvexer Korper aufbaut, so hat dieser stets ebenfalls 
einen Mittelpunkt. 

Ich behandle hier nur diejenigen konvexen K6rper, die ihre ganze 
Begrenzung in einer endlichen Anzahl von Ebenen liegen haben und auch 


*) Geometrie der Zahlen, I. Lieferung, Leipzig bei B. G. Teubner, 1896; 8S. 200. 
Ich habe dort die betreffenden Gebilde nirgends konkave Kérper genannt, hier will 
ich mich der ktirzeren Bezeichnung konvex bedienen. 

**) Unter den ,Koérpern mit Mittelpunkt diirfen hier, wie aus Lehrsatz V (S. 119) 
der Arbeit leicht ersichtlich ist, jedenfalls beliebige abgeschlossene Punktmengen mit 
Mittelpunkt, denen eine bestimmte Grife der Oberfliche zukommt, verstanden werden. 
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sich nicht ins Unendliche erstrecken; ich entwickle iiber die eindeutige 
Festlegung eines derartigen Polyeders unter Verwendung der Inhalte seiner 
Seitenfldichen einige Theoreme, die durch ihren leicht verstandlichen Inhalt 
und andererseits die zu ihrem Nachweise erforderlichen Methoden Be- 
achtung verdienen. Diese Theoreme sowie ihre Ausdehnung auf beliebige 
konvexe Kérper werfen auch ein neues Licht auf die Higenschaft der 
Kugel, unter allen Kérpern von gleicher Oberfliche das gréSte Volumen 
zu besitzen. 


§ 1. Vorbemerkungen. 


1. Es seien rechtwinklige Koordinaten z, y, z zugrunde gelegt. Wenn 
yon einer Richtung (a, 8, y) gesprochen wird, so soll gemeint sein, daB 
a, B, y die Kosinus der Neigungswinkel der Richtung gegen die Richtungen 
der Koordinatenachsen sind. Es sei $$ ein konvexes Polyeder mit n Seiten- 
flachen, die in beliebiger Ordnung numeriert sein mégen. Es sei J das 
Volumen von $8, f(y =1,...,) der Flacheninhalt der v*" Seitenfliche, 
mithin O=F,+---+F, die GréBe der Oberflaiche von 9. Es sei 
ferner («,, B,, y,) die Richtung einer auf der v*" Seitenfliche nach dem 
_ Auperen von hin errichteten Normalen. Die » Richtungen («,, B,, 7,) 
sind verschieden und jedenfalls derart, da8 darunter sich irgend drei un- 
abhingige finden, d. h. da& sie nicht alle einer einzigen Ebene angehéren 
k6nnen. 

Es sei p irgendein innerer Punkt von §§, und es sei p, fiir v=1,...,n 
die Lange des von p auf die »” Seitenfliche von $5 gefallten Perpendikels. 
Halt man den Punkt p und die Richtungen («,, B,, y,) fest, betrachtet 
hingegen die Lingen p, als veranderlich, so andert sich das Polyeder % 
und mit ihm sein Volumen J gemaf der Differentialformel: 

(1) aI = Frdp, +--+ Fydp, 

Will man diese Formel auf den Unterschied des Volumens derjenigen 
zwei Polyeder anwenden, die aus $$ durch Dilatation vom Punkte ) aus 
in allen Richtungen in einem Verhiltnisse ¢:1, beziehlich ¢ + dt: 1 
entstehen, so hat man F, durch Fé? und dp, durch p,dt zu ersetzen. 
Wird die hervorgehende Formel nach ¢ zwischen 0 und 1 integriert, so 
ergibt sich 

(2) Bo = Fp bet Epp 

Benutzen wir statt p irgendeinen anderen Punkt in 8, der die rela- 
tiven Koordinaten a, b,c in bezug auf p haben mag, so haben wir p, durch 


p, — (aa, + 6B, + cy,) zu ersetzen. Weil a, b,c innerhalb gewisser Grenzen 
beliebig sind, so fithrt die Formel (2) zu 


(3) atc, = 0, oF ,py=0, af ,y,=0, 
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wo die Summen sich auf die Werte »=1,..., beziehen. Die » Rich- 
tungen («,, 6,,7,) sind also weiter jedenfalls derart, daB diese drei Glei- 
chungen (3) eine Auflésung in positiven GréBen F,, zulassen. 

2. Es sei (w, 6, y) irgendeine Richtung und © das Maximum, @ das 
Minimum von p = ax + By + yz im Bereiche des Polyeders $8, so liegt 
% zwischen den zwei parallelen Ebenen gy = @ und y = © eingeschlossen 
und kann 0 —#=dals die Breite des Polyeders in der Richtung (a, B, y) 
bezeichnet werden. Projiziert man die gesamte Oberfliche des Polyeders 
senkrecht auf die Ebene g = 4, so wird von der Projektion ein gewisses 
Polygon in dieser Ebene im ganzen Inneren doppelt tiberlagert, und ist danach 


der Flacheninhalt dieses Polygons gewi8 <= QO. Sodann schlieBt derjenige 


Zylinder, der senkrecht auf diesem Polygon steht und die Héhe d hat, so 
daB er von der Ebene y = & bis zur Ebene y = O reicht, das Polyeder 
8 ganz in sich ein, und daraus folgt 


(4) + Od>J. 


Es sei { der Schwerpunkt von $8 und s sein Abstand von der Ebene 
gy =90. Nimmt man irgendeinen Punkt aus $$ in der Ebene » = 9, so 
zerlegt sich das Polyeder $$ in die Pyramiden, welche diesen Punkt als 
Spitze und die einzelnen, nicht durch ihn gehenden Seitenflichen von % 
als Grundflichen haben; diese Pyramiden stoBen untereinander nur in den 
Begrenzungen zusammen. Da in einer Pyramide der Abstand des Schwer- 
punkts von der Basis */, der Hohe betrigt, so hat in jeder dieser Pyra- 


miden der Schwerpunkt von der Ebene my =O einen Abstand > <4, und 


daher ist auch s > id; mit Hilfe von (4) folgt daher 


J 
(5) s> 55° 


Da dieses Resultat fiir jede beliebige Richtung (a, B, y) gilt, so ist 


danach die Kugel vom Radius = mit | als Mittelpunkt ganz im Inneren 


von $$ enthalten, daraus folgt 

4u/J\8 Dy 7 

J>F(G0) > FP e 
Betrachtet man weiter irgendeinen Punkt aus ‘8 in der Ebene p=4, 
irgendeinen Punkt aus.$§ in der Ebene gy =O und dazu den gréften 
Kreis dieser Kugel in der parailelen Ebene g = @—s, so enthalt das 
Polyeder sogleich die zwei Kegel, welche die Flache dieses Kreises als 
Basis und ihre Spitze beziehlich in jenen zwei Punkten haben; daraus folgt 


(6) 555) @ a: 
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Ersetzt man (a, B, 7) durch (— a, — B, — 7), 80 eemtenec her sich die 
Rollen der Ebenen gy = & und g = 9, und anstatt s > id gewinnt man 


die weitere Ungleichung s < id ; 


Die Werte von s und d fiir die Richtung (a,, B,, y,) mégen s, und 
d, heiBen. Fiir einen beliebigen Punkt p im Inneren von § gilt offenbar stets 


(7) p,<4d,. 
Nimmt man endlich fiir den Punkt p, auf den sich (2) bezieht, den 
Schwerpunkt { des Polyeders, so zeigt sich, daB der gréBte unter den 


Abstanden s, vorkommende Wert > a sein mu8. Verbindet man diesen 
Umstand mit s,< Si und mit der Ungleichung (6), so folgt 

8 
(8) es 

3. Als konvexen Bereich will ich iiberhaupt jede abgeschlossene Punkt- 
menge bezeichnen, zu der mit irgend zwei Punkten stets auch die ganze 
sie verbindende Strecke gehért; ein konvexer Korper bedeutet dann einen 
solchen konvexen Bereich, der auch inmere Punkte enthalt, d. h. nicht 
ganz in einer Ebene gelegen ist. 

Unter einer Stiitzebene eines konvexen Bereichs verstehe ich eine 
Ebene, die nicht zu beiden Seiten von sich Punkte des Bereichs liegen 
hat und selbst mindestens einen Punkt des Bereichs enthalt. Ein kon- 
vexer Bereich besitzt durch jeden Punkt seiner Begrenzung wenigstens 
eine Stiitzebene. Wenn ferner ein konvexer Bereich sich nicht ins Un- 
endliche erstreckt, gibt es zu jeder Richtung («, B, y) eine und nur eine 
Stiitzebene des Bereichs mit dieser Richtung als Normale und so, da 
auf der Seite der Ebene, nach welcher die Richtung weist, kein Punkt 
des Bereichs legt. Die Gleichung der betreffenden Stiitzebene ist 

wat By + ye =r, 
wenn 7* das Maximum von ax + By + yz im Bereiche bedeutet. — 
Es seien jetzt irgend » verschiedene Richtungen («,, 6,, y,) fir 


v=1l,..., gegeben, so, da& darunter drei unabhingige sich finden und 
daB die drei Gleichungen 


(9) > H, 0, = 0, 2H,p, = 0, 2H,y,= 0 

eine Lésung in positiven Werten H, zulassen. Dann lat sich zunachst 
zeigen, da es jedenfalls ein Polyeder gibt mit » Seitenflachen, bei welchem 
jene Richtungen als die der auBeren Normalen der Flachen auftreten. 
In der Tat, durch die » Ungleichungen 

(10) ae + By +y,2—1<0 (v=1,...,%) 
wird ein konvexer Bereich TT definiert. Die » Ebenen «,2+8,y+y,2=1 
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sind Tangentialebenen der Kugel a+ y?+ 2?< 1. Also enthalt TT diese 
Kugel, und es wird die Begrenzung des Bereichs TT von n, aber nicht 
schon von weniger Stiitzebenen geliefert. Ist jetzt x,y, 2 ein Punkt aus 
TT, so stellt p,= 1—a,x—B,y—y,z die Lange des von x,y,z auf die 
vy‘ jener Ebenen gefillten Perpendikels vor; unter Verwendung der vor- 
ausgesetzten Liésung von (9) folgt dann SH,p,— SH,. Da die GréBen 
H, alle > 0 sind, ergibt sich hieraus, daB die Langen p, nicht iiber eine 
gewisse Grenze hinausgehen. Da nun unter jenen m Ebenen sich drei 
solche finden, die sich nur in einem Punkte schneiden, ist danach TT in 
einem gewissen Parallelepipedum enthalten und kann sich also nicht ins 
Unendliche erstrecken; somit ist TT ein Polyeder, das der gestellten For- 


derung entspricht. Das Volumen von TI werde = = gesetzt. 


Wir bezeichnen die Linearform «,7+8,y + y,z mit g,. Es seien 
nun 7, fiir »y=1,..., irgendwelche » GréBen > 0, und es sei etwa r 
der gréBte darunter vorkommende Wert; dann wird durch 


(11) 9,— 1, <9 (yam l,..., 2) 


ein konvexer Bereich — er heife ‘$(r,) — definiert, der ganz in dem- 
jenigen Polyeder liegt, welches durch Dilatation des Polyeders TT vom 
Nullpunkte aus im Verhiltnisse r:1 entsteht. Es kann $8(r,) ein Poly- 
eder mit m oder mit weniger Seitenflichen von nichtverschwindenden 
Inhalten werden oder auch sich auf die Fliche eines konvexen Polygons 
in einer Ebene oder auf eine Strecke oder gar auf den Nullpunkt allein 
reduzieren. 

Wenn %8(7,) nicht ein Polyeder mit » Polygonen als Begrenzung 
wird, so brauchen nicht alle m Ebenen g,=~7, wirklich Punkte der Be- 
grenzung des Polyeders zu enthalten. Es sei allgemein 7,* das Maximum 
von g, im Bereiche [(r,), so ist jedenfalls 7,*< yr, und dann B(r,) iden- 
tisch mit $8(7,*); die Ebenen y,=~7,* sind nunmehr sdmtlich Stiitzebenen 
dieses Bereichs. Die so bestimmten Gréfen r,* mégen tangentiale Para- 
meter von ‘$(r,) heiBen. 

Ein solcher Bereich $8(r,) wird nun, da er sich nicht ins Unendliche 
erstreckt, stets ein bestimmtes Volumen J=J(r,) besitzen, wobei jedenfalls 


(12) T(t) 


sein wird; ferner wird das Gebiet von (r,) in der Ebene y, = 7,*, welches 
allgemein die v‘® Seitenfliche von J(r,) genannt werden midge, einen be- 
stimmten Flicheninhalt F’, besitzen; es kann J und jedes F, auch Null 
sein. Diese GréBen J und fF’, (v=1,...,m) sind offenbar im ganzen 
durch 7, >0,..., 7, > 0 definierten Gebiete stetige Funktionen von 7,,...,7,. 

Wenn fiir B(r,) alle GréBen F,> 0 ausfallen, sind die Werte 7, ohne 
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weiteres tangentiale Parameter. — Sind fiir zwei Bereiche $(q,) und #(r,) 
die Systeme q, und 7, tangentiale Parameter, so stellen fiir $((1—‘4q, + t7,), 
wenn 0 <t< 1 ist, die Werte (1 — ¢)qg,+¢r, ebenfalls tangentiale Para- 
meter vor. Daraus ist zu erkennen, daB die Menge derjenigen Systeme 
r,, welche tangentiale Parameter sind, einen konvexen Kérper in der 
n-fachen Mannigfaltigkeit aller Systeme 7, bilden. Die Begrenzung dieses 
Kérpers wird von einer endlichen Anzahl von Stiitzebenen geliefert, die 
simtlich durch den Punkt r,=0,...,7,=—0 gehen, so daB der K6rper 
ein Kegel mit diesem Punkte als Spitze ist; derselbe ist leicht mittels 
seiner Kanten zu charakterisieren, doch gehe ich auf diese Untersuchung, 
die fiir das Folgende entbehrlich ist, nicht weiter ein. — Wenn von zwei 
Bereichen %83(q,,) und 8(7,), von denen keiner sich auf den Nullpunkt allein 
reduziere, der eine aus dem anderen durch Dilatation und Translation 
hervorgeht, d. h. beide ahnlich und dhnlich gelegen sind, so besteht zwischen 
ihren tangentialen Parametern q¢,* und 7,* ein System von Gleichungen 


mit bestimmten Werten a, b, c, d; dabei ist noch stets d>0O; wenn 


3 
J(r,) > 0 ist, hat man d= AAG 
J (ry) 


§ 2. Die Grundlagen der Untersuchung. 


4. Herr Hermann Brunn*) hat den folgenden Satz entwickelt: Wenn 
ein konvexer Kérper durch drei parallele Ebenen YU, 8, © geschnitten 
wird, von denen die mittlere 8 den Abstand zwischen 2% und © im Ver- 
haltnisse ¢: 1 —¢ teilt, und es haben die Schnittfiguren des Kérpers in 
YM, B, © die Flacheninhalte A, B, C, so besteht die Ungleichung 


VBS (= nVA_ Eve, 
dabei gilt hier das Zeichen = nur dann, wenn der Teil des Kérpers 
zwischen den Ebenen 2 und © sei es ein Zylinder, sei es ein Kegelstumpf 
mit den Grundflichen in diesen Ebenen, sei es ein Kegel mit der Grund- 
fliche in der einen und der Spitze in der anderen dieser Ebenen ist. 
Eine entsprechende Higenschaft der ebenen konvexen Figuren ist sehr 
einfach einzusehen, und die Methode von Brunn zum Nachweis jener 
Ungleichung ist wesentlich ein Schlu8 von 2 auf 3 Dimensionen, wobei 
die Schnitte des konvexen Kérpers mit allen denjenigen Ebenen zu Hilfe 
genommen werden, welche die Schnittfigur in 2 in einer Schar paralleler 


*) Uber Ovale und Eifliichen, 8. 23, Inaugural-Dissertation, Miinchen 1887; Uber 
Kurven ohne Wendepunkte, 8. 50, Habilitationsschrift, Miinchen 1889. 
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Linien schneiden und gleichzeitig die Schnittfigur in © jedesmal in zwei 
Stiicke von gleichem Verhiltnis der Flacheninhalte wie die Schnittficur 
in % zerlegen. Besondere Schwierigkeiten macht die strenge Erledigung 
der Grenzfalle, in welchen das Zeichen = in jener Ungleichung eintritt.*) 

Brunn hat auch bereits bemerkt, daB die eben erwahnten Sitze sich 
auf konvexe Kérper in Mannigfaltigkeiten von mehr als drei Dimensionen 
ausdehnen lassen. Die hierzu erforderlichen Entwicklungen sind voll- 
stindig und in analytischer Form in den §§ 56—57 meiner ,Geometrie 
der Zahlen“ auseinandergesetzt. 

5. Hier nun werden uns die betreffenden Satze fiir eine Mannigfaltig- 
keit von 4 Dimensionen dienlich sein; diese lassen sich auch leicht als 
Sitze iiber konvexe Kérper in 3 Dimensionen fassen. Ich gehe wieder 
nur auf die Behandlung von Polyedern ein. 

Hs seien die » Richtungen («,, 6,,y,) fir v=1,...,” wie in 3. 
beschaffen, und es sollen alle dort erklaérten Bezeichnungen fiir sie Ver- 
wendung finden. Es seien g, (v=1,...,n) und r, w=1,...,) zwei 
Systeme von jedesmal » GréBen > 0, so wird durch 

Desta1, 50,4 + py 4-7,2 — (14), — tr, 5 0m dm) 
ein konvexer Bereich in der Mannigfaltigkeit der vier Variablen 2, y, 2, ¢ 
definiert. Liegt dieser Bereich ganz in einer dreidimensionalen Ebene, so 
sind alle GréBen J((1 — Hqg,+4 tr,) fiir O<¢< 1 gleich Null. Anderen- 
falls haben wir, wenn wir den in Rede stehenden Satz auf die Schnitte 
dieses Bereichs mit den drei Ebenen anwenden, die durch ¢=0, durch 
¢=1 und durch einen beliebigen Wert ¢>0 und <1 bestimmt sind, 
fiir letzteren Wert ¢ die Ungleichung zu verzeichnen: 


(14) VI — 4, + t,) = (1 -—DVIG,) + VIG); 

des weiteren tritt, wenn wir noch die q, fiir S(q,) und die x, fiir B(r,) 
als tangentiale Parameter voraussetzen, in dieser Ungleichung insbesondere 
das Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn alle q, oder alle 7, 
Null sind oder die Bereiche 8(q,) und $8(r,) auseinander durch Dilatation 
und Translation hervorgehen, also Beziehungen 


q,= aa, + bB, + cy, + ar, (d> 0) 
statthaben. — 
Sind J(q,) und J(r,) beide > 0 und wird i = = d gesetat, so geht 
Ty 
*) Geometrie der Zahlen, §§ 56—57. — H. Brunn, Referat tiber eine Arbeit: 


Exakte Grundlagen fiir eine Theorie der Ovale, Sitzungsberichte der mathematisch- 
physikalischen Klasse der bayrischen Akademie der Wissenschaften, 1894, Bd. XXIV, 


S. 101. 
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(14) vermége der Substitution ae — = 


— bei Multiplikation mit — in 
Vaa—-o¥ +e) >(— )V7(%) *\ 4 VI, -VIG,) 


tiber. Man erkennt daraus, daB die Ungleichung (14) wesentlich auf den 
einfacheren Satz hinauslaéuft: Hat man J(q,) = J(r,), so gilt fiir O<t<1 
stets J((1 — t)g,+ tr,) > J(7,). 

6. Wir schreiben nun VJ(( — #q, + tr,) =j(). Diese Funktion j(é) 
ist im Intervalle 0<¢<1 eine stetige Funktion von ¢, und aus der all- 
gemein aufgefaBten Regel (14) geht des weiteren 


(15) OP = it) +e F(t) 


fir O0<t4<t<t<1 hervor. Diese Ungleichung lehrt, daB, wenn wir 
t, w als Parallelkoordinaten eines Punktes in einer zweidimensionalen 
Ebene € deuten, durch O<¢<1, w=Jj(¢), kurz ausgedriickt, ein nach 
der Seite der wachsenden u hin konvexer Zug in dieser Ebene geliefert 
wird; derselbe kann auch geradlinige Strecken aufweisen oder selbst eine 
einzige Strecke sein. 

Nun wollen wir speziell annehmen, da8 die g, und die 7, und somit 
auch alle Systeme (1—?Z)q,+77, fir O<¢<1 tangentiale Parameter 
sind und weder alle qg, noch alle r, Null sind, noch auch $(q,) und $(r,) 
auseinander durch Dilatation und Translation hervorgehen. Dann gilt 
nach den Ausfiihrungen in 5. in der Ungleichung (15) stets das Zeichen > 
und enthalt daher der ebengenannte konvexe Zug keine geradlinige 
Strecke. Hs sei J das Volumen, fF, der Flacheninhalt der v* Seiten- 
flaiche von $((1—#q,+ ¢r,) und ¢ dabei irgendein Wert >0 und <1; 
aus der Gleichung (1) entnimmt man dann leicht, daB durch 


= f 2 
Ch) CEG gy che eae Ee Ey tach iat) ana ery 
¢, % als Koordinaten eines variablen Punktes in © gedacht, die einzige 
vorhandene T'angente an diesen konvexen Zug im Punkte ¢, u = j(¢) dar- 


gestellt wird. Der Schnittpunkt dieser Tangente mit der Geraden ¢ = 1 
hat die Ordinate 


u 


nach der Natur eines nach der Seite der wachsenden u hin konvexen Zuges 
ohne geradlinige Strecken wird daher der Ausdruck 


(16) Fir, +: = FT, 
3 zw 
(in welchem 7,,...,7, fest und J, F,,...,F, mit ¢ variabel sind), eine 
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mit wachsendem t von t=O bis t=1 bestiéndig abnehmende Funktion 
von ¢ sein. Insbesondere also wird dieser Ausdruck fiir ¢ = 0 stets groBer 


als fiir ¢=1, d.h. SH 


§ 3. Die einer Kugel umbeschriebenen Polyeder. 


7. Nehmen wir speziell alle GréBen r, = 1, also fiir B(r,) das Poly- 
eder TT aus 3., so geht der Ausdruck (16) in 
O 


aJ8 
tiber, wo J das Volumen, O= F,+.---+F, die Gesamtoberfliche von 
$(1—DHq,+ t) darstellt. Fiir das Polyeder TT ist zufolge (2): 3J= 0, 


a. | 
also, wenn das Volumen von TT wie in der Zeile vorher mit o bezeichnet 
; O 1 
wird, —; = —- 
bP 


Mit Bezug auf die Falle, in welchen 


= in der unbestimmten Form > 

erscheint, sei folgendes bemerkt. Hat ein Bereich 8(p,) ein Volumen 

J>0O und sind die p, tangentiale Parameter, so gilt nach (7) und (6) 
2 


fir ihn stet 1975 (ON* Last die p, al tial 
tir ihn stets p,<— (53) - abt man nun die p, als tangentiale 
Parameter sich stetig veriindern und nach Grenzwerten konvergieren, die 
nicht simtlich Null are wihrend J dabei nach Null konvergiere, so wird 
daher das Verhiltnis © 5, . dabei stets dber jede Grenze hinaus wachsen, 
selbst wenn auch O i nach Null konvergiert. 

Die hier erlangten Resultate sprechen wir folgendermafen aus: 


Lehrsatz I. Es seien (a,, B,, y,) fir v=1,..., wgend n ver- 
schiedene Richtungen so, daB darunter drei unabhdngige sind und die Glei- 


chungen 
> Ha, =e 0, DH s, F 0, DH,y, = 0 


eine Auflésung in n positiven Gripen H, zulassen. Dann und nur dann 
existieren Polyeder 8 mit n oder weniger Seitenfldchen, ber welchen die 
Richtungen der dupBeren Normalen der Fldchen zu jenen n Richtungen ge- 
horen. Unter diesen Polyedern gibt es solche mit n Fldchen, die Kugeln 
umbeschrieben sind; es sind dies diejenigen, welche dem Polyeder 
a,z+B,y + y,@<1(v=—1,...,m) dhnlich und dhnlich gelegen sind. Unter 


allen Polyedern 8 haben diese letzteren das Minimum von #4 des Verhdlt- 


nisses der dritten Potenz der Oberfliiche zum Quadrat des Volumens. 
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Ist ferner $B, ein beliebiges unter den Polyedern 3, das mcht zu den 
eben erwiihnten spesiellen Polyedern gehirt, und konstruiert man zu den 
n Stiitzebenen von 3B, mit den Richtungen («,, B,,7,) as duBeren Normalen 
Parallelebenen in einem Abstande 1 nach dem Auperen des Polyeders hin, 
so begrenzen diese ein gewisses Polyeder §,; dann ist fiir drese Polyeder 
8, die Funktion a eine mit wachsendem 1 bestdndig eR ees: und sie 
konvergiert fiir 1 = co nach jenem Minimumwerte von es: 


Dilatiert man yom Nullpunkte aus ein jedes Polyeder ‘8, zu einem 
Polyeder $8, mit einer Oberfliche = “; , so ist fiir diese Polyeder $8, das 


Volumen eine mit 1 bestiindig wachsende Gripe, und es deckt sich 
§,, mit TT. 

Der erste Teil des Lehrsatzes I ist bereits von Herrn L. Lindeléf*) 
durch interessante, ganz andersartige Betrachtungen bewiesen worden. 
Hier hat sich nicht allein die betreffende Maximumeigenschaft des Poly- 
eders TT herausgestellt, es hat sich zugleich fiir jedes Polyeder ‘8, das 
nicht TT ahnlich und 4&hnlich gelegen ist, ein ganz bestimmter einfacher 
Ubergang zu einem Polyeder dieser Art ergeben, wobei das Verhiltnis 


O08 Ok : : ae ; 
73 bestindig abnimmt und nach seinem Minimumwerte konvergiert. 


Wenn man in derselben Weise, wie wir soeben die Ungleichung (14) 
und die Bemerkungen iiber das Hintreten des Gleichheitszeichens in ihr 
behandelt haben, von den entsprechenden Siatzen iiber beliebige konvexe 
Kérper Gebrauch macht, so kommt man zu den Sitzen: 

Unter allen konvexen Korpern besitzen die Kugeln das Minimum von 


ze Ist RK, ein konvexer Korper, der keine Kugel vorstellt, und konstruiert 
man zu jeder Stitzebene von SR, eine parallele Ebene im Abstande 1 auf 
der dem Korper abgewandten Seite der Ebene, so begrenzen diese séimtlichen 


Parallelebenen jedesmal wieder einen konvexen Kérper &,; dann ist fiir diese 
8 
Kéorper &, die Funktion = eme mit wachsendem 1 bestdndig abnehmende, 


und sie konvergiert fiir l= co nach ihrem Werte fiir Kugeln. Wéhrend 
fiir eine Kugel O° = 36xJ* gilt, besteht danach fiir jeden konvexen Korper, 
der keine Kugel ist, die bekannte Ungleichung O? > 36xJ°. 

Die Begrenzung von §, wird von der duferen Parallelfliche im Ab- 
stande / zur Begrenzung von §, gebildet, und an diese Bemerkung kniipft 
sich leicht eine Ausdehnung der letzten Siitze auch auf nicht konvexe 
K6rper, wie ich bei einer anderen Gelegenheit auseinandersetzen will. 

*) Propriétés générales des polyédres qui, sous une étendue superficielle donnée, 


renferment le plus grand volume, Mathematische Annalen, Bd. 2, 8. 150. — Mémoire 
couronné par l’Académie Royale des Sciences de Berlin du prix Steiner en 1880. 
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§ 4. Bestimmung eines konvexen Polyeders unter Verwendung der 
GréBen der Seitenflichen. 


8. Es mégen alle Bezeichnungen wie in 5. Geltung haben, und man 
setze allgemein /J (r,) = ¥(r,); die Ungleichung (14) geht dann in 
(17) v(l— da, + tr,) = (1-8 ¥@,) + t(,) 
liber. Es sei nun % in der Mannigfaltigkeit der +1 Variablen 
Tees 0 oer CuUICH 

Te, oy = 0; 0Sw<yi(r,) 
definierte Bereich. Aus (17) ist zu ersehen, daB mit irgend zwei Punkten, 
die diesem Bereiche Y angehéren, stets jeder Punkt der sie verbindenden 
Strecke zu ihm gehért. Da iiberdies wegen der Stetigkeit von w(r,) als 
Funktion der 7, dieser Bereich in jener Mannigfaltigkeit eine abgeschlossene 
Punktmenge ist, so stellt er einen konvexen Korper in derselben vor, frei- 
lich einen solchen, der sich auch ins Unendliche erstreckt. Wegen der 
Beziehung w(tr,) =ty(r,) (E> 0) ist W ein Kegel mit der Spitze im 
Nullpunkte 7, =0,..., 7, =0. 
Hs sei weiter @ die Menge der durch 
Pome ieee, Wma ( 1 ) 

definierten Punkte. Die Begrenzwng von %8 wird von den Punkten aus 
YW, fiir welche w =O ist, und zudem von der Menge ¥ gebildet. Nach 
der Natur eines konvexen K6rpers gibt es daher durch jeden Punkt von 
% mindestens eine (m-dimensionale) Stiitzebene an X83, also eine Ebene, die 
YW ganz auf einer Seite liegen hat, abgesehen von den Punkten aus %, 
die sie selbst enthilt. 

Sind p,,..., p, lauter Werte >0, und ist J das Volumen, F’ der 
Flacheninhalt der v*™ Seitenfliche von B(p,), so besitzt, wie man leicht 
aus der Gleichung (1) erkennt, die Menge 8 im Punkte 7, = p,,...,7,=D,, 
w=vw(p,) die durch die Gleichung 


2 
3J3w = Fy, +--+ Fr, 
dargestellte Ebene als Tangentialebene. Diese Ebene ist somit die einzige 
Ebene durch den Punkt, welche iiberhaupt Stiitzebene an % sein kénnte, 
und demnach gilt dann fiir jeden beliebigen Punkt 7,,...,7,, w in BW stets 


2 
(18) 8J?w <Fyr, +--+ +F,r,. 
9. Wir kénnen nunmehr den folgenden Lehrsatz beweisen: 
Lehrsatz II. Es seien («,, B,, y,) fir v=1,...,” wgend n Rich- 
tungen, unter denen sich drei unabhiingige finden, und FE, fir v=1,...,n 
irgend n gegebene positive Gripen so, dap 
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ac, =U, a,b, al a,y, ai) 
ist, endlich set 0 irgendein gegebener Punkt; dann existert stets en und nur 
ein konvexes Polyeder mit 0 als Schwerpunkt und mit n Seitenfldchen, wo- 
bei je eine Seitenfliche die Richtung (,,B,,7,) als duBere Normale und 
F, als Flécheninhalt hat. 

Beweis. Wir setzen der Hinfachheit halber 0 als den Nullpunkt 
der Koordinaten voraus. Wir machen in bezug auf die gegebenen » Rich- 
tungen («,, B,,7,) von den in 3. und 8. eingefiihrten Bezeichnungen Ge- 
brauch und bilden dazu gem&B 8. die Punktmengen YW und & in einer 
m +1-fachen Mannigfaltigkeit. 

Zunichst wollen wir annehmen, daB ein Bereich $(p,) je mit F, als 
GréBe der v*™ Seitenfliche und mit 0 als Schwerpunkt bereits bekannt 
ist, und wir beweisen, daB es nicht noch einen anderen Bereich derselben 
Art geben kann. Da alle F, > 0 sein sollen, stellen die p, gewiB tan- 
gentiale Parameter vor; da sie jedenfalls nicht alle Null sind, folgt aus 
(2): J(p,)>0, und da nunmehr der Schwerpunkt gewi® ein innerer 
Punkt in (p,) ist, fallen die GroéBen p, simtlich >0 aus. Nach (18) 
gilt fiir ein jedes System 7, >0,...,7,20, da alsdann 7,,...,7,, 
w=vy(r,) ein Punkt in % ist, stets 

SU) PC) ee te ee 
Jetzt sei %(q,) gleichfalls ein Bereich mit 0 als Schwerpunkt und F’, als 
GréBe der v*" Seitenflache, so ist F,g,+---+ Fg, =3(¥q,))* und folgt 
daher mit Riicksicht auf die vorstehende Ungleichung w(p,) < v(q,). 
Genau so wiirde ¥(q,)<v(p,) hervorgehen und also miiBte zunichst 
v(p,) =¥(q,) sein. Dann wiirde also der Punkt r,=q,,...,7,=4q,, 
w=w(q,) in der Stiitzebene 
3 (o(p,))? w Tr? Fy; oi ee + For 

durch den Punkt 7,=p,,..-,%,=D,, W=¥(p,) an BW liegen. Mit 
diesen zwei Punkten in einer Stiitzebene miiBte die ganze sie verbindende 
Strecke zur Begrenzung von YW, also zu B, gehéren; es wiirde demnach 
in der Ungleichung 


v((1— dp, + tg,) =(—)v@,) + t¥@,) fir 0<t<1 
stets das Gleichheitszeichen gelten. Dies hitte nach den Bemerkungen 
bei (14) zur Folge, daB das System qg, von der Form 
q, = aa, + 6B, + ey, + ap, 

mit einem Koeffizienten d >0O wire. Dabei wire nun d das Verhiltnis 
VI(q,): Vd(r,), also =1, und da auch die Schwerpunkte von B(p,) und 
$(@,) tibereinstimmen sollen, so hitte man weiter a=0,b=0, e=0; 
also wire $8(q,) nicht von S8(p,) verschieden. 
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Ich will jetzt den Schnitt von Y durch die Ebene w=1 mit W 
bezeichnen. Ferner bedeute a das Volumen des speziellen Polyeders 
P(r, =1); der Punkt 7,=0,...,7,=0,w=1 liegt dann in W’ und 
%. Es mégen nun irgendwelche positive Werte F, von der im Lehr- 
satze angegebenen Beschaffenheit vorausgesetzt werden; es sei F’ das 
Minimum unter diesen Werten. Fiir jeden Punkt 7,=7,',...,7,=7,, 


w=1 in %® gilt dann, wenn »’ das Maximum unter den Werten r,/ be- 
deutet, mit Riicksicht auf (12): 


(19) Fyr, + +--+ Fir, > Fr > FoVJ(r,) > Fe. 


Fiir den Punkt 7,’=0,...,7,,=0,w=1 in WY wird 
Bing caer Ahr SB) 6. 

Nun wird durch die Bedingung F,r,/+---+ F,r,/<(SF,) 0 aus 
ein bestimmter konvexer Bereich ausgesondert, in dem fiir alle Koordi- 
naten 7,’ obere Grenzen bestehen. In diesem endlichen Bereich wird der 
Ausdruck F,7,/+---+,7,/ ein bestimmtes Minimum besitzen, das zu- 
folge (19) jedenfalls >0O ausfallen wird und welches 3/? heiBen mége. 
Es sei 7,= 1, .--)% =Dn,W=1 ein Punkt aus 2’, in dem dieses 
Minimum eintritt. Dieses Minimum ist zugleich das Minimum von 
Fir +-+-+ Fr,’ im ganzen Bereiche %’, und also gilt in W’ stets 
Firi+:-++ Fr,’ >3l und somit im Bereiche YW, der ein Kegel mit 
der Spitze im Nullpunkte ist, stets F,7,+---+ Fr, > 3lw. Die Ebene 
(20) Firngt---+ Fir, = 3Pw 
ist nunmehr eine Stiitzebene durch den Punkt 7,=—p,,...,7,=D,, 
w=1 an %, dieser Punkt somit jedenfalls ein Punkt aus B, mithin das 
Volumen von $(p,’) gleich 1. Es seien a,b, ¢ die Koordinaten des 
Schwerpunktes von [(p,’) und allgemein 

q, = Py, — aa, — bB, — cyy, 
so sind wegen J(p,)=1 alle GroéBen qg,>0; es entsteht nun $(q,’) 
durch Translation aus %8(p,’) und hat den Nullpunkt 0 als Schwerpunkt. 
Wegen der fiir die GréBen F', vorausgesetzten drei linearen Gleichungen 
liegt auch der Punkt 7,=4,',..-, 7, = 49,, @=1 in der Ebene (20). Da 
durch diesen Punkt nur eine Stiitzebene an YW geht, so leuchtet ein, daB 


fiir das Polyeder $8(q,) der Inhalt der v‘ Seitenflache -% ausfallt. 


Das Polyeder $(Jq,’) ist dann ein solches mit F, als GréBe der v'® 
Seitenfliche und o als Schwerpunkt, trigt mithin genau den im Lehr- 
satze geforderten Charakter. 

10. Es seien die » Richtungen («,, B,, y,) wieder so beschaffen, daB 
der Bereich a,x + B,y + y,@<1 sich nicht ins Unendliche erstreckt, und 
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es seien fF’ (v=1,...,”) irgend m GréBen >0, so dab > Fa, =0, 
SF,8,=0, SF,y,=0 ist. Es sollen diese GréBen nicht simtlich 
Null sein, so daB F,+---+F,=O>0 ist; sie brauchen aber jetzt 
nicht simtlich > 0 zu sein. 

Wir betrachten diejenigen Richtungen (a,, B,, y,), zu denen ein 
F,>0 gegeben ist. Haben wir erstens den Fall, daB unter diesen Rich- 
tungen schon drei unabhingige vorkommen, so gibt es nach dem Lehr- 
satze II unter den Bereichen $8(r,) zu den gegebenen » Richtungen ein 
und nur ein Polyeder $(p,) je mit F, als GréBe der v*™ Seitenflaiche fiir 
vy=1,...,m und noch mit beliebigem Schwerpunkte; wir wollen dann 
unter J(#,) das Volumen dieses Polyeders verstehen. Zweitens mégen 
dagegen alle jene Richtungen («,, 6,, y,), fiir welche ein F, > 0 gegeben 
ist, einer einzigen Ebene E angehéren. Niéhern wir uns dann dem ge- 
gebenen Systeme F’, irgendwie vermittels solcher Systeme F',, die dem 
zuerst genannten Falle entsprechen, und konstruieren fiir diese jedesmal 
das zugehérige Polyeder B(p,) wie soeben, so konvergiert ftir diese 
Polyeder $(p,) die senkrechte Projektion ihrer Oberflache auf die Ebene 
E schlieBlich nach Null; es wird damit fiir diese Polyeder auch die 
kleinste unter ihren Bredten d (s. 2.) in den Richtungen dieser Ebene und 
zufolge der Formel (4): = 0d> J also auch J(F,) stets nach Null 
konvergieren. In diesem zweiten Falle setzen wir demgema8 J(F,) = 0. 
Endlich werde, wenn alle Gréfen F,= 0 sind, ebenfalls J(F,) = 0 gesetzt. 

Auf solche Weise ist nun fiir jedes System F’, in dem durch 
(21) F, 29, afc, =0, FB, = 0, af, y,= 0 
definierten Bereiche der Wert J (/’,) eindeutig festgelegt und stellt dieser Wert, 
wie aus dem Lehrsatze II und den eben gemachten Bemerkungen leicht er- 
sichtlich ist, eine stetige Funktion der F’, in diesem ganzen Bereiche vor. 

Wir setzen nun (J(F,))?=¥(F). Dann gilt, wenn Gj und, 
(v=1,...,m) irgend zwei Systeme in dem Bereiche (21) sind und noch 
Y(H,) > 0 ist, fiir jeden Wert ¢>0 und <1 stets 

¥(1—9@, +tH,) >(1—)¥(G,) + 4¥(), 


und zwar tritt das Zeichen = hier nur dann ein, wenn G,:...:G 


Da in dem zuletzt bezeichneten Falle diese Ungleichung und zwar 
mit dem Zeichen = erfiillt ist, leuchtet ohne weiteres ein. Nehmen wir 


nun an, es sei nicht G,:...:G,=H,:...:H,. Nach (18) gilt fir 
jedes System von Gréfen r, > 0 stets 
(22) Gy Usa Be cols Gir, aa 3Y(G,) o(7,), 


(23) A,r, or rr a dgrs 2 3 (H,)o(7,). 
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Wegen ¥(H,) >0 und ¢>0 gibt es ein bestimmtes Polyeder B(p,) mit 
(1—#)G,+ tH, als GréBe der v* Scitenfliche und dem Nullpunkt als 
Schwerpunkt. Fiir dieses Polyeder hat man dann 

(A—)G, +tH,)p, +--+ (1—-)G, + tH,)p, =3¥ (1-9 G, + tH, ¥(p,). 
Es sind dabei die p, simtlich >0O und geht daher durch den Punkt 
Ty = Dyy+++)%, =DPny W=V(P,) nur eine Stiitzebene an %; nun gelten 
die Ungleichungen (22), (23) auch fiir 7; =p,,...,7,—=p,} aus dem 
eben angefiihrten Grunde und weil nicht 


ist, hat dabei in der zweiten jedenfalls das Zeichen > statt. Man erhilt 
somit aus ihnen 

(A—-)G,+tH,)p, +--+ (1-9 G,+tH,)p, > 3 (1) ¥(G,) +t¥(Z)) v(2,); 
der Vergleich dieser Relation mit der davor angegebenen liefert un- 
mittelbar die zu beweisende Ungleichung. 

Es sei jetzt O eine beliebige positive Gréfe. Unter allen Polyedern 
Bir,) mit einer Gesamtoberfliche =O gibt es, wie schon in 7. aus- 
gefiihrt wurde, ein, bis auf Translationen voéllig bestimmtes Polyeder 
wirklich mit n Seitenflachen, welches einer Kugel umbeschrieben ist. Es 
sei ®, die GréBe der v Seitenfliche bei diesem Polyeder. Ist dann 
F, (v=1,...,) irgendein von dem Systeme der ®, (v=1,...,”) ver- 
schiedenes System von Gréfen > 0 im Bereiche (21) und gleichfalls mit 
der Summe Ff, + ---+ F, = O, so gilt nach dem Lehrsatze I stets 
¥(F,) < ¥(,). Betrachtet man nun ¢, uw als Parallelkoordinaten in einer 
Ebene und fabt die Punkte O<¢<1, u=YW((1—DF,4+,) ins Auge, 
so bilden diese Punkte nach den vorhin gewonnenen Ungleichungen 
daselbst einen nach der Seite der wachsenden w hin konvexen Zug, und 
nach der eben gemachten Bemerkung hat dabei wu fiir ¢ =1 seinen gréBten 
Wert. Nach der Natur eines solchen Zuges muS nun, wenn auf dem- 
selben uw zugleich mit ¢ am gréften ist, auf seiner ganzen Ausdehnung u 
mit abnehmendem ¢ bestindig abnehmen. Danach stellt J((1—#F,+#9,) 
im Intervalle 0 <¢<1 eine mit wachsendem ¢ bestindig wachsende Funk- 
tion vor. Damit ist ein sehr bemerkenswerter neuer Prozef gefunden, 
um von einem beliebigen der Polyeder B(r,), welches nicht einer Kugel und 
zwar mit n Beriihrungen umbeschrieben ist, zu einem Polyeder J(r,) dieser 
besonderen Art tiberzugehen so, daB die Oberfliche sich nicht dndert und 
das Volumen bestindig wéichst. 


§ 5. Konvexe Koérper mit Mittelpunkt. 
11. Es sei jetzt m eine gerade Zahl = 2m und die 2m Richtungen 
(«,, B,, 7,) (v=1,...,2m) sollen aus m Paaren entgegengesetzter Rich- 
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tungen bestehen. Sowie sich unter diesen 2m Richtungen drei unabhingige 
finden, was wir jetzt voraussetzen wollen, zeigt sich bereits, daB der Be- 
reich «e+ B,y+y,e—1<0 (v=1,...,m) ganz im Endlichen liegt; 
denn es begrenzen alsdann die sechs Ebenen «,7+6,y+y,2—=1 zu 
diesen drei Richtungen und den drei ihnen entgegengesetzten ein Parallel- 
epipedum, welches jenen Bereich ganz in sich schlieBt. 


Es sei 
(24) Om+u — — Sur Bintan Bp Vowdege 2 mad fe (w=1,..., m). 
Wir wollen nun von den Bereichen $(r,) zu den 2m gegebenen Rich- 
tungen nur diejenigen betrachten, bei welchen 7,,,,,=7, fir w=1,...,m 
ist; einen solchen Bereich bezeichnen wir durch ${r,}, er ist stets ein 
Bereich mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, und haben wir dabei stets 
F4,=F, w=1,...,m), unter F, die GroBe der v™ Seitenfliche des 
Bereichs verstanden. Bezeichnen wir das Volumen von ${r,} mit J{r,}, 


so folet aus (14) sogleich 
VIA 84, + t,} =) VITG,) + OVI), 
und auch die Bemerkungen iiber das Hintreten des Gleichheitszeichens 
in (14) sind sinngem&8 auf diese Ungleichung zu iibertragen. Setzen wir 
y J(r,} =~¢{r,}, so ist danach der durch 
Teen ee O<w<yir} 
definierte Bereich in der Mannigfaltigkeit der m+ 1 Variablen 7,,...,7,,, w 


Te 
ein konvewer Korper; und durch jeden Punkt, wo 7,>0,..., 7, >0, 
w=w{r,} ist, gibt es stets nur eine Stiitzebene an diesen K6rper. 
Erwigen wir nun, daf fiir beliebige 2m GréBen F, >0 (v=1,..., 2m), 
bei welchen F,,,= F, (u=1,...,m) ist, wegen (24) die Gleichungen 
D> F,«,=0, SFB,=0, >F.y, =0 stets erfiillt sind, so gelangen wir 
durch ganz entsprechende Uberlegungen wie in 9. zu dem Satze: 
Lehrsatz II. Es seien («,, B,,y,) fiir w=1,..., m irgend m ver- 
schiedene Richtungen, von denen auch keine zwei einander entgegengesetat 
sind und unter denen sich drei unabhdngige finden, ferner seien Efi 
u=1,..., m wgend m positive Grépen, und 0 ein gegebener Punkt; dann 
gibt es stets ein und nur ein konvexes Polyeder mit 0 als Mittelpunkt und 
mit 2m paarweise parallelen Seitenflichen, von denen je ein Paar als Rich- 
tungen der duBeren Normalen («,, B,;y,) und (— Gy, — By, —Y,) und als 
GroBe der Seitenflache F', haben. 
Wir ziehen hieraus und aus Lehrsatz II sogleich die weitere Folgerung: 
Lehrsatz IV. Kin konvewes Polyeder mit einer geraden Anzahl von 
Seitenfldchen, wobei diese paarweise parallel und von gleichem Flicheninhalt 
sind, ist stets ein Polyeder mit Mittelpunkt. 
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Denn es sei m=2m die Anzahl der Seitenflichen des Polyeders, 
(a,, B,,7,) fir v=1,..., m die Richtung der duBeren Normalen, fF, die 
GréBe seiner v*” Seitenfliche, und man habe Cem Cis) Bing ene 
Vmtu = — Pur Enon =F, (u=1,..., m), endlich sei 0 der Schwerpunkt 
des Polyeders. Nach dem Lehrsatze II kann es tiberhaupt nur ein konvexes 
Polyeder, also nur das vorgelegte geben, bei welchem alle die eben er- 
wahnten Stiicke in der betreffenden Weise eintreten; andererseits ist nach 
Lehrsatz II] zu diesen Stiicken speziell ein konvexes Polyeder mit 0 als 
Mittelpunkt vorhanden; mithin ist das vorgelegte Polyeder notwendig ein 
Polyeder mit Mittelpunkt. 

12. Wir kénnen weiter den Satz aufstellen: 

Lehrsatz V. Wenn wgendwelche (nicht notwendig konvexe) Polyeder 
im endlicher Anzahl, von denen jedes einen Mittelpunkt hat und die unter- 
eimander nur in Punkten der Begrenziiigen zusammenstoBen, durch ihre 
Vereinigung ein konvexes Polyeder erfiillen, so hat dieses zusammengesetate 
konvexe Polyeder stets ebenfalls einen Mittelpunkt. 

Denn betrachten wir irgendeine Seitenfliche % dieses so zusammen- 
gesetzten konvexen Polyeders $8. Hs sei (a, 8, y) die Richtung der 
iuBeren Normale von %. Unter den Hinzelpolyedern, deren Vereinigung 
§$ vorstellt, finden sich dann notwendig ebenfalls soleche, welche sei es 
eine, sei es mehrere Seitenflachen mit (@, 6, y) als Richtung der duBeren 
Normalen darbieten. Bei jedem hier in Betracht kommenden LHinzel- 
polyeder treten, da das Polyeder jedesmal einen Mittelpunkt besitzt, sym- 
metrisch in bezug auf diesen, zu den Seitenflichen mit der AduBeren 
Normalenrichtung (a, 6, y) ebensoviele Seitenflichen mit der auBeren 
Normalenrichtung (—a,—f, —y) auf; und irgend zwei einander auf diese 
Weise entsprechende Seitenfliichen haben stets gleichen Flacheninhalt. 
Bilden wir den gesamten Flacheninhalt aller bei den EHinzelpolyedern auf- 
tretenden Seitenflichen mit der auBeren Normalenrichtung (a, 6, y) und 
subtrahieren davon den gesamten Flacheninhalt aller bei ihnen auftreten- 
den Seitenflachen mit der auBeren Normalenrichtung (—«, —$, —y), so 
muB daher die Differenz = 0 sein. Nun wird, soweit diese verschiedenen 
Seitenflichen im Inneren von $$ liegen, hier die Gesamtheit der Seiten- 
flichen der ersteren Stellung genau iiberdeckt von der Gesamtheit der 
Seitenflichen der anderen Stellung; also verschwindet fiir sich der Teil 
jener Differenz, welcher sich auf Seitenflichen bezieht, die (abgesehen 
vielleicht von Punkten ihres Randes) ins Innere von $ fallen. Weiter 
setzen diejenigen von den Seitenflichen der ersteren Stellung, welche auf 
die Begrenzung von $§ fallen, hier eben die Seitenfliche § von P zu- 
sammen. Nunmehr leuchtet ein, daB noch Seitenflachen der anderen 
Stellung tibrig bleiben, welche zusammen eine begrenzende Seitenfliche 
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von %§ mit der duBeren Normalenrichtung (—a«, —6,—y) und genau von 
einem Flicheninhalt gleich dem von § ergeben miissen. Es sind danach die 
Seitenfliichen des konvexen Polyeders $$ paarweise parallel und von gleichem 
Flaicheninhalt. Nach dem Lehrsatze IV ist somit $$ ein Polyeder mit Mittel- 
punkt. 


§ 6. Konvexe Resthereiche. 


Die Gesamtheit der Punkte z, y, 2, fiir welche sowohl z, wie y, 
wie z ganze rationale Zahlen sind, soll das Zahlengitter heiBen; ein ein- 
zelner Punkt daraus heiBe ein Gutterpunkt. Unter einem konvexen Rest- 
bereich soll ein konvexer Korper & von solcher Art verstanden werden, 
daB & = Ryo. und die Gesamtheit derjenigen Kérper &,,,, die aus Roo 
durch die Translationen vom Nullpunkte 0, 0, 0 nach den verschiedenen 
anderen Gitterpunkten a, b, ¢ hervorgehen, den ganzen Raum lickenlos 
tiberdecken, und zwar so, daB irgend zwei von diesen Kérpern héchstens 
in Punkten der Begrenzung zusammenstofen. 

Lehrsatz VI. Ein jeder konvexe Restbereich ist ein konvexes Polyeder 
mit Mittelpunkt und wird von nicht mehr als 2(2°?— 1) Seitenflichen be- 
grenzt; dabei ist weiter jede Sertenfldche ein konvexes Polygon mit Mittelpunkt. 

Beweis. Hs sei & = &,.) ein konvexer Restbereich; man erkennt 
sofort, daB & nicht einen ganz im Endlichen gelegenen konvexen K6rper 
von einem Volumen > 1 enthalten kann und somit selbst ganz im End- 
lichen liegen mu8; also wird ® auch nur mit einer endlichen Anzahl der 
anderen Korper &%,,, in Punkten der Begrenzung zusammenstoBen. Da der 
Kérper & von jedem dieser Kérper &,,,, mit dem er zusammentrifit, 
durch eine gemeinsame Stititzebene geschieden werden kann, so daB die 
gemeinschaftlichen Punkte beider Kérper in dieser Ebene und im iibrigen 
der eine ganz auf der einen, der andere ganz auf der anderen Seite von 
ihr liegt, so leuchtet zuvérderst ein, daB & jedenfalls ein von einer end- 
lichen Anzahl von Ebenen begrenztes konvexes Polyeder ist. 

Wir wollen unter & denjenigen K6rper verstehen, der zu & sym- 
metrisch in bezug auf den Nullpunkt legt; dann ist & ebenfalls ein kon- 
vexer Restbereich, so daf die simtlichen Kérper &,,., die aus 2 durch 
die Translationen nach den einzelnen Gitterpunkten a, b, c entstehen, den 
ganzen Raum erfiillen und dabei je zwei unter ihnen stets in den inneren 
Punkten durchweg verschieden sind. Es wird nun unter allen diesen 
Polyedern &, ,, eine endliche Anzahl von solchen geben, welche ins Innere 
von § eintreten; und der Kérper & erscheint dann genau zusammen- 
gesetzt aus den einzelnen Polyedern, welche & mit diesen einzelnen 
Kérpern &,,,, gemein hat. Nun ist ein Bereich &,,, jedesmal sym- 


metrisch zu & in bezug auf den Punkt > 3 ein Polyeder, welches 
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GK und &,,, gemein haben, wird danach ein Polyeder mit © -- ; ase > als 


Mittelpunkt sein. Es erscheint also & zerlegt in eine endliche Anzahl 
von Polyedern mit Mittelpunkt; nach dem Lehrsatze V ist daher & selbst 
ein Polyeder mit Mittelpunkt. 

Da durch eine Translation eines konvexen Restbereichs offenbar stets 
wieder ein solcher Bereich hervorgeht, so wollen wir jetzt der Einfachheit 
wegen annehmen, es habe & den Nullpunkt als Mittelpunkt. Betrachten 
wir nun irgendeine Seitenfliche © von R = R,4, so gibt es unter allen 
tibrigen Polyedern &,,,, eines oder mehrere, welche sich an diese Seiten- 
fliche mit einem Flachenstiick (nicht bloB mit Punkten einer Kante) an- 
legen. Ist &,,, ein derartiges Polyeder, so ist das Flachenstiick aus ©, 


das ® und %., »,¢ gemein haben, da &, ,, caeeea, zu & in bezug auf 
den Punkt >, 4 + ist, ein Bee mit > ; Le + als Mittelpunkt. 


Danach erscheint das konvexe Polygon © zerlegt in Polygone mit Mittel- 
punkt, und von diesen ist noch leicht ersichtlich, daB sie untereinander 
nur in den Rindern zusammentreffen kénnen. Nun gilt ein dem Satze V 
ganz entsprechender Satz fiir zwei Dimensionen, und danach ist die 
Flache © notwendig selbst ein Polygon mit Mittelpunkt. 


Wie sich ferner ergeben hat, liegt auf der bleh ©, noch von ihrem 
b 

= 9? + 

Zahlen sind. Dabei kénnen a, b, ¢ niemals simtlich gerade Zahlen sein, 


weil die Gitterpunkte im Inneren der Jiao Polyeder liegen. 
Andererseits kann kein Punkt = . as +, 
Zahlen, aber nicht simtlich Null sind, ins Innere von & fallen; denn 


sonst hatte ® mit dem Kérper &,,, isn inneren Punkt gemein. Ks 


sei nun © eine Seitenflaiche von &, die von n © und auch von der zu © 


Rande abgesehen, mindestens ein Punkt , wo a, b, ¢ ganze 


bei dem a, b, ¢ ganze 


parallelen Seitenfliiche verschieden ist, nde 52 2 - $ ein in dieser Seiten- 
fliche, aber nicht auf ihrem Rande gelegener Punkt mit ganzen Zahlen 
a, b, ¢; dann kann nicht GZ=a, b=b, ¢ =c (mod 2) sein, da sonst 
ata b+b c+e 
PS ee ene 
 & wire. Da es nun im ganzen 2'—1 nach 2 inkongruente und von 
0, 0, 0 (mod 2) verschiedene Systeme a, b, ¢ (mod 2) gibt, so besteht 
danach die Begrenzung von & aus héchstens 2(2°— 1) Seitenflichen. 

Die Lehrsitze J—VI sind hier nur fiir komplexe Polyeder im Raume 
von drei Dimensionen ausgesprochen, sie sind mit ihren hier auseinander- 
gesetzten Beweisen unmittelbar auf Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen 
Verinderlichen zu tibertragen. 


Zirich, den 22. Juli 1897. 


ein Punkt der eben besprochenen Art im Inneren von 


XXII. 
Uber die Begriffe Linge, Oberfliche und Volumen. 


(Referat tiber einen Vortrag: Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung, 
Band IX, 8. 115—121.) 


1. Der Begriff des Ausdehnungsintegrals in einer Mannigfaltigkeit: 
it dz, dx,...dx,, d. i. fir n = 3 der Begriff des Volumens eines Korpers, ge- 


hért zu den elementarsten Begriffen in der Analysis des Unendlichen; es kniipft 
dieser Begriff unmittelbar an den Begriff der Anzahl an. (Vgl. C. Jordan, 
Cours d’Analyse, 2° éd., T. I, pp. 18—31.) 

Wesentlich schwieriger als die Hinfiihrung des Volumenbegriffs ist 
die Begriindung der Léinge einer Kurve als Grenze der Linge von Poly- 
gonen, die der Kurve geeignet eingeschrieben sind, und der Oberfldche 
emer krummen Fldche als Grenze der Oberflache von Polyedern, die in 
bezug auf die Fliche geeignet konstruiert sind. 

Man kann jedoch diese anderen Begriffe Lange und Oberfliche auch 
allein aus dem Begriffe des Volumens mittels eines einfachen Grenz- 
tiberganges entwickeln: 

Es sei C eine Kurve. Um jeden Punkt von C als Mittelpunkt denke 
man sich eine Kugel mit dem Radius r abgegrenzt, unter r eine feste 
positive GréBe verstanden. Die Menge aller derjenigen Punkte des 
Raumes, welche in das Innere oder die Begrenzung von wenigstens einer 
dieser Kugel zu liegen kommen, definiert uns den Bereich der Entfernung 
<r von der Kurve C. Es sei V(r) das Volumen dieses Bereichs (falls 


ihm ein bestimmtes Volumen zukommt), so kann der Grenzwert von 


“EO fiir ein nach Null abnehmendes r (falls dieser Grenzwert existiert), 


als die Ldnge der Kurve C eingefiihrt werden. — Es sei F eine Fliche. 
Man konstruiere in entsprechender Weise den Bereich der Entfernung <r 
von EF. Hs sei V(r) das Volumen dieses Bereichs, so kann der Grenz- 


wert von —>— a) fiir ein nach Null abnehmendes 7 (vorausgesetzt, daB die 


GroBe Vr) sowie dieser Grenzwert existiert), als die Oberflache der Fliche 
F eingefiihrt werden. 


Uber die Begriffe Lange, Oberfliche und Volumen. 123 


Ks ist einleuchtend, daB hierbei zuniichst die Linge einer geradlinigen 
Strecke und die Oberfliche eines ebenen Dreiecks genau mit den ge- 
wohnlich dafiir angenommenen Werten sich ergeben; infolgedessen werden 
tiberhaupt in reguldren Fallen Lingen und Oberfliichen in dem eben er- 
klarten und andererseits in dem tiblichen Sinne die gleichen Werte vor- 
stellen. 

2. Die soeben gegebene Definition einer Oberfliche fiihrt uns zu einer 
bemerkenswerten Verallgemeinerung des Begriffs Oberfliche, indem wir 
an Stelle von Kugeln beliebige einander ahnliche und 4hnlich gelegene 
konvexe Kérper verwenden. Ich werde mich hier auf die Betrachtung ge- 
schlossener Flichen beschrinken. 

Unter einem konvexen Korper verstehe ich eine Punktmenge im 
Raume, welche abgeschlossen ist, die Higenschaft hat, mit einer beliebigen 
Geraden stets entweder eine Strecke oder einen Punkt oder keinen Punkt 
gemein zu haben, und endlich nicht ganz in einer Ebene liegt. Hine kon- 
vexe Eldche bedeute die vollstiindige Begrenzung eines konvexen Kérpers. 
Denken wir uns nun einen beliebigen konvexen Kérper K zugrunde ge- 
legt. Hs sei G die Begrenzung von K und QO irgendein bestimmter in- 
nerer Punkt von K. Ich will G die Fldche der Distanz 1 von O nennen 
(auch die LHichfliche der Distanzen). Ist P ein beliebiger Punkt und r 
eine positive GréBe, so soll dann unter der Fldche der Distanz r von P 
diejenige konvexe Flache H verstanden werden, welche P umschlie8t und 
mit G ahnlich und dhnlich gelegen ist derart, daB je zwei gleichgerichtete 
Radienvektoren von P nach H und von O nach G stets in ihren Lingen 
das konstante Verhialtnis 7:1 darbieten. Der von dieser Flache H um- 
schlossene konvexe Kérper ist dann der Bereich der Distanz <r von P. 

Es sei nun F eine beliebige, ganz im Endlichen gelegene geschlossene 
Fliche, d. h. eine Punktmenge, mittels deren der ganze Raum sich in 
zwei abgeschlossene Mengen, A und J, zerlegt, von denen eine jede die 
Menge fF als vollstdndige Begrenzung besitzt und welche sonst unter- 
einander keinen Punkt gemein haben; dasjenige von diesen zwei durch F 
geschiedenen Raumgebieten, in dem keine Grenzen fiir die Koordinaten 
_der Punkte vorhanden sind, A, heiBe der duBere Rawm von F, das andere, 
J, der innere Raum von F. Wir denken uns um jeden Punkt von F 
den Kérper der Distanz <7 von dem Punkte abgegrenzt. Hs sei Qa(r), 
bzw. Q,(r) der Teil des Gebiets A, baw. des Gebiets J, welcher von der 
Gesamtheit aller dieser Kérper tiberdeckt wird, weiter Va(r), baw. Vr(r) 
das Volumen von Qa(r), baw. von Q,(r), so heiBe der Grenzwert von 


Ya ie fiir ein nach Null abnehmendes r die verallgemeinerte 
; i 


bzw 
2 r 
Aufenoberfliche, baw. Innenoberfldche (abgekiirzt v. AO. baw. v. JO.) von F, 
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immer stillschweigend vorausgesetzt, daB die betreffenden Volumina und 
Grenzen existieren. Die halbe Summe aus vy. AO. und v. JO. von F 
heiBe die verallgemeinerte Oberfldche von F’. 


3. Die Existenz der hier in Frage kommenden Grenzwerte 1a48t sich 
in einfacher Weise dartun, wenn die zu behandelnde Flache F, ebenso wie 
die Hichflache der Distanzen G, eine konvexe Fldche ist. Dann ist der 
innere Raum J yon F’ ein konvexer Kérper, und es sei C, sein Volumen. 
Der Raum Q,(r) wird hier jedesmal auBer von F noch von einer zweiten 
konvexen Fliche F4(r) begrenzt, der Flache derjenigen Punkte in A, fir 
welche die kleinste Distanz von den Punkten in F gleich 7 ist. 

Sind zunichst sowohl J wie K Polyeder, d. h. je von einer endlichen 
Anzahl von Ebenen vollstiindig begrenzt, so wird auch der von F',(r) 
begrenzte konvexe Kérper bei beliebigem Werte des r ein Polyeder sein. 
Bei Zugrundelegung irgendeines Parallelkoordinatensystems erweisen sich 
alsdann die Koordinaten der Ecken von F4(r) als ganze lineare Funk- 
tionen von r, und vermége der dreireihigen Determinanten fiir Volumina 
von Tetraedern erscheint hernach V4(7) als eine bestimmte ganze Funktion 
dritten Grades von 7, d. h. der vierte Differentialquotient der Funktion 
Va(r) ast gleich Null. 

Nun kann man eine beliebige konvexe Flache stets durch zwei Poly- 
ederflichen annahern, von denen die eine ganz im inneren Raume, die 
andere ganz im duBeren Raume der Flache verliuft, und welche mit- 
einander &hnlich und dhnlich gelegen sind, und zwar noch derart, daB 
dabei das lineare Dilatationsverhaltnis zur Hrzeugung der zweiten Poly- 
ederfliche aus der ersten beliebig nahe an 1 liegt. (Vgl. meine Geo- 
metrie der Zahlen, S. 33.) Wenden wir diesen Hilfssatz sowohl in bezug 
auf die eine Flache F, wie auch in bezug auf die Hichflache G an, so zeigt 
sich, daB jene Higenschaft des Verschwindens des vierten Differenzen- 
quotienten von V(r) sich von Polyederfliichen sofort auf zwei beliebige 
konvexe Flachen F’, G iibertrigt. Danach wird in allen Fallen das Vo- 
lumen des von /'4(r) begrenzten K6rpers einen Ausdruck haben: 

Wr) = OQ, + Va(r) = Go + 80,r + 38G,r? + Gr, 
wo C,, C,, C,, C; gewisse von r unabhangige Konstanten sind. 

Nunmehr wird 3C, die verallgemeinerte AufSenoberfliche von F. 

Man erkennt leicht, daB bei Veriinderung des Punktes O im Inneren 
von K die Gréfen ©), C,, C,, Cs sich nicht dndern, daB sie also nur 
von den zwei Flachen F’ und G, nicht von dem Punkte O abhiingen. Ver- 
tauscht man die Rollen dieser zwei Flichen, so treten an die Stelle von 
Cy, 3C,, 3C,, C, die Werte C,, 30,, 3C,, C,. Hs ist also C, das Vo- 
lumen von K und 3C, die v. AuBenoberfliche von G, wenn F als Hich- 
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flache der Distanzen benutzt wird. Alle GréBen C,, C,, C,, Cy sind da- 
nach positiv. 

Fir den hier eingefiihrten Begriff der v. AuBenoberfliiche heben wir 
als im gewissem Sinne charakteristisch die Kigenschaft hervor: 

Enthilt ein konvexer Korper einen anderen konveaen Korper in sich, 
So besitat stets die Begrenzung des ersteren Korpers eine gréfere v. AuBen- 
oberfldche. 

Weiter la8t sich zeigen: Die v. Innenoberfliche einer konvexen Fliche 
F ist gleich dem Werte, der fiir ihre v. AuBenoberfliche entsteht, wenn 
die Hichflache der Distanzen G durch die zu ihr in bezug auf den Punkt 
O symmetrische Flaiche ersetzt wird. Danach erweisen sich y. AuBen- 
oberfliche und y. Innenoberfliche fiir eine konvexe Fliche J’ stets als 
gleich, wenn die Hichfliche eine Fldche mit Mittelpunkt ist. 

Wird nunmehr als Lichfliiche eine Kugelfliche vom Radius 1 ge- 
nommen, so erweist sich 3C, als die Ober/fldiche der konvexen Fliche I’ 
im tiblichen Sinne, wahrend alsdann 3C, die gesamte mittlere Kriimmung 
von f' darstellt. 

Endlich machen wir die folgende Bemerkung: 

Sind Ff und G miteinander thnlich und ahnlich gelegen (worunter 
der Fall einzubegreifen ist, daB die Flichen durch bloBe Parallelverschiebung 
auseinander hervorgehen), so ergibt sich 


444 _G 
Come Cea Ge Cy 


4, Von diesen Betrachtungen will ich hier hauptsichlich Gebrauch 
machen, um einen neuen und strengen Beweis fiir den Satz zu geben, daf 
unter allen konvexen Korpern von gleichem Volumen die Kugel die kleinste 
Oberfldiche hat, und um augleich diesen Satz auf een inhaltreicheren und 
analytisch einfacheren zuriickeuftihren. 

Ich stiitze mich dabei auf den folgenden, von Herrn H. Brunn*) be- 
wiesenen Satz: 

Es seien J, und J, zwei beliebige konvexe Korper, die nicht mit- 
einander sowohl &hnlich wie ahnlich gelegen sind, vom Volumen W, 
bzw. W,. Verbindet man jeden Punkt von J, mit jedem von J, und 
teilt die Verbindungsstrecke jedesmal in einem festen Verhiltnisse ¢:1— t, 
wobei 0 <<¢< 1 ist, so erfiillt die Menge aller verschiedenen solchen Teil- 
punkte wieder einen konvexen Kérper J, und gilt fiir dessen Volumen W, 


die Ungleichung: aA 
VW.>1—)VW+tVW,. 


*) Inauguraldissertation, Miinchen, 1887, S. 31. — Herr Brunn hat freilich an 
der angefiihrten Stelle ausdriicklich die Meinung geduBert: ,,Zum Beweise der 
Maximaleigenschaft der Kugel li8t sich dieser Satz nicht verwenden.“ 
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Wir nehmen nun an, es seien die Flachen F und G nicht einander 
fhnlich und Shnlich gelegen, und kénnen alsdann diesen Satz in der 
Weise anwenden, da wir fiir J, und J, die zwei konvexen Koérper nehmen, 
welche von zwei der oben betrachteten Flichen F4(r) fir irgend zwei 
Werte r =r, und r=7, begrenzt werden; fiir J, erscheint hierbei der von 
F,(r) fir r=(1—#)r) + tr, begrenzte Kérper. Die entstehende Un- 
gleichung kommt nun darauf hinaus, da die durch 

w=V Wr) 
fiir r > 0 dargestellte Kurve, wenn man 7 und w als Abszisse und Ordi- 
nate in einer Ebene deutet, tiberall konvex auf ihrer der r-Achse ab- 
gewandten Seite ist, oder anders formuliert, daB 
aywo a 
dr® 
ist im ganzen Bereiche r > 0. 

Fihren wir den in 3. gewonnenen Ausdruck von W(r) ein, so muf 

danach 


1 
3 


5 

1 3 VW 
— Won]? SQEOM — (6,2 — C5C,) + (C—O) + (Get — 0,04) 
fir alle Werte r>0 stets >0 sein. Hierfiir wieder sind die zwei Be- 


dingungen 
(I) C? - CoCs > 0, 
(IT) C2 — C,C, > 0 


oder also die Ungleichungen 
CONC 
CieotneG, 

erforderlich und hinreichend. 

Beachten wir, daB wir die Rollen der beiden Flachen F’ und G ver- 
tauschen kénnen und daf alsdann an Stelle der GréBen CG, C,, C,, C, 
diese Gréfen in umgekehrter Folge treten, so sehen wir, daB vermige 
dieser Reziprozitaét die Ungleichung (1), fiir zwei beliebige konvexe Fldchen 
genommen, bereits die Ungleichung (II) in sich schlieBt. 

Nun leiten wir aus (I): 


Ch > Cy°C;?, 
Cp? Oy? > Cy? C, Cs, 
also mit Elimination von C,: 
C2 > Cy? Cs 
her. Nehmen wir jetzt fiir die Hichfliche der Distanzen eine Kugelflache 
vom Radius 1, so ist 


dann aus (II): 
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ferner C, das Volumen und 30, die Oberfliche des von F' begrenzten 
Kérpers im gewdéhnlichen Sinne; setzen wir 


Am ns 
QEL== &, 


so folgt daher 3C, >42R?, d.i. der Satz, daB unter allen konvexen 
Kérpern von gleichem Volumen die Kugel die kleinste Oberflache besitzt. 

Diese Higenschaft der Kugel erscheint aber hier als AusfluB des weit 

allgemeineren und analytisch einfacheren Theorems 

CP > OC, 

welches sich auf zwei beliebige konvexe Kérper bezieht. Dieses Theorem 
liefert im speziellen, wenn man fiir einen der Kérper die Kugel nimmt, 
zwei neue, die Kugel unter allen konvexen Kérpern charakterisierende Be- 
ziehungen: Namlich unter allen konvexen K6rpern von gleicher Oberfliche 
besitzt die Kugel erstens die kleinste mitilere Kriimmung, zweitens das 
gripte Produkt aus Volumen und mittlerer Kriimmung. Aus beiden Sitzen 
zugleich resultiert als Folgerung jene bekannte isoperimetrische Higen- 
schaft der Kugel. 

5. Der Schlu8 des Vortrags brachte noch ein Theorem iiber die 
Bestimmung einer geschlossenen konvexen Flache, wenn fiir sie in jedem 
Punkte die GaufSische Kriimmung als Funktion der Normalenrichtung in 
dem Punkte beliebig vorgeschrieben ist. 


Oahe 
Uber die geschlossenen konvexen Flachen.*) 


Im folgenden teile ich einige Resultate einer Untersuchung tiber ge- 
schlossene konvexe Flachen mit. Ich bin zu dieser Untersuchung durch 
den Satz, daB unter allen Kérpern gleichen Volumens die Kugel die kleinste 
Oberflache hat, angeregt worden. 

Der Hinfachheit wegen will ich mich hier auf die Betrachtung solcher 
konvexer Flachen beschranken, die in jedem Punkte eine bestimmte Tan- 
gentialebene und bestimmte endliche Hauptkriimmungsradien haben. 

1. Es bedeute Q die Kugelfliche mit dem Nullpunkte O als Mittel- 
punkt vom Radius 1, und es seien cosy sin@, siny sin ®, cos @ die 
Koordinaten eines beliebigen Punktes TT dieser Kugelfliche. 

Es bedeute K einen beliebigen konvexen Kérper; es sei 


xeoswsind+ ysingy sind + zcost = H 
die Gleichung derjenigen Tangentialebene an die Oberfliche von K, welche 
die Richtung OTT als iuBere Normale hat. Dabei stellt dann H eine ein- 
deutige Funktion auf der Kugelfliiche 2 vor, und durch Angabe dieser 


Funktion H(#, ~) ist der Kérper K bereits vollstindig bestimmt. 
Setzt man 


WOR GP Tah cos # 0H 
f= at H, S=a 5 do OW sin? F Ow’? 
veyed; G8 = S008? 0 

~ sin? dy? * sind oo 


nme k 


so ist Ru?+ 2Suv + Tv? eine positive quadratische Form. Bekanntlich 
ist R + 7 die Summe, kT — S* das Produkt der Hauptkritimmungsradien 
im Bertihrungspunkte jener Tangentialebene. 


*) Diese Abhandlung erschien in den Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
Paris 1901, t. 132, pp. 21—24, in einer vom Verfasser herriihrenden franzisischen 
Ubersetzung unter dem Titel: Sur les surfaces convexes fermés. Dieser Abdruck folgt 
dem deutschen Originalmanuskript. Einige Zusiitze der franzdsischen Ausgabe sind 
tibersetzt und in Klammern [] hinzugefiigt worden. (Anm. d. Herausg.) 
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2. Es seien nun K,, K,, K, irgend drei konvexe Kérper, und die 
GréBen H, R, S, T fir sie mégen durch Hinzufiigen von Indizes [bzw. 1, 2, 3] 
unterschieden werden. 

Ich bezeichne alsdann den Wert des Integrals 


1 
+ / Her 28,5, + T,R;)do = Ayo s, 


erstreckt tiber alle Hlemente dw = sin dddy der Kugelflache Q, als das 
gemischte Volumen der Korper K,, K,, Ky. 

Dieses Integrai fallt stets positiv aus, und der Wert dieses Integrals 
dindert sich mcht, wenn die Korper irgendwie permutiert werden, ferner 
auch nicht, wenn die Kérper irgendwelchen Translationen unterworfen 
werden. 

Sind die drei Kérper identisch mit einem einzigen Kérper, so stellt 
das Integral das Volumen dieses Kérpers vor. 

3. Drei konvexe Kérper K,, K,, K, mégen unabhdngig heiBen, wenn 
zwischen ihren Funktionen H,, H,, H, keine identische Relation 


w, H, + w, H, + w, H, = x, cosy sind 4+ y, sin sin} + 2, cost 


mit irgendwelchen 6 [von # und w unabhingigen| Konstanten w,, w,, ws, 
Lo» Yor 29 besteht. 

Sind K,, K,, K, beliebige konvexe K6rper mit den drei zugehérigen 
Funktionen H,, H,, H, und sind w,, w,, w; irgendwelche Konstanten > 0, 
jedoch nicht alle drei gleich Null, so wird durch die Funktion 


H = w, H, + w,H, + w;H, 
jedesmal wieder ein konvexer Koérper K bestimmt. Das Volumen dieses 
Korpers ist alsdann 


F (wy, W2, Ws) = D4 Wir (i, k,l = 1, 2, 3), 
a k 1 


wo A,,, das gemischte Volumen von K;, K,, K, ist. Nunmehr gilt folgendes 


Theorem: 
Die Fldche 
F(w,, W2) Ws) =, 
[wo w,,W,, ws als rechtwinklige Koordinaten aufgefaBt werden] 7st im 
Gebiete w,> 0, w, > 0, w,> 0 eine konvexe Fliche, welche thre Konvemitat 


nach der dem Nullpunkte abgewandten Seite kehrt. 
Sind K,, K,, K, unabhingig, so enthilt diese Fliiche auch niemals eine 


geradlinige Strecke. Alsdann ist die Determinante 
Ass, Ass; Aj33 
Ajo, Ajss, Ais = 0 
Ajs1, Ajss; Ajss 
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und sind die zwei entsprechenden Determinanten [die als ersten Index 2 
oder 3 an Stelle von 1 enthalten] positiv und sind 


Ai, Airs 
Ais, Age 


und alle entsprechenden Verbindungen sdmtlich negativ. 
Insbesondere folgt daraus: 
Sind zwei konvexe Korper K,, K, nicht chnlich und ahnlich gelegen, 


so gilt stets 
g Ay, Ajs5 < Als ee Aes << Ae 


Hierin ist A,,, das Volumen von K,. Nimmt man nun insbesondere K, 
gleich einer Kugel vom Radius 1, so wird ferner 3.A,,, die Grdpe der Ober- 
fliiche von K, und weiter 3.Aj.. die gesamte mittlere Kriimmung dieser Flache, 


wihrend endlich Ay». = “= ist. Auf diese Weise erhilt man die Satze: 


Unter allen konvexen Kéorpern von gleicher Oberflaiche hat die Kugel 
das groépte Produkt aus Volumen und mitilerer Kriimmung, ferner die kleinste 
mittlere Kriimmung und durch beides schlieBlich das grifte Volumen. 

Eine andere Folgerung der letzten Ungleichungen ist diese: 

Hat ein konvexer Korper ein Volumen = 1, ohne ein Wiirfel mit Seiten- 
flachen parallel den Koordinatenebenen zu sein, so ist stets das arithmetische 
Mittel aus den Fldcheninhalten seiner drec Projektionen auf die drei Ko- 
ordinatenebenen > 1. 

4. Es sei G(%,w) eine auf der Kugelflache Q eindeutige und stetige 
Funktion, welche daselbst tiberall >0 ist, und noch derart beschaffen ist, 
dap die dret Integrale 


cos sin > sin yp sin? cost 
[Se ae, ae, af G@ da, 


tiber diese ganze Kugelfliche erstreckt, scdmtlich verschwinden. Alsdann 
eaxistiert stets ein konvexer Korper K, ftir den die Gaupische Kriimmung in 
dem Punkte, dessen duBere Normale die Richtungskosinus cosy sin #, 
siny sind, cos hat, gleich G(, w) ist, und dieser Korper ist bis auf eine 
beliebige Translation, die man thm noch erteilen kann, eindeutig bestimmt. 

Man kann namlich unter allen konvexen Kérpern vom Volumen 1 
zunichst einen Koérper derart bestimmen, da fiir seine Funktion H der 


Wert des Integrals 
Jal 
r-{F da 


méglichst klein ausfallt. Dieser Kérper ist bis auf eine Translation véllig 
bestimmt; erlangt fiir ihn das Integral J den Wert 4, so entsteht aus 
diesem Kérper durch Dilatation im Verhiltnis V1: 1 der gesuchte Kérper K, 
fiir den RI'— $= — ist. 


<0 
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Theorie der konvexen Kérper, insbesondere Begriindung 
ihres Oberflichenbegriffs.*) 


I. Kapitel. 
Die konvexen Korper als Punktgebilde. 


§ 1. Definition der konvexen Korper. 


Hine Punktmenge soll ein konvexer Korper heiBen, wenn sie 1° mit 
eimer beliebigen Geraden jedesmal sei es eine endliche Strecke, sei es 
einen Punkt, sei es keinen Punkt, gemein hat und 2° nicht ganz in einer 
Ebene gelegen ist. 

Es sei & ein konvexer Kérper. Nach Voraussetzung enthalt & irgend 
vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte a,b,c,d. Mit a und b ent- 
halt & nach Voraussetzung von der durch a und b gehenden Geraden 
jedenfalls die ganze Strecke ab, sodann mit ¢ jeden Punkt des Dreiecks abc, 
weiter mit ) jeden Punkt des Tetraeders abcd. Es besitzt also die Punkt- 
menge § jedenfalls auch imnere Punkte. — Indem wir eine Parallel- 
verschiebung (Translation) von ® zulassen, kénnen wir einen beliebig ge- 
gebenen Punkt als inneren von § annehmen. 


§ 2. Die Distanzfunktion fiir einen konvexen Korper, welcher den 
Nullpunkt im Inneren enthilt. 


Der konvexe Kérper & enthalte den Anfangspunkt o der rechtwinkligen 
Koordinaten 7, y, 2 als einen inneren Punkt. 

Ziehen wir vom Nullpunkte p aus in einer beliebigen Richtung einen 
geradlinigen Strahl, so muB dieser nach 1° mit & jedesmal eine bestimmte 
Strecke op, gemein haben. Es seien po, Yo, 2 die Koordinaten des End- 
punktes p, dieser Strecke, so wollen wir, wenn w,y,z2 die Koordinaten 


*) Diese bisher unverdffentlichte Abhandlung, die sich im Nachla8 gefunden 
hat, ist der erste Teil eines gréBeren Werkes iiber die Theorie der konvexen Kérper. 
Vom zweiten Teil sind nur wenige Paragraphen ausgefiihrt, deren Resultate, wenn 
auch nach andern Methoden abgeleitet, in die Abhandlung ,,Volumen und Ober- 
fliche"' tibergegangen sind. (Anm. d. Herausg.) 


132 Zur Geometrie. 


eines vollig beliebigen Punktes p jenes Strahles sind, den gemeinsamen 
Wert der Quotienten 


x 


Xo 
setzen und die so entstehende Funktion f(x, y, 2) die Distanzfunktion des 
Korpers ® nennen. 

Fiir die verschiedenen Punkte p, ist dann f(2%, Y, 2) = 1, und fiir die 
Punkte der Menge & und nur fiir diese Punkte gilt f(a, y, 2) <1. Die hier 
eingefiihrte Funktion f(x, y, 2) besitzt nun die folgenden Higenschaften: 

1. Fiir jedes von 0,0,0 verschiedene Wertsystem x,y, 2 ist [(2,y, 2) > 0; 
ferner ist f(0, 0, 0) = 0; 

2. Man hat immer 

(te, ty, tz) =tf(@,y, ), 


=F =7 ~f@ 4”) 


wenn t > 0 ist. 
3. Fiir beliebige zwei Systeme 2,, ¥,, 23 Tq, Yq, 2 gilt allgemein: 


f (15 Ys #1) + Fe, Yor 22) = F(@, + Xe, Yt Yo» %1 + 2a). 
Ist eines der Systeme mit 0, 0, 0 identisch, so shoes sich diese 
Relation wegen f(0, 0,0) =O von selbst. Wenn = — 4: “> 0 ist, 


Yy 
folgt sie aus 2. Nehmen wir jetzt an, es seien aly Punkte o ‘(a Vixen) 
und ),(%», Yo) 2) Von 0 verschieden und auch die Richtungen op, und op, 
voneinander verschieden. Wir setzen 


f(r) Yr» 21) + Fes Yar 2) = 8, (Hr) Yr 21) = #8, F (Wey Yo, 2) = (1 — As; 
dabei ist O0<ct¢< 1. Hs sei gq, der Punkt mit den Koordinaten suege qe 


ESE EC SanUS 


und gq, der Punkt mit den Koordinaten a ee eG, ae Ds} fiir den 


einen wie fiir den anderen Punkt wird dann nach 2.:f(@,y,z)=1. Es 
gehéren diese Punkte also zur Menge & und muB infolgedessenauch jeder Punkt 
der Strecke q,q, zu & gehdren, insbesondere also der Punkt ¢q, + (1—#)q, 
(d.h. der Schwerpunkt von q, und g,, wenn dem Punkte q, die Masse ¢, 
dem Punkte q, die Masse 1 — ¢ beigelegt wird). Dieser Punkt hat die Koor- 
= — i — A se und folgt nunmehr fiir ihn f(w, y, z) <1, 
d.i. mit Riicksicht auf 2. die Ungleichung in 3. 

Die Beziehung f(— 2, — y, — 2) =f(#, y, 2) wird dann und nur dann 
statthaben, wenn der Koérper & den Punkt 0 als Mittelpunkt hat. 


dinaten 


§ 3. Stetigkeit der Distanzfunktion und Folgerungen. 
Aus 3. folgt 
P(@, Ys 2) SF@, y, 0) + FO, 0, 2) <F(@, 0, 0) + FO, y, 0) + (0, 0, 2). 
Es werde der gréfte Wert unter den sechs GréBen f(+ 1, 0,0), f(0, +1, 0), 
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f(0, 9, + 1) mit G bezeichnet, so folgt hieraus mit Rticksicht auf die 
Regel 2. in § 2 weiter: 


(1) f(#,y, 2) < G(|z| +|y|+]2)). 


Das durch |#|+ |y|+]2|< a definierte Oktaeder und um so mehr der 
durch 


1 1 
Pls an ile, 


DES 
definierte Wiirfel sind danach ganz im Koérper & enthalten. 

Nun geht aus der Regel 3. in § 2: 

(2) —f(— Xa — Yo — 22) Sf (Sa + V1 Yo + Yay M+ 21) —F (G1, Yr) 21) Kf (ay Yay #2); 

also 

(3) | f(Ha +03, Ye +41) % +4) — FG, Yr» #%1)| SG (|x| +] ¥| +141) 
SVB GV 257 + yn? + 22? 

hervor. Diese Beziehung zeigt, daB f(x,y, ~<) eine stetige Funktion der 

Argumente 2, y, 2 ist. 

Wir wollen stets mit © die Kugelfliche vom Radius 1 mit dem Null- 
punkt o als Mittelpunkt bezeichnen, also den Bereich derjenigen Punkte 
a, B,y, fir welche «+ 6?+ y?=1 ist. Unter einer Richtung (a, B, y), 
wobei dann stets «, 6, y die Koordinaten eines Punktes r dieser Kugel- 
fliche © bedeuten sollen, werden wir die Richtung von 0 nach r verstehen. 

Der Ausdruck f(@, 8, y) wird als stetige Funktion seiner Argumente 
«, B, y in dem abgeschlossenen Bereiche der Kugelflache € ein bestimmtes 
Minimum besitzen. Der Wert dieses Minimum wird wie alle Werte, 
welche f(x, y, 2) auBerhalb des Nullpunktes hat, wesentlich positiv sein. 
Wir bezeichnen ihn mit + , wobei dann # eine bestimmte positive endliche 
GréBe sein wird. Ferner wird f(a, 6, y) auf € ein bestimmtes Maximum 


haben, das wir = — setzen. Dabei gilt jedenfalls G<-. Wir haben 
nun auf © stets -> ACH Seg z Auf einer Kugelfliche von einem 


Radius ¢ mit dem Mittelpunkt » wird dann stets - = f(x, y, 2) >a sein, 
d.h. es gilt allgemein 
(4) < VPP TPS SOY, > RVE FETA 
Ziehen wir zuniichst die untere Grenze fiir f(a, y, 2) hier in Betracht, 
so enthiilt danach die Kugel vom Radius R und um so mehr der durch 
Je| SR, ly SR, [e|Sk 
definierte Wiirfel den Kérper ® ganz in sich. Insbesondere ist hiernach 


ein konyexer Kérper stets ganz im Endlichen gelegen, das soll heiBen, es 
bestehen stets fiir die Koordinaten seiner Punkte obere und untere Grenzen. 
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Wegen der Stetigkeit der Funktion f(a, y, 2) ist der konvexe Kérper & 
stets eine abgeschlossene Punktmenge, d.h. alle Héufwngsstellen dieser 
Menge sind in ihr selbst enthalten, und wird die Begrenzwng dieser Menge 
genau von denjenigen Punkten gebildet, fiir welche f(x, y, 2) =1 ist. Die 
vollstindige Begrenzung eines konvexen Kérpers bezeichnen wir als eine 
konvexe Fldche. 

Derjenige Punkt x,y, 2 der Begrenzung von §, welcher in einer be- 
stimmten Richtung («, 6, y) von 0 aus liegt, wird bestimmt durch 


ey _+#_ f@y, 2) a 
sf ea en 6 ee 


also ist seine Entfernung vom Nullpunkte. 


i 
f(@, B, y) 

Die Eigenschaft 1° (§ 1) einer Punktmenge &, mit jeder Geraden eine 
Strecke oder einen Punkt oder keinen Punkt gemein zu haben, kénnen 
wir in vielen Fallen vorteilhafter durch die Gesamtheit der folgenden drei 
Higenschaften ersetzen: 

la) Mit irgend zwei Punkten der Menge gehért stets auch jeder 
Punkt der dieselben verbindenden Strecke zur Menge, 

1b) die Menge ist ganz im Endlichen gelegen, 

1c) sie ist eine abgeschlossene Punktmenge. 

DaB die Higenschaft 1° bei einer Punktmenge, die nicht ganz in einer 
Ebene liegt, diese Higenschaften la), 1b), 1c) nach sich zieht, haben wir 
soeben gesehen. Indem wir zu diesem Satze fiir den Raum die analogen 
Tatsachen fiir die Ebene und die gerade Linie hinzunehmen, erkennen wir 
ganz allgemein, daB aus der Higenschaft 1° die Higenschaften 1a), 1b), 
1e) folgen. 

Setzen wir nun umgekehrt fiir eine Punktmenge & die drei letzteren 
Higenschaften voraus. Betrachten wir irgendeine Gerade, die wenigstens 
zwei Punkte von ® enthalt, und bestimmen wir die verschiedenen Punkte 
auf der Geraden mittels einer Kartesischen Koordinate. Wegen 1b) haben 
wir dann die Werte dieser Koordinate bei allen denjenigen Punkten der 
Geraden, welche zu § gehoren, eine obere und eine untere Grenze. Wegen 1c) 
gehéren die diesen Grenzwerten der Koordinate entsprechenden zwei Punkte 
der Geraden dann ebenfalls selbst zu ®, und wegen 1a) hat dann & mit 
der Geraden genau die diese zwei Grenzpunkte verbindende Strecke gemein. 

Nunmehr kénnen wir die bisher erlangten Resultate in folgender 
Weise umkehren: 

Ist f(x, y, 2) eine beliebige Funktion mit den in §2 bei 1., 2., 3. 
angegebenen Higenschaften, so stellt der durch f(a, y, 2) <1 definierte 
Bereich & stets einen konvexen Kérper mit dem Nullpunkte als inneren 
Punkt vor. 
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Denn die betreffende Funktion f(z, y, 2) ist jedesmal stetig und danach 
der Nullpunkt, fiir den f(0,0,0) =0 ist, ein innerer Punkt von &, die 
Menge & also gewiB nicht ganz in einer Ebene gelegen, ferner ist dann 
ganz im Endlichen gelegen und abgeschlossen. Endlich gilt noch die 
Higenschaft 1a). Denn sind p,(a,, y,, 4) und p,(a,, ¥,, 2) irgend zwei 
verschiedene Punkte aus 8, also dafiir f(a,, y,, 2) <1, f (ao, Yg) %) und 
ist ¢ ein Wert > 0 und <1, so folgt fiir den Punkt tp,+(1—4)p, der 
Strecke p,p, aus § 2, 2. und 3.: 


f(ta,+ (l re t) Xp, ty, a (1 ig t) Yo, te, + (1 =e t) Z) = t+ (eS t) i A; 
es gehort also die ganze, p, und p, verbindende Strecke zu &. 


§ 4. Polyeder. Stiitzebenen. 


Bedeutet p einen Punkt mit den Koordinaten x, y, z und s eine Kon- 
stante, so soll der Punkt, dessen Koordinaten die Werte sx, sy, sz haben, 
mit sp bezeicknet werden. Sind p’(wv’, y’, 2’) und p’(2”, y”, 2”) zwei Punkte, 
so soll unter p’+ p” der Punkt mit den Koordinaten a’+ 2”,y'+ y”, 7+ 2” 
verstanden werden. — Bedeutet ® eine Menge von Punkten p und s eine 
Konstante, so soll s® die Menge der Punkte sp vorstellen. 

Sind p,, ),,---, Pp, eine endliche Anzahl von Punkten, so bildet die 
Gesamtheit aller derjenigen Punkte p, welche sich in der Form 


6) P= EP + Ae o> + FP, 
darstellen, so daB dabei 
(6) 4,20, t,=0,..., t,= 0, Wet papeoe eet he 


ist, einen Bereich, der die Higenschaften la), 1b), 1c) eines konvexen 
K6rpers besitzt, und den wir als den konvexen Bezirk (),, Pg,-++) P,) be- 
zeichnen wollen. Der Bereich enthilt die Punkte p,, p,,..., p, und mu8 
in jedem konvexen Kérper, der diese Punkte simtlich aufnimmt, stets voll- 
stiindig enthalten sein. 

Besitzt einer jener Punkte, z.B. p, auBer der selbstverstiindlichen. 
Darstellung ¢,= 0, ...,¢,_,=9, #,—1 noch eine zweite Darstellung in 
der Form (5) und (6), wobei dann also ¢,< 1 ist, so erweist sich da- 
durch p, bereits als Punkt des konvexen Bezirks (p,,).,---,P,—1) und ist 


_also der konvexe Bezirk (),, Po,---; Pp—1) P») mm dem konvexen Bezirke 
(Pi, Poy +++) Pp—1) enthalten und daher mit letzterem Bezirke identisch. 


Indem wir in solcher Weise, soweit als méglich, die Anzahl der dem 
konvexen Bezirk zugrunde liegenden Punkte verringern, verbleiben schlieB- 
lich gewisse Punkte jener Reihe, etwa p,, Py,---, Pm(m <<) derart, daf 
der konvexe Bezirk (p,, P,,-.-, ),) noch mit (p,, Py,---, Pm) identisch ist, 
daB aber jeder dieser Punkte p,, P2,-.-,),, in der Form 

LP, + bypass + on Pm mit t, > 0, t= 0, «+9 bn = OO eee a a eal 
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und daher auch in der urspriinglich betrachteten Form (5) und (6) nur 
auf eine Weise darstellbar ist. 

Diejenigen Punkte p, der Reihe p,, p,,...,~,, welche in der Form 
(5) und (6) nur so darzustellen sind, daB ¢,=1 und die anderen GréBen 
t,(g + h) Null sind, heiBen die Eckpunkte des konvexen Bezirks (p,, Po,.--; Py): 
Auf einer Geraden durch einen Eckpunkt p, konnen niemals zu beiden 
Seiten von p, Punkte des konvexen Bezirks liegen. 


Liegen die Punkte p,,).,..-, p, nicht sdmtlich in einer Ebene, so 
ist der konvexe Bezirk (p,, Po,..., ),) ein konvexer Korper und heiBt ein 
(konvexes) Polyeder. — Wir bemerken, da8 alsdann jeder Punkt p, der in 
der Form (5) und (6) mit lauter posztiven Faktoren ¢,, t,,...,¢, erscheint, 
stets ein innerer Punkt des Polyeders ist. Denn bedeutet e irgendeinen 
inneren Punkt des Polyeders, wobei nun nicht e=p sei, so erscheinen 
die Punkte (1+ ¢)p—¢e fiir hinreichend kleines positives ¢, d. s. also 
Punkte auf dem Strahle von e durch p iiber p hinaus, ebenfalls noch in 
der Form (5) und (6), wahrend diese Punkte nach § 1 auferhalb des 
Polyeders liegen miiBten, wenn p ein Punkt seiner Begrenzung wire. 

Liegen ),, ).,-.-, p, Samtlich in eimer Ebene, aber nicht saimtlich 
auf einer Geraden, so heiBt der konvexe Bezirk (p,, p.,.-., ),) ein (kon- 
vexes) Polygon. Hin jeder Punkt » der Form (5) und (6) mit lauter 
positiven Koeffizienten ¢, ist dann stets ein cnmerer Punkt des Polygons 
in der Mannigfaltigkeit seiner Ebene, oder wie wir anstatt dessen lieber 
sagen wollen, da ein Polygon als eine Punktmenge im Raume iiberhaupt 
keinen inneren Punkt hat, ein inwendiger Punkt des Polygons. 

Liegen ),, )o,.--, p, samtlich auf einer Geraden, so reduziert sich 
der konvexe Bereich (p,, p,,..., p,) auf eine Strecke, wofern er nicht bloB 
einen einzelnen Punkt vorstellt. 

Ist 
(7) ax + By + ye =d, 


wobei «* + B+ y?=1 statthabe, die Gleichung einer Ebene, so be- 
zeichnen wir diejenigen Punkte a, y, 2, fiir welche 


ax+Bytye>ad 


gilt, als auf der Seite (a, B, y) dieser Ebene gelegen. 

Es sei & eine abgeschlossene Punktmenge; finden wir in (7) eine 
Ebene, welche wenigstens einen Punkt von & enthilt, aber auf der Seite 
(«, B, y) von sich keinen Punkt von ® liegen hat, so daB also in & 
durchweg 
(8) ax+ By t+ yecd 


gilt, so bezeichnen wir eine solche Ebene als Stiitzebene an &, mit der 
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(auBeren) Normalen (a, B, y) und mit der Bedingung (8). Jeder Punkt 
von & in der Stiitzebene gehért notwendig der Begrenzung von & an. 
Wir beweisen jetzt den folgenden Satz: 
Fir ein Polyeder kann man stets eine endliche Anzahl von Stiitzebenen 
angeben, derart, dafs durch die Bedingungen dieser Stiitzebenen der Bereich 
des Polyeders vollstdndig charakterisiert ist. 


Hs sei $ ein Polyeder mit den Eckpunkten p,, p,,..., p,,. Es sei 
e irgendein innerer Punkt von $8. Wir konstruieren jede Verbindungs- 
strecke p,p, von zwei der Eckpunkte und jedesmal, wenn diese Strecke 
nicht e enthilt, die Ebene durch e, p,,p;. Es sei nun p ein solcher 
Punkt der Begrenzung von J, der in keiner dieser Ebenen ep,p, und da- 
her gewif auch auf keiner Strecke p,p, liegt. Der Punkt p erscheint 
irgendwie in einer Form 

i t,); - tp; a he ea LY, 

so daB 2, j,...,1 Werte der Reihe 1, 2,..., m und ¢,, ¢,,..., ¢, samtlich 
> 0 und dabei 4+ ¢,+---+4,—1 ist. Dabei kénnen die Punkte nicht 
sdmtlich auf einer Geraden liegen, da ja p auf keiner Strecke p,p, liegt; 
ihre Anzahl ist also >3. Andererseits aber miissen alle diese Punkte in 
einer Kbene liegen, denn sonst wiirde der konvexe Bezirk (),, p,, --., P,) 
ein Polyeder und nach einer oben gemachten Bemerkung p ein innerer 
Punkt dieses Polyeders und daher um so mehr ein innerer Punkt von $ 
selbst sein. Also bildet der konvexe Bereich (),, p,,..., p,) eim Polygon, 
und ist p nach einer zweiten Bemerkung oben ein inmwendiger Punkt dieses 
Polygons. 

Jetzt mu die Ebene dieses Polygons eine Stiitzebene an das Poly- 
eder $$ sein. Denn die Ebene enthilt gewiB nicht e, von den Eckpunkten 
Pi, Po, +--+) P, befindet sich dann notwendig wenigstens einer, etwa p,, 
auf derselben Seite dieser Ebene wie e. Hiatte nun die Ebene auch auf 
der entgegengesetzten Seite einen Hckpunkt, etwa p, liegen, so wiirden 
die beiden konvexen Bezirke (p,, P,;, Pj, --- P,) und (P,, Py, Pj, +++ P,) (die 
Pyramiden mit jenem Polygon als Basis und p, bzw. p, als Spitze) durch 
diese Ebene getrennt sein, und p wiirde als inwendiger Punkt ihrer ge- 
meinsamen Basis ein innerer Punkt in dem aus den beiden Pyramiden 
zusammengesetzten Bereiche und um so mehr ein innerer Punkt in } 
sein, was gegen die Voraussetzung wire. Damit sind wir zunachst zu 
folgendem Ergebnisse gekommen: 

Bestimmen wir alle Ebenen durch je drei nicht in einer Geraden ge- 
legene der Eckpunkte p,, po,..., P,,, 80 haben wir in dieser endlichen 
Anzahl von Ebenen gewisse Stiitzebenen an 8. Hs seien 


(9) ae + poy + ye < de Cc ee 
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die Bedingungen dieser verschiedenen Stiitzebenen an $8, so gehen diese 
Stiitzebenen jedenfalls durch jeden solchen Punkt p der Begrenzung von 
$8, der in keiner der Ebenen ep,p, liegt. Nun kénnen wir aber eine 
Richtung («*, 6*, y*), die in einer jener Ebenen ep,p, auftritt, da die An- 
zahl der Ebenen endlich ist, jedenfalls als eine Haufungsstelle von solchen 
Richtungen («, B, vy) darstellen, die nicht diesen Ebenen angehéren, und 
danach ist weiter jeder solche Punkt p* der Begrenzung von %f, fiir den 
ep* in eine der Ebenen ep,p, fallt, eine Hiaufungsstelle von solchen 
Punkten p der Begrenzung, fiir die ep nicht in diese Ebenen fallt, welche 
also in den Ebenen (9) liegen. Die Ebenen (9) miissen deshalb tiber- 
haupt jeden Punkt der Begrenzung von ‘$ aufnehmen. 

Es gelten im ganzen Bereiche $$ die Ungleichungen (9). Ist aber q 
ein Punkt auBerhalb $8, so enthalt die Strecke eq einen Punkt p der Be- 
grenzung von $8. Fiihrt durch diesen Punkt p etwa die x‘ der Stiitz- 
ebenen (9), so ist der Ausdruck 


KAse + By a ye 
fiir e kleiner als d™, fiir p gleich d™, fiir q daher gréBer als d™, also er- 
fiillt q nicht die Bedingungen (9). Danach ist der Bereich $$ genau durch 
die Ungleichungen (9) charakterisiert. 
In jeder der Ebenen (9) gehért zu $8 ein gewisses Polygon, das wir 
als Seztenflache von S$ bezeichnen. 


§ 5. Anniherung an einen konvexen Korper durch konvexe 
Polyeder. 


Es sei wieder § ein beliebiger konvexer Kérper mit dem Nullpunkte 


o im Inneren; es sei f(x, y, 2) seine Distanzfunktion und RZ das Minimum, 


- das Maximum von f(a, B, y) auf der Kugelfliche a? + 6? + y? = 1. 


Hs sei 0 eine beliebige positive Gréfe, und konstruieren wir irgend- 
ein Netz St von lauter kongruenten Wiirfeln mit der Kante 0 und Seiten- 
flichen parallel den Koordinatenebenen, die nur in den Seitenflichen an- 
einanderstoBen und den ganzen Raum liickenlos tiberdecken. Es seien 
U Wiirfel des Netzes vorhanden, welche tiberhaupt wenigstens einen Punkt 
des Kérpers & enthalten, und es sei Ml der Bereich dieser Wiirfel, 11 der 
Bereich aller anderen Wiirfel des Netzes. Der ganze abgeschlossene Be- 
reich U enthalt keinen Punkt von &; die Bereiche 11 und Ul aber haben 
ihre Begrenzung gemeinsam. Danach ist auf der Begrenzung von U 
tiberall f(x, y, 2) > 1 und enthilt 1 den Kérper ® ganz im Inneren. 

Denken wir uns die simtlichen Punkte p,, p,,..., p, aufgesucht, die 
als Eckpunkte der Wiirfel in I auftreten und konstruieren wir das 
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kleinste, alle diese Punkte enthaltende konvexe Polyeder $ = ipds oes) 
so wird dieses Polyeder $$ gewiB alle Wiirfel aus U, also den ganzen 
Bereich Ul enthalten, also ebenfalls den Koérper ® ganz im Inneren ent- 
halten. 

Andererseits gibt es in jedem Wiirfel, der zum Bereiche 1 beitrigt, 
wenigstens einen Punkt 2, y, 2 von 8, also wofiir f(x, y, 2) <1 ist, und 
dann gilt gema8 § 3, (3) und (4) in dem ganzen betreffenden Wiirfel von 


der Kante 0 jedesmal f(x, y, 2) <1 +89, Insbesondere gilt daher diese 
Relation fiir alle Punkte p,, p,,..., p,, und werden alle diese Punkte und 


mithin auch das ganze Polyeder $$ vollstandig in dem Kérper E 4+ uy] R 
enthalten sein, der durch Dilatation des Kérpers ® vom Punkte 0 aus 


im Verhiltnisse 1 + Vag : 1 entsteht. Dilatieren wir dann die Kérper $ 

und E + Le & vom Punkte 0 aus in dem umgekehrten Verhiltnisse 
es 

1:1+ v8, so erkennen wir, daB das Polyeder 


ey 
3 
oar ve F) 
ganz im Korper ® enthalten ist. Wir kommen damit zu dem folgenden 
wichtigen Satze: 

Ist & ein beliebiger konvexer Korper mit dem Punkte 0 im Inneren, 
so kann man stets zwet eimander in bezug auf den Punkt 0 homothetische 
(ahnliche und ahnlich gelegene) Polyeder $3 und OQ konstrmeren, so dap 
R ganz in 38, andererseits OD ganz in ® liegt und dabei das Dilatations- 
verhiilinis zur Erzeugung von 38 aus OQ beliebig wenig gréper als 1 ast. 


§ 6. Stiitzebenen eines konvexen Korpers. 


Wir kniipfen an das letzte Ergebnis noch eine wichtige Bemerkung. 
Nach der Definition einer Stiitzebene in § 4 haben wir unter einer 
Stiitzebene an einen konvexen Korper eine solche Ebene zu_verstehen, 
welche wenigstens einen Punkt der Begrenzung des Kérpers enthalt, aber 
sein Inneres ganz auf einer Seite liegen hat. Wir kénnen nun den Satz 
beweisen: 

Durch jeden Punkt der Begrenzung eines konvexen Korpers geht wenag- 
stens eine Stiitzebene an den Korper. 

Durch § 4 ist dieser Satz bereits fiir Polyeder sichergestellt. Hs sei 
nun & ein beliebiger konvexer Kérper mit 0 im Inneren, und denken wir 
uns fiir ihn wie vorhin das Polyeder $$ konstruiert. Es sei p, mit den 
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Koordinaten 2), Yo, 2) ein beliebiger Punkt auf der Begrenzung von ®. Der 
Strahl von 0 durch p, treffe die Begrenzung des Polyeders $$ im Punkte 
p und es sel 
(10) ux +oy+wecl 
die Bedingung einer Stiitzebene durch p an §, also etwa einer Seiten- 
fliche von $8, welche durch den Punkt p geht. 

Da % den Kérper & enthilt, gilt dann (10) fiir jeden beliebigen 
Punkt z, y,2 in & Da $8 den Korper ® und dieser die Kugel vom 
Radius 7 mit o als Mittelpunkt ganz enthalt, andererseits $$ in 


V3 
j1+¥o|2 
und letzterer Kérper in der Kugel vom Radius E _ ee R mit o als 
Mittelpunkt enthalten ist, wird 


(11) 2S Veter twe 


sein. Insbesondere gilt (10) fiir den Punkt p,; andererseits ist das Ver- 


haltnis der Lingen pp: op, < 1+ V3 5 und a = e 0, danach folgt 


(12) 0<1- (way + vy + wm) < Bo. 


Denken wir uns nun fiir 0 eine unendliche Reihe nach der Grenze 
Null konvergierender positiver Werte angenommen, und bestimmen jedes- 
mal in der hier dargelegten Weise zum Punkte p, ein System wu, », w, 
so werden die betreffenden unendlich vielen Systeme w,v,w nach der ersten 
Ungleichung in (11) wenigstens eine Haufungsstelle uw), v, wy besitzen 
miissen; dabei werden wegen der zweiten Ungleichung in (12) diese Werte 
Uy, Y) Wy +9, O, O sein. Dann gilt wegen (10) fiir jeden Punkt 2, y, ¢ 
in ® die Ungleichung 
(13) Ut + Voy + Woe <1, 


und wegen (13) wird fiir den Punkt x, y, 2 in dieser Ungleichung das 
Gleichheitszeichen gelten. Also stellt (13) in der Tat die Bedingung 
einer durch ), gehenden Stiitzebene an & dar. 

Bedeutet q einen Punkt auBerhalb ®, so trifft die Strecke oq die 
Begrenzung von § in einem Punkte pj, und wir kénnen durch p, eine 
Stiitzebene an ® legen. Hine parallele Ebene dazu durch einen, von p, 
und q verschiedenen Punkt der Strecke p,q hat dann q auf einer Seite, 
den Kérper & ganz auf der anderen Seite von sich liegen. 

Wir geben fiir die hier entwickelten Sitze noch einen anderen 
Beweis. 
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Hs sei q ein Punkt auBerhalb &. Betrachten wir die Entfernung 
des Punktes q von einem in & beliebig variablen Punkte 2, y, z, so be- 
sitzt diese stetige Funktion von a, y, 2, da & eine abgeschlossene Punkt- 
menge vorstellt, in ® ein bestimmtes Minimum. Hs sei dann r ein Punkt 
aus §t, fiir den dieses Minimum eintritt, so kann die Ebene durch r 
senkrecht zur Strecke qr keinen Punkt von & auf derselben Seite wie q 
legen haben. Denn ware j ein Punkt von & auf derselben Seite dieser 
Ebene wie q, so wiirde mit r und jf die ganze Strecke rj zu § gehoren; 
auf dieser Strecke aber befanden sich jedenfalls Punkte, deren Entfernung 
von q kleiner als die des Punktes r von q waren. Die Ebene durch q 
senkrecht auf qr enthalt nunmehr keinen Punkt von &. 

Jetzt sei p, ein Punkt der Begrenzung von &. Wir nehmen wieder 
an, daB § den Nullpunkt 0 im Inneren enthalte. Wenn ¢ ein Wert > 0 
und < 1 ist, liegt dann der Kérper ¢® ganz im Inneren von & und also 
)) stets auBerhalb ¢. Nach dem soeben Ausgefiihrten laBt sich infolge- 
dessen eine Hbene durch », legen, welche den Kérper ¢® ganz auf einer 
Seite laBt. Wir benutzen nun eine unendliche Reihe von wachsenden, 
nach der Grenze 1 konvergierenden Werten ¢, und stellen jedesmal in der 
angegebenen Weise dazu eine Ebene wx + vy + we=1 durch p, her; 
alsdann k6nnen wir ahnlich wie oben einsehen, daf die Wertsysteme 
u, v, w in den Gleichungen dieser Ebenen eine vom Systeme 0, 0, 0 ver- 
schiedene Hiufungsstelle u,, v, wy besitzen, die uns eine Sttitzebene durch 
p, an & bestimmt. 

Die letzten Betrachtungen fiihren uns noch zu folgendem Satze: 

Sind 8 und K* zwei verschiedene konvexe Korper, die keinen inneren 
Punkt miteinander gemein haben, so kann stets eine Ebene konstruiert 
werden, welche das Innere von & ganz auf einer Seite, das Innere von K* 
ganz auf der anderen Seite legen hat. 

Nehmen wir zuerst den Fall an, daB S und S* iiberhaupt 
keinen Punkt gemein haben. In der Mannigfaltigkeit aller méglichen 
Wertsysteme von sechs reellen Variablen 2, y, 2, a*, y*, 2* bilden die- 
jenigen dieser Systeme, bei denen 2, y, ¢ einen Punkt aus % und 2%, y*, 2* 
einen Punkt aus &* bedeuten, offenbar eine abgeschlossene Menge, weil 
R sowohl wie S* fiir sich abgeschlossene Punktmengen sind. Infolge- 
dessen gibt es unter den simtlichen Entfernungen von je einem Punkte 
aus ® nach je einem Punkte aus ®* ein bestimmtes Minimum und es 
seien z. B. tr in R und:r* in R* zwei Punkte, welche dieses Minimum 
der Entfernung zwischen ® und S* darbieten. Alsdann zeigt sich, dab 
die zur Strecke rr* senkrechten Ebenen durch die Punkte dieser Strecke 
einen Parallelstreifen bilden, der das Innere von ® ganz auf einer Seite, 
das Innere von * ganz auf der anderen Seite von sich liegen hat. 
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Haben jedoch ® und &* wenigstens einen Punkt ihrer Begrenzungen 
gemein, so wollen wir uns den Nullpunkt 0 im Inneren von & gelegen 
denken, ersetzen ® durch ¢®, wobei ¢>0 und <1 ist, und gelangen zum 
Beweise unseres Satzes, indem wir eine Reihe nach der Grenze 1 wachsender 
Werte ¢ heranziehen. 


§ 7. Volumen eines konvexen Korpers. Schwerpunkt. 


Fir die Begriindung des Volumenbegriffs ist folgende Bemerkung 
wichtig: Ein Bereich sei so beschaffen, daB er sich in eine endliche An- 
zahl von rechtwinkligen Parallelepipeda mit Seitenflachen parallel den Ko- 
ordinatenebenen, also Bereichen von der Art 


iy Sy by MS YSHtO, MS2S fo C 


zerschneiden laBt, und enthalte einen zweiten in derselben Art zu zer- 
legenden Bereich. Indem man alle Hbenen, in welchen Seitenflaichen 
der beiden Reihen von Parallelepipeda liegen, ganz durch die beiden Be- 
reiche hindurchfiihrt, erkennt man leicht, daB die Summe abc iiber alle 
Produkte abe fiir die Parallelepipeda des ersteren Bereichs stets grdéBer 
ist als die entsprechende Summe in bezug auf den zweiten Bereich. 


Es sei jetzt & ein beliebiger konvexer Kérper. Indem wir eine 
Parallelverschiebung der Koordinatenachsen zulassen, denken wir uns den 
Anfangspunkt o als inneren Punkt von & und fihren fiir ® die Funktion 
f(“,y, 2) und die Radien ry und R wie in § 2 und §3 ein. Hs sei ¢ 
irgendeine positive GréBe <1, und betrachten wir irgendein den Raum 
erfiillendes Netz 9¢ von Wiirfeln mit einer Kante 0 und gleichzeitig ein 
zweites solches Netz Yt’ von Wiirfeln mit einer Kante 06’, wobei 0 wie 0 


beide < 7 seien. Hs bedeute U die Anzahl aller der Wiirfel des 


Netzes Xt, welche iiberhaupt wenigstens einen Punkt von §& enthalten, 
und A die Anzahl aller solchen Wiirfel aus 3t, welche mit allen ihren 
Punkten ganz ins Innere von ® fallen, ferner bedeute U1 den Bereich 
jener U Wiirfel und falls A> 0 ist, % den Bereich dieser A Wiirfel. 
Endlich mégen U’, A’, WW’, YX’ die entsprechenden Anzahlen und Bereiche 


in bezug auf das zweite Netz 9’ vorstellen wie U, A, U, W in bezug 
auf Jt. 


Weil & und daher auch % ganz in dem Wiirfel |x| < R, |y|< R, 
|¢|<R liegt, hat man nach der am Hingange dieses Paragraphen ge- 
machten Bemerkung 


(14) Ad’ < BR’. 
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no & und daher auch W den Wiirfel |x| S74 ; ly|<-er 
—— = 3 ? 
le|< a ganz enthalt, so gilt andererseits 
15 13 ey) 
(15) U'd Sa 


Da W den Korper ® und & den Bereich % ganz enthilt, gilt 
(16) U's? — ABS 0. 

Ist p(w, y, 2) ein Punkt im Kérper (1—«)8&, so gilt dafiir 
f(@,y, 2) <<1l1—-—e<1— us 0; alsdann folgt fiir jeden solchen Punkt, wel- 


cher mit p sich in einem und dem namlichen Wiirfel von 9 befindet, 
wenigstens (s.§ 6) f(v,y,2)<1. Danach muB jedenfalls der Kérper 
(1 — e)® mit allen seinen Punkten in den Bereich 2% aufgenommen werden, 
und ist gewiB A>O. 

Jeder Wiirfel von UW’ andererseits enthilt wenigstens einen Punkt, 
wofiir f(x, y,2) <1 ist, und gilt dann in dem ganzen Wiirfel fiir alle 
Punkte f(x, y,2)<1+ V3 5 <1+e. Also liegt W ganz im Korper 
(1+ 68. 

Dilatiert man nun den Bereich 2%, welcher (1— ¢)8 enthalt, vom 
Nullpunkte o aus in allen Richtungen im Verhiltnisse 1+ ¢:1—e, so 
entsteht ein Bereich, der den Kérper (1+ ¢)8 und daher auch den Be- 
reich UW’ ganz in sich enthalt. Danach ist auf Grund der am Anfange 
gemachten Bemerkung 


(E{)'40° > U's" 
Hieraus und aus (16) und (14) entnehmen wir nunmehr 
(17) 0< U'e%— 40° < 8h (F**)"—1), 


In dieser Relation kénnen wir noch U‘d’? mit Ud*® und andererseits Ad* 
mit A’d’? vertauschen. 

Diese Beziehung (17) zeigt uns, daB mit abnehmender Kante 0 eines 
Wiirfelnetzes Jt die daraus in bezug auf den Kérper ® abgeleiteten GréSen 
Ad’ und U6* nach einem bestimmten und beide nach dem namlichen 
Grenzwerte V konvergieren; die Ungleichung (15) laBt noch erkennen, 
daB dieser Grenzwert V stets >0 ist. Dieser Grenzwert heibt das Volumen 
des Korpers St. 

Wir stellen sogleich noch die Existenz des Schwerpunktes eines kon- 
vexen K6rpers fest. Bilden wir das Raumintegral 


Jf fadedy de, 


144 Zur Geometrie. 


zunichst erstreckt iiber die Bereiche UW’ und Y%, so finden wir bestimmte 
Werte, die wir gleich 

(18) U0" 7, DEW; MAO ay 

setzen. Nun enthilt der Integrationsbereich UW’ ganz den Bereich YM, in 
W’ gilt tiberdies stets |w|<(1+ «)R. Danach ist der Betrag der Diffe- 
renz dieser zwei Werte 

| U' 622, — Ad*z, P= (1s) RG 0? — 40%), 

Mit Riicksicht auf (17) geht daraus hervor, dafS mit abnehmender Kante 
der Wiirfelnetze die GréBen in (18) nach einer bestimmten Grenze kon- 


vergieren, die wir als das Raumintegral_[ [ fa xdazdydz iiber & bezeichnen 
und = Va schreiben, worin V das Volumen von § bedeute. Durch 
analoge Behandlung der y- und g-Koordinaten in § gelangen wir zu zwei 
entsprechenden Grenzwerten y, und z,. Der Punkt, dessen Koordinaten 
Le, Ye, %@ sind, erweist sich sodann als unverdnderlich bei Einfiihrung 
anderer Parallelkoordinaten an Stelle von x, y,z; dieser Punkt heiBt der 
Schwerpunkt des Kérpers 8. 

Der Schwerpunkt eines konvexen Korpers ist stets ein innerer Punkt 
des Korpers. 

Denn ist p irgendein Punkt auSerhalb oder auf der Begrenzung von 
&, so kénnen wir nach § 6 eine Ebene durch p legen, welche auf einer 
Seite keinen Punkt von ® legen hat. Ist Z=O die Gleichung dieser 
Ebene und haben wir in & stets Z>0, so gilt in YW stets Z>0 und 


ist das Integral H 6 ole Zdxdydz tiber AX positiv und gewif nicht gréBer 
als das entsprechende Integral tiber &. Dadurch stellt sich der Wert Z 


fiir den Schwerpunkt von & als > 0 heraus, es kann mithin dieser Punkt 
niemals mit p identisch sein. 


II. Kapitel. 
Die konvexen Korper als Ebenengebilde. 


§ 8. Die Stiitzebenenfunktion eines konvexen Kérpers mit dem 
Nullpunkte im Inneren. 

Hs sei zuniichst §{ wieder ein solcher konvexer Kérper, welcher den 
Nullpunkt 0 als inneren Punkt enthalt. Sind u,v, w irgendwelche feste 
Werte, die nicht simtlich Null sind, und denkt man sich x,y, # als Ko- 
ordinaten eines Punktes in & variabel, so besitzt der Ausdruck 


(19) ux +vy+ we, 


da ® eine abgeschlossene und ganz im Endlichen gelegene Punktmenge 
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vorstellt, in & einen bestimmten gréBten Wert. Wir bezeichnen dieses 
Maximum von (19) in ® mit H(u,v,w). Alsdann gilt fiir alle Punkte 
“2, y, 2 in & stets 

(20) ux+vy+we< Alu, v, w), 


und zugleich gibt es stets wenigstens einen solchen Punkt in &, fiir den 
in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen statthat, so daB (20) die 
Bedingung einer Stiitzebene an § vorstellt. Da der Nullpunkt 0 als 
innerer Punkt von §t nicht in dieser Ebene liegen kann, ist dann jedes- 
mal H(u,v,w)>0. — Fir das System u,v, w=0, 0, 0 verschwindet 
der Ausdruck (19) identisch und setzen wir demgemi8 H(0, 0,0) =0. 

Die hiermit definierte Funktion H(u,v,w) nennen wir die Stitz- 
ebenenfunktion des Korpers ®. Diese Funktion ergibt in einfacher Weise 
die simtlichen Stiitzebenen an den Kérper &. Wir wollen eine nicht 
durch den Nullpunkt gehende Ebene, deren Gleichung 


ux+vytwe=1 


rait irgendwelchen Konstanten u, v, w +0, 0,0 lautet, kurz als die Ebene 
(u,v, w) bezeichnen. Zufolge (20) wird nun eine solche Ebene (wu, v, w) 
den Kérper & nicht treffen und ihn ganz auf der Seite des Nullpunktes 
liegen haben, oder aber eine Stiitzebene an & sein oder auch einen Teil 
von & auf der dem Nullpunkte entgegengesetzten Seite liegen haben, je 
nachdem 
(wie leoder al “oder- > 1 

ist. Die Gesamtheit aller Ebenen (uw, v, w), welche den Kérper & nicht 
zerschneiden, wird danach durch die Bedingung H(u,v, w) <1 und die 
Gesamtheit aller Stiitzebenen an & wird durch die Bedingung H(u, v, w) =1 
definiert. 

Der Korper & ist genau der Bereich aller derjenigen Punkte x, y, Z, 
fiir welche bei jedem beliebigen Systeme u, v, w_ stets 


(20) ux +vy+we< H(u, v, w) 


gult. 
Denn fiir jeden Punkt z, y, z aus & bestehen diese siimtlichen Un- 


gleichungen. Ist aber p(w, y,2) ein Punkt auBerhalb &, so gibt es auf 
der Strecke vom Nullpunkte po nach p einen Punkt p, der Begrenzung 
von ®. Ist sodann (u%, Y, Wp) eine Stiitzebene durch p, an &, so gilt 
dabei H(up, Up, Wo) = 1 und wird fiir p: 

(21) UL + Uy + Wye > 1 = Alu, %%, Wo)3 

es bestehen also fiir p nicht simtliche Ungleichungen (20). 


Danach ist ein konvexer Korper 8 mit dem Nullpunkte im Inneren 
durch Angabe seiner Stiitzebenenfunktion H(u, v, w) jedesmal vollig bestimmt. 
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Die Funktion H(u,v, w) besitzt die folgenden Higenschaften: 
1. Wenn u,v, w +0, 0,0 ist, gilt stets H(w,v,w)>O. Ferner ist 


H(0,0,0)=0. 
2. Aus der Definition dieser Funktion ergibt sich unmittelbar: 
(22) H(tu, tv, tw) =tH(u,v,w), wenn ¢> 0 ist. 


3. Fiir beliebige zwei Systeme u,, 0,, W,3 Ue, U2, W, gilt allgemein 

(23) Huy, %, W) + Hug, U, We) = H(Uy + Uy, Vy + Vo, Wy + Ws). 
Denn nach (20) gilt fiir jeden Punkt w, y, z in & 

Ut+ YY + We <A(uy, %, W;), Mee + ey + Wee < Hug, Vp, Ws), 
also auch 

(ty + Uy) + (Oy + %)Y + (+ W_)@ S A(u, %, 1) + A(ug, Vg, We). 
Es gibt aber andererseits wenigstens einen solchen Punkt z,y,z2 in &, 
fiir den die linke Seite der vorstehenden Ungleichung genau 

= Hut tg, 0% + 02, Wy + We) 

ausfallt, und dadurch folgt alsdann die Ungleichung (23). 

Denken wir uns jetzt zu jeder Ebene (u,v, w), welche den Korper & 
nicht zerschneidet, den Punkt mit den Koordinaten u,v, w, also den Pol 
der Ebene in bezug auf die Kugelfliche ©: 

eV+yt+ Hl 
konstruiert. Aus den Satzen in § 3 erkennen wir alsdann nach diesen 
Higenschaften von H(u,v, w), daB die Gesamtheit aller dieser Pole u, v, w, 
unter Hinzunahme noch des Nullpunktes, also aller Punkte u,v, w mit 
der Bedingung H(u,v,w) <1 einen gewissen konvexen Kérper § mit 
dem Nullpunkt im Inneren erfiillt. Dieser Kérper  mége der polare 
Korper zu & heifen. 

Fir einen beliebigen Punkt 2, y, 2 aus § und einen beliebigen Punkt 
u,v,w aus § gilt nach (20) stets 
(24) ux + vy +wecl. 

Der Korper § ist dem Obigen zufolge genau der Bereich aller der- 
jenigen einzelnen Systeme wu, v, w, fiir welche bei jedem Punkte 2, y, ¢ aus 
& stets diese Ungleichung (24) gilt, und wird eben durch diese Eigen- 
schaft aus ® abgeleitet. 

Andererseits ist nun § genau der Bereich aller einzelnen Punkte 
“,y, 2, fiir welche hei jedem Systeme u,v, w aus § die Ungleichung (24) 
besteht. Denn, wie wir bei (21) sahen, gibt es, wenn a, y, 2 ein Punkt 
auBerhalb & ist, stets ein solches System u, v, w, wofiir H(u,v, w) =1 
ist und (24) nicht gilt. Danach erkennen wir, daB die Beziehung der 
beiden konvexen Korper & und § hier eine reziproke ist. Der Kérper & 
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ast wieder der polare Korper zu §. Zugleich leuchtet jetzt aus den Satzen 
in § 3 ein, daB eine jede Funktion H(u,v,w), welche die Bedingungen 
1., 2., 3. erfiillt, stets die Stiitzebenenfunktion eines bestimmten konvyexen 
Kérpers ® mit dem Nullpunkte im Inneren ist. 

Wir fiigen noch folgende Bemerkungen iiber diesen Begriff des 
polaren K6érpers hinzu. Bezeichnet § den polaren Kérper zu & und ist 
t ein positiver Wert, so ist der polare Kérper zu ¢ der Kérper + §. 
Enthalt § einen anderen konvexen Kérper R* mit 0 im Inneren, so ent- 
halt umgekehrt der polare Korper H* zu R* den polaren Kérper § zu &. 
Endlich zeigen wir, daf der polare Koirper zu einem Polyeder mit 0 im 
Inneren stets wieder ein Polyeder ist. 

Bedeutet & ein Polyeder, so lift sich nach dem Satze in § 4 der 
Bereich der Punkte w,y,2 in & bereits vollstandig durch eine endliche 
Anzahl yon Ungleichungen 
(25) uae + vy + we <1 (4=1,2,...,¥) 
charakterisieren. Sowie eine Ungleichung au+ Bv+yw<d, wobei 
w+ 62+ 477—1 und d>0 ist, fiir alle v Systeme uw, v, w = u, vo, w 


gilt, ist jedesmal oe us 4 ein Punkt in ®. Es bedeute §® den Punkt 
mit den Koordinaten u™, vo, w fiir x= 1,2,...,v. Zudem ist noch 
RK als Polyeder ganz im Endlichen gelegen, d.h. in einer gewissen Kugel 
a?ty?+ 27< FR? enthalten. Danach kann es nun keine Ebene mit einer 
Distanz <5 von 0 geben, welche alle die » Punkte }® ganz auf einer 
Seite von sich liegen hat, d. h. der kleinste, alle diese Punkte enthaltende 
konvexe Bezirk $* = (%, §®, ..., §®) enthalt notwendig den Nullpunkt 
im Inneren und ist also ein Polyeder. Bedeutet jetzt § den polaren 
Kérper zu ®, so enthalt § jeden der Punkte §® und also das ganze 
Polyeder §*. Ist dann &* der zu §* polare Kérper, so erfiillt jeder 
Punkt x,y,z dieses Kérpers alle v Ungleichungen (25), also ist R* ganz 
in & enthalten und enthalt daher umgekehrt §* den Kérper . Danach 
ist der polare Kérper zu & identisch mit dem Polyeder (6, §®,..., ®). 


§ 9. Kugeln, die in einem konvexen Korper enthalten sind. 
Homothetische Korper. 
Zu jeder Richtung (a, B, y) haben wir in 
(26) ax + By +725 HG, 8,7) 
eine Stiitzebene an & mit dieser Richtung als (fuferer) Normale, so daf 


also auf der Seite dieser Ebene, nach der jene Richtung weist, kein Punkt 
von & liegt. Der senkrechte Abstand dieser Stiitzebene vom Nullpunkte 


ist H(a, B, 7). 
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Bilden wir gemiB § 2 die Distanzfunktion f(x,y, 2) des Kérpers & 
und wenden die Ungleichung (26) auf den Punkt der Begrenzung von & 
an, der in der Richtung (a, 8, y) von 0 aus liegt, so folgt 


1 
Aah = 1% 6,7). 


Es sei ®* ein zweiter konvexer Korper mit 0 im Inneren und 
H*(u,v,w) die Stiitzebenenfunktion von ®*. Ist der Korper R* ganz in 
R enthalten, so gilt fiir jede Richtung (a, B, y) stets 


(27) HG; B, Y) < Ha, B, 7), 


und wegen der Regel 2. in § 8 dann tiberhaupt allgemein H*(u, v, w) 
< H(u,v,w). Umgekehrt, wenn allgemein die Ungleichungen (27) statt- 
haben, so ist nach (20) der Kérper 8* ganz im Korper & enthalten. 

Ist insbesondere & ein Polyeder und gilt die Ungleichung (27) fir 
diejenigen Richtungen (a, 6, y), welche die a4uBeren Normalen der Seiten- 
flichen von & abgeben, so ist nach § 4 bereits R* in R enthalten und 
gilt also jene Ungleichung bereits fiir jede mégliche Richtung. 

Fiir die Kugel 27+ y?+ 2<# (¢> 0) ist H*(a, 6, y) konstant gleich 
dem Radius 7. Es sei wie in § 3 r das Minimum, A das Maximum yon 


ETE - D auf der Kugelfliche €, also r der Radius der gréBten in & ent- 


haltenen, R der Radius der kleinsten, ® enthaltenden Kugel mit dem Null- 
punkte als Mittelpunkt. Alsdann gilt nach (27) fiir ® stets r< AH(a, B, y) 
und H(«, B,yv) << R, aber, wenn ¢ ein Wert >r und <BR ist, weder stets 
t< H(a, B,y) noch stets H(a,B,y)<¢. Also bedeuten zugleich 7 das 
Minimum und #& das Maximum von H(«, B,y) auf der ganzen Kugel- 
flaiche o? + 6? + y? = 1. 

Sind a, b, ¢ irgendwelche feste Werte, so stellt der Ausdruck 


(28) H(«, B, y) — ae — bB — ey 

den Abstand des Punktes a, 6, ¢ von der Stiitzebene an ® mit der Nor- 
male «, 6, y vor, und zwar, falls die Stiitzebene den K6rper und den 
Punkt voneinander trennt, diesen Abstand noch mit negativem Vorzeichen 
versehen. Der Ausdruck (28) besitzt auf der Kugelfliche € ein be- 
stimmtes Minimum, das wir mit r(a, b, c) bezeichnen. Dieses Minimum 
ist immer dann und nur dann noch positiv, wenn a, b, ¢ ein innerer 
Punkt von & ist, und in solchem Falle bedeutet r (a, b, c) den Radius der 
gréBten Kugel mit a, b, c als Mittelpunkt, welche noch ganz im Kérper & 
enthalten ist. Weiter stellt der Wert r(a, 6, c) offenbar eine stetige 
Funktion der Argumente a, 6, ¢ vor und besitzt deshalb in dem ab- 
geschlossenen Bereiche der Punkte des Kérpers ® ein bestimmtes Maxi- 
mum, das 7max heiBe und alsdann zugleich das Maximum unter den Radien 
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aller ganz in & enthaltenen Kugeln bedeutet. Insbesondere ist daher 
r(0, 0, 0) <1max- — Wir werden in der Folge (§ 23) beweisen, daB, wenn 
a, b, ¢ speziell die Koordinaten des Schwerpunktes des Kérpers ® bedeuten, 
jedenfalls r(a, b, c) > = Pose It. 

Die zu einer Richtung (a, B, y) entgegengesetzte Richtung hat als 
Kosinus ihrer Neigungswinkel gegen die Achsen — a, —B, —y. Die 
Stiitzebene an & mit dieser Richtung (— «, — B, — y) als (duBerer) Nor- 
male hat vom Nullpunkte den Abstand H(— a, — 8, — y) und & befindet 


sich sodann ganz in dem von diesen zwei parallelen Stiitzebenen begrenzten 
Streifen 
(29) — H(—«,—B,—y7) Soe + py + ye < Ha, 8,7). 
Der gegenseitige Abstand dieser zwei parallelen Stiitzebenen ist H(«, B, y) 
+ H(—a,—B,—y). Diese GréBe heiBe die Breite des Korpers ® in der 
Richtung «, B, y (oder —a@,—f,—y); sie ist jedenfalls stets > 27max. 
Wir entwickeln hier noch ein in der Folge niitzliches Kriterium zur 
Entscheidung, ob zwei gegebene konvexe Kérper ® und &’ homothetisch 
sind (auseinander durch Tvanslation und Dilatation hervorgehen) oder 
nicht. Wir kénnen jeden der Koérper durch eine bestimmte Translation 
so verschieben, daB sein Schwerpunkt in den Nullpunkt zu liegen kommt. 
Denken wir uns der Hinfachheit wegen, daB solches fiir beide Kérper von 
vornherein der Fall ist; sind die Kérper homothetisch, so mu8 dann der 
eine K6érper aus dem anderen durch eine Dilatation von dem gemein- 
samen Schwerpunkte abzuleiten sein. Es seien nun A(u,v, w) und 
H’(u,v,w) die Stiitzebenenfunktionen, ferner V und V’ die Volumina von 


ait 
RK und KR’. Der Kérper &* =)%, R’ hat dann dasselbe Volumen V wie 
R und muB daher, wenn & und & homothetisch sind, sich mit ® decken. 
Fallen jedoch R* und & nicht zusammen, so kann auch nicht &* ganz 
in & enthalten sein, da * sonst ein kleineres Volumen wie & besiafe. 
Also muB es dann nach (27) wenigstens eine Richtung (@, B, y) geben, wofiir 


nae 
V 2% H(@,B,7) > H(a,B,7) ist. 
Betrachten wir nun die Funktion 
VB (a B,¥) 
V’ Ha, B, y)’ 
deren Nenner niemals verschwindet, so hat diese Funktion auf der Kugel- 
fliche © ein bestimmtes Maximum, das Q heiBe. Alsdann gilt Q=1 
oder Q>1, je nachdem & und & homothetisch sind oder nicht. 
Die GréBe Q bedeutet zugleich den kleinsten Wert, wofiir noch alle 
Ungleichungen 


_ (30) 


VE Behr) < OH(e,8,7) 
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bestehen und also der Kérper ®* noch im K6rper Q& enthalten ist. Fiir 
den Fall, daB & ein Polyeder vorstellt, gilt nach einer oben gemachten 
Bemerkung diese Ungleichung fiir jede Richtung (a, B, y), sowie sie fir 
die (duBeren) Normalen der Seitenflachen von § erfiillt ist, und wird daher 
der Maximumwert @ von (30) bereits bei einer dieser letzteren Rich- 
tungen, die in endlicher Anzahl vorhanden sind, zum Vorschein kommen. 
Andererseits besitzt die Funktion (30) auf der Kugeloberfliche € ein 
bestimmtes, noch positives Minimum, das q heiBe, und wird dann g = 1 
oder g< 1 sein, je nachdem & und & homothetisch sind oder nicht. Die 
GréBen Q—1 und 1 —gq sind also beide gleichzeitig = 0 oder > 0. 


§ 10. Konvexe Korper in beliebiger Lage zum Nullpunkte. 


Wir definieren jetzt die Stiitzebenenfunktion fiir einen konvexen 
Kérper ohne Riicksicht auf dessen Lage zum Nullpunkte. Es sei & ein be- 
liebiger konvexer Kérper und e mit den Koordinaten x= a, y=), e=€ 
ein beliebig angenommener Punkt im Inneren yon &. Durch die Translation 
des Kérpers 8 vom Punkte a, 6, ¢ nach dem Nullpunkte o erhalten wir 
einen konvexen Kérper ®* mit 0 im Inneren; dieser besteht in der Menge 
der Punkte « —a, y—b, ¢—c, wihrend g, y, 2 sich in 8 bewegt. Es sei 
H*(u, v, w) die Stiitzebenenfunktion von &*, so bedeutet H*(u, v, w) 
das Maximum von 


u(a—a) + v(y—b) + w(z—c) 


fiir die Punkte z7, y, z in ®. Das Maximum von ux+vy+wza in ® 
wird dann durch den Ausdruck 


(31) H(u,v,w) = H*¥(u,v,w) + aut bv + ew 


dargestellt sein; dieses Maximum H(u, v, w) bezeichnen wir wieder als 
die Stvitzebenenfunktion von &. Dabei erweist sich wieder & genau als 
der Bereich derjenigen Punkte #, y, z, welche simtlichen Ungleichungen 


(32) ux+ovy+we< A(u,»v,w) 


fiir alle méglichen Werte u, v, w geniigen, so daB die Stiitzebenenfunktion 
jedenfalls wieder den konvexen Kérper § vollstindig bestimmt. 

Nach der Regel 1. in § 8 war stets H*(u,v, w)>0O, wenn 
u,v, w+ 0,0,0 ist. Diese Ungleichung braucht nun nicht mehr stets 
fir H(w,v,w) zu gelten; wir finden jedoch aus (31): 


H(u,v,w) + H(—u,—v,—w) = H*(u,v, w) + H*(—u,—v,—w) 


und kénnen danach folgende Higenschaften behaupten: 
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1. Fiir die Funktion H(u,v,w) gilt stets 
(33) H(u,v,w) + H(—u,—v,—w) > 0, wenn u,v, w +0, 0,0 
ist. Auferdem ist H(0,0,0) = 0. 


Aus den Regeln 2. und 3. fiir H*(u,v,w) gemiB § 8, finden wir 
genau wie friiher: 

2. H(tu,tv, tw) =tH(u,»,w), wenn t> 0 ist. 

3. L(y, 0%, 1) + (ue, Vy, W,) = H(uy + te, ¥, + U9, w, + Wy). 

Wir beweisen jetzt umgekehrt den folgenden Satz: 

Gentigt eine Funktion H(u,v,w) den vorstehenden Bedingungen 1., 
2., 3., so ist sie jedesmal die Stiitzebenenfunktion eines bestimmten kon- 
vexen K6rpers. 

Wir haben zunichst festzustellen, daB unter der gemachten Voraus- 
setzung stets drei Konstanten a, b, c auf solche Weise bestimmt werden 
kénnen, daB die Funktion 

H(u,v,w) — (au+ bv +cw) = H* (u,v, w) 

fiir alle von 0, 0, 0 verschiedenen Systeme wu, v, w stets >O ausfiallt. 
Alsdann wird nach den Resultaten in § 8 diese Funktion H*(u,v, w) die 
Stiitzebenenfunktion eines gewissen konvexen Kérpers &* mit dem Null- 
punkte im Inneren bilden, und H(u,v,w) wird die Stiitzebenenfunktion 
desjenigen konvexen Kérpers ® sein, der aus &* durch die Translation 
vom Nullpunkte nach dem Punkte a, b, c entsteht, dabei also den letzteren 
Punkt als inneren aufweist. 

Gilt stets H(w,v,w)>O0, wenn u,v,w+0,0,0 sind, so brauchen 
wir nur a=0,b=0,c=0 zu nehmen. 

Wir setzen jetzt voraus, es sei nicht fiir jedes System wu, v, w + 0, 0, 0 
stets H(u,v,w) > 0, wir nehmen aber zunichst an, da$ wenigstens stets 
H(u,v,0)>0 gelte, so oft u,v + 0,0 sind. Um den Gang des alsdann 
zu fiihrenden Beweises vorauszusehen, bedenken wir, da’, wenn tatsachlich 
der durch die Ungleichungen (32) definierte Bereich ein konvexer Korper 
ist, die letzte Annahme darauf hinauskommen wird, daB die orthogonale 
Projektion dieses Kérpers auf die 2y-Hbene den Nullpunkt x=0, y=0 
als inwendigen Punkt enthilt. Alsdann steht zu erwarten, daB die z-Achse 
' den K6rper in einer Strecke c’c”’ durchsetzt und jeder von den End- 
punkten verschiedene Punkt dieser Strecke ein innerer Punkt des K6rpers 
wird. Wir haben nun. allein aus den Bedingungen 1., 2., 3. fiir die 
Funktion H(u,v,w) abzuleiten, daB auf der z-Achse innere Punkte des 
Bereichs (32) vorhanden sind. 

Wir setzen hiernach a = 0, 6 = 0 und haben alsdann eine Konstante c 
derart zu suchen, daB stets H(u, v, w) — cw > 0 ist, wenn w+ 0 ist. Er- 
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setzen wir, wenn w+ 0 ist, wu, v durch ww, vw und beachten die Regel 1., 
so sollen also nach Voraussetzung nicht alle Ungleichungen H(u,v, 1) > 0, 
H(— u,—v, — 1) > 0 gelten, es existiere etwa ein System — u, — o, — 1, 
woftr H(— wu, —v, —1) = — c < Oist. Verlangt wird, die Konstante c 
derart zu bestimmen, daB stets 

(34) H(u,v,1)-—ce>0, H(—u,—v,-—1)+¢>0 

ist. 

Fiir die Funktion H(u, v,0) der zwei Argumente uw, v haben wir 
H(u, v,0) > 0, wenn u,v +0,0 sind, H(0,0,0) = 0, ferner entnehmen 
wir aus 2. und 3.: 

H(tu,tv, 0) = tH(u,v,0), wenn t > 0 ist, 
H(u,, 0,0) + H(z, 02,0) 2 A(u, + Ue, 2% + 02,0). 

Durch entsprechende Uberlegungen, wie sie in § 3 fiir die Funktion 
f(z,y,2) angestellt wurden, erkennen wir hieraus, dai H(u,v,0) eine 
stetige Funktion von uw, v ist, und schlieBen wir auf die Existenz zweier 
positiver GréBen s und S derart, daB stets 


(35) ~ VF FES H(u0,0) > Veto 
ist. Die Beziehungen 

— H(=%2,—%,9) S Au, + Me, 0 + %,,1) — Au, %, 1) < A(ue, vg, 0) 
und die erste Ungleichung in (35) zeigen uns, daB H(u,v, 1) eine stetige 


Funktion der Argumente u, » ist, und analog erkennen wir H(—u, — v, — 1) 
als stetige Funktion von w, ». 


Aus 
(36) H(u,v, 1) + HA uv, — 0, — 1) > Au—u, v— vo, 0) 
folgt, wenn u, v4 u, o ist, H(u,v,1) >. Fir das System u = wu, 
v =v geht aus H(u,v,1) + H(—u,—v,—1)>0 nach Regel 1. 
die entsprechende Ungleichung hervor, so daB allgemein fiir jedes mégliche 
System wu, v stets 
(37) H(u,v,1) > ¢® 
gilt. Aus (36) unter Beriicksichtigung der zweiten Ungleichung in (35) 
ergibt sich ferner, da8 gewiB nur dann, wenn 


(38) V(w—u)? + (v— 0)? < S(Hw, »®, 1) + H—u, —», —1)) 
gilt, der Wert H(u,v,1) sich < H(w,v,1) erweisen kann. In dem 
durch diese Ungleichung (38) definierten abgeschlossenen Bereiche nun 
besitzt H(w,v,1) ein bestimmtes Minimum, dessen Wert ¢” sei und das 
etwa fiir w =u’, v =v" eintrete. Fiir jedes beliebige System w, v gilt dann 
(39) H(u,v,1).= ¢. 

Aus (37) folgt fiir «= w”,v =v” insbesondere ¢” > c. 
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Betrachten wir ferner die Funktion H(—u,—v,—1); diese besitzt 
unter anderem den Wert — c, der <0 ist. Wegen 


H(—u,—v,—1) + H(w®, 0, 1) > A(—u+u, —v 4 0,0) 


kann sie Werte, die < H(—u, —v,—1) sind, jedenfalls nur wieder in 
dem durch (38) definierten Bereiche von Systemen w, v annehmen. In 
diesem abgeschlossenen Bereiche wird sie ein bestimmtes Minimum — ¢ 
besitzen, wobei c >c >0O ist, und es sei w=w,v=v' ein solches 
System, fiir das H(—w’, —v’,—1) = —c’ ist. Fir jedes mégliche System 
u, v gilt dann 
0 H(—u,—v,-1)>—¢. 

Wir kénnten nun an Stelle des Systems w, v© oben auch das System 
u’, v verwenden, und genau wie c’ > c vorhin finden wir dann ¢’ > ¢’. 
Ist jetzt c irgendeine Konstante >c¢’ und <e’, so haben wir nach (39) 


und (40) 

H(u,v,l)>e¢ und A(—u,—v,—-1)>—6¢ 
und diese Konstante c entspricht daher den oben gestellten Anforde- 
rungen. — 

Wir nehmen jetzt zweitens an, da8 auch nicht durchweg H(u, v,0) > 0 
sei, wenn w,v=+-0,0 sind, daB® aber wenigstens stets H(u,0,0) > 0 fiir 
ein u + 0 gelte, d. h. also daB H(1,0,0) und H(—1,0,0) beide > 0 seien. 
Alsdann kénnen wir a =O setzen und durch eine entsprechende Uber- 
legung fiir die Funktion H(w,v,0) von zwei Argumenten, wie wir sie s0- 
eben in bezug auf H(w,v,w) anstellten, ermitteln wir eine Konstante b 
derart, daB H(w,v,0)— bv stets >0 ist, wenn v+0 ist. Damit be- 
kommt die letztere Differenz den Charakter, den wir vorhin fiir H(u, v, w) 
voraussetzten und wir kénnen weiter ¢ so wihlen, da noch 

(Hu, v, w) — bv) — cw 
stets > 0 ist, wenn w + 0 ist. 

Sind endlich auch nicht H(1,0,0) und H(—1, 0,0) beide positiv, 
so kénnen wir a so wahlen, da8 a < H(1,0,0) und > — H(—1,0, 0) 
ist. Damit wird H(u,0,0)—au>0 fiir jedes w+ 0, und wir kénnen 
darauf wie soeben b und c nacheinander so bestimmen, dab 


H(u, v,0) —au—bv>0 
ist, sowie v-++0 ist, und endlich H(u, v, w) — au —bv —cw>0, sowie 
w + 0 ist. 
§ 11. Ovale. Konvexe Bezirke. 


Hine Punktmenge, welche ganz in einer Ebene gelegen ist und welche 
dabei 1° mit einer beliebigen Geraden der Ebene sei es eine Strecke, sei 
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es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, 2° wenigstens drei nicht 
in einer Geraden gelegene Punkte aufweist, soll ein Oval heiBen.*) 

Wir kénnen die Betrachtungen in §$ 1—10 iiber gewisse réumliche 
Gebilde sinngem’8 auf die ebenen Ovale iibertragen. Insbesondere zeigt 
sich (s. § 3), daB ein Oval stets ganz im Endlichen liegt, d. h. fir die 
Koordinaten der saémtlichen Punkte in ihm obere und untere Grenzen 
existieren, stets abgeschlossen ist, ferner daB in der Ebene des Ovals 
durch jeden Punkt seiner Berandung (Begrenzung in der Mannigfaltigkeit 
der Ebene) wenigstens eine Gerade geht, welche nicht zu beiden Seiten 
von sich Punkte des Ovals liegen hat und die wir danach als eine Stiitz- 
gerade an das Oval bezeichnen (s. § 6). 

Eine Punktmenge, von welcher allein die Higenschaft 1° der kon- 
vexen Kérper feststeht, daB sie mit einer jeden Geraden sei es eine Strecke, 
sei es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, bezeichnen wir 
schlechthin als einen konvexen Bezirk. Hin beliebiger konvexer Bezirk 
bedeutet entweder einen konvexen K6érper oder ein Oval in einer Ebene 
oder eine geradlinige Strecke oder einen einzelnen Punkt. Jene Grund- 
eigenschaft 1° der konvexen Bezirke ist nach § 3 gleichbedeutend mit 
dem Inbegriff der drei Higenschaften: 

la) die Menge enthalt mit irgend zwei Punkten stets auch die ganze 
dieselben verbindende Strecke; 

1b) die Menge ist ganz im Endlichen gelegen; 

1c) die Menge ist abgeschlossen. 

Wir kénnen jedem konvexen Bezirke & eine Stiitzebenenfunktion 
H(u, v, w) zuweisen; dabei definieren wir H(u, v, w) bei beliebigen Argu- 
menten u,v, w als das Maximum des Ausdrucks ux +vy+ we in der 
Menge der Punkte 2, y, 2 des Bezirks &. Dieser Bezirk & ist sodann 
jedesmal durch die simtlichen Ungleichungen 
(41) ux 4- vy + we < Hu, v, w) 
vollig charakterisiert. Bei einem beliebigen konvexen Bereich & haben 
wir fiir die Stiitzebenenfunktion H(u, v, w) im allgemeinen die Regeln 1., 
2., 3. wie in § 10 fiir einen konvexen Kérper, nur miissen wir in der 
unter (33) aufgefiihrten Ungleichung noch das Zeichen = zulassen, wir 
kénnen also nur die Bedingung 


(42) Hu, v, w) + H(—u, —v,-—w) = 0, 
auch wenn w,v,w-+-0,0,0 sind, behaupten. Diese Ungleichung (42) 
geht daraus hervor, da8 das Minimum von ua +vy+wez in & gleich 
— H(—u, —v,—w) ist. Andererseits gilt nun der Satz: 


*) Diese Bezeichnung ist dem Aufsatze von Herrn Brunn ,,Uber Ovale und 
Hiflachen‘‘ (Inaugural-Dissertation, Mtinchen, 1887) entnommen. 
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Kine beliebige Funktion H(w,v,w), welche allgemein die Be- 
dingungen 

1. H(u,v, w) + H(—u,—v,-—w)>0, H(0, 0,0) =0, 

2. H(tu, tv, tw) =tH (u,v, w), wenn t>0 ist, 

3. Huy, %, W) + Hue, 2, Wy) = H(uy + ug, 0, +0), W, + wp) 
erfiillt, ist jedesmal die Stiitzebenenfunktion eines bestimmten konvexen 
Bezirks. 

In der Tat, gilt dabei in (42) stets das Zeichen >, wenn w, v, w +0, 0,0 
sind, so ist nach § 10 dann H(u, v, w) die Stiitzebenenfunktion eines be- 
stimmten konvexen Korpers. Finden wir jedoch irgendein von 0, 0,0 
verschiedenes System u*, v*, w*, wofiir die Gleichung 

H(u*, v*, w*) + H(—u*, — v*, — w*) = 0 
besteht, so zeigen die unter den Ungleichungen (41) enthaltenen zwei 
Bedingungen 
— H(—u*, —v*, — w*) < uF a + oy + w*2 < A(u*, v*, w*), 
daB der durch diese Ungleichungen (41) definierte Bereich jedenfalls ganz 
in der Ebene 
u®e + uty + we = A(u*, v*, w*) 

legen muf. Wir denken uns nun eine solche Transformation der ortho- 
gonalen Koordinaten vorgenommen, da8 in den neuen Koordinaten, fiir 
die wir wieder die alten Zeichen verwenden, diese Ebene die xy-Hbene 
wird, oder also, wir setzen H(0, 0,1) = — H(0,0,—1) =0 voraus. Als- 
dann haben wir | 

— H(0, 0, —w) < Hu, v, w) “i H(u, v, 0) = H(O, 0, w) vend 
mithin wird allgemein H(u, v, w) = H(u,v,0) und das System der Un- 
gleichungen (41) kommt auf das System der Bedingungen 
(43) 2=0, ux+vy< Alu, v, 0) 
hinaus. Ist sodann stets H(w, v, 0) + H(—w, —v, 0) > 0, wenn u, v + 0, 0 
sind, so zeigen entsprechende Uberlegungen wie in § 10, da® der hier- 
durch definierte Bereich ein Oval in der Ebene z=0 mit der Stiitzebenen- 
funktion H(u, v, w) = H(u, v, 0) ist. 

Finden wir weiter noch ein System w,v+ 0,0, wofiir die eben er- 
wihnte Summe = 0 ist, so erkennen wir dagegen, daB der Bereich (43) 
ganz in einer Geraden der wy-Ebene liegt. Unter Zulassung einer Ko- 
ordinatentransformation in der zy-Ebene nehmen wir an, es sei 
Dann folgt allgemein H(u,v, 0) = H(u,0,0) und muB der durch (43) 
definierte Bereich in die w-Achse fallen. Er stellt eine Strecke auf der 
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x-Achse vor, wenn H(1, 0,0) + H(—1, 0,0) > 0 ist. Wenn endlich auch 
die letztere Summe =0 ist, gilt durchgehends H(u,v,w) + H(—u,—v, -—w)=0 
und reduziert sich der Bereich (43) auf einen einzigen Punkt. 

Aus der Bedeutung der Stiitzebenenfunktion eines konvexen Bezirks 
entnehmen wir sofort die Tatsache: 

Sind & und R* zwei konvexe Bezirke mit den Stiitzebenenfunktionen H 
und H*, so ist dann und nur dann ® in R* enthalten, wenn fiir jedes 
Wertsystem wu, v, w stets 
(44) Hu, v; w) = A*(u, v, w) 

ut. 
e Wir erwahnen hier noch eine Methode, die dazu dient, mittels 
mehrerer konvexer Bezirke einen bestimmten weiteren solchen Bezirk zu 
definieren. 

Sind R,, &,,..., &,, eime endliche Reihe von konvexen Bezirken mit 
den Sttitzebenenfunktionen H,, H,,..., H,, und bedeutet H(u,v, w) bei 
beliebigen Argumenten uw, v, w jedesmal das Maximum unter den Werten 
(45) H,(u, v, w), H,(u, v; w), cages H,,(u, v, w), 
so bildet H(w,v,w) stets wieder die Stiitzebenenfunktion eines gewissen 
konvexen Bezirks. Dieser neue Bezirk, den wir mit (S,, R,..., &,,) be- 
zeichnen wollen, enthalt jeden der Bezirke &,, %,,..., ®,, ganz in sich 
und ist selbst stets in jedem anderen konvexen Bezirke enthalten, der 
R,, KR, ..., K,, Sdmtlich in sich aufnimmt. 

In der Tat, aus den Regeln 1. und 2. fiir die m einzelnen Funktionen 
H,, H,, ..., H,, gehen die entsprechenden Regeln fiir die Funktion 
H(u,v,w) hervor. Bedeuten ferner u,, v,, w, und Uy, V,, Wy Zwei be- 
lebige Wertsysteme und ist 7 dann ein solcher Index aus der Reihe 
1,2,..., m, wobei H,(u, + u,, 0, +, W,+w,) méglichst groB ausfallt, 
so haben wir 
F(t, + Ug, Vy +g) Wy + We) = (Uy + Uy, Vy + Vg, Wy + Wy) 

S Aj(uy, 1, ) + Hy (Me, Vp, We) S A(Uy, %, w,) + (us, Vg, Ws), 
also gilt auch die Regel 3. fiir H(u,v,w) und diese Funktion ist die 
Stiitzebenenfunktion eines bestimmten konvexen Bezirks &. Da nun fiir 
1=1,2,..., m stets H(u,v,w) > A,(u,v,w) ist, so enthalt dieser 
Bezirk §& jeden der Bezirke &;. Ist andererseits ®* ein beliebiger kon- 
vexer Bezirk, der alle m Bezirke ®, enthalt, und H* die Stiitzebenen- 
funktion von §*, so muB bei jedem System w, v, w stets H*(u,v,w) > H,(u,v,w) 
fiir alle Indizes 7= 1, 2,...,m und also H*(u, v, w) > H(u, v, w) gelten. 
Danach enthalt dann §* jedesmal den Bezirk & = (&,, ®,,..., &,). 


Kin duales Analogon zu der eben dargelegten Tatsache haben wir in 
folgendem Satze: 


Theorie der konvexen Kérper. 1 


Sind &,, R,,..., &,, eine Reihe von konvexen Kérpern, von denen 
ein jeder den Nullpunkt im Inneren enthilt, mit den Distanzfunktionen 
fy fey +--+) fn und bedeutet f(x,y, 2) fiir ein beliebiges System 2, y, 2 
jedesmal das Maximum unter den m Werten 


Fx, 9, #)> Fars 4), --+y bnl@,¥, 2); 
so ist f(x,y,2) wieder die Distanzfunktion eines bestimmten konvexen 
Kérpers mit dem Nullpunkte im Inneren, und dieser neue konvexe 
Kérper besteht genau aus allen denjenigen Punkten, die allen m Kérpern 
K,, KR, ..., KR, gemeinsam sind. 


§ 12. Die extremen Punkte eines konvexen Bezirks. 


Hs sei & mit der Stiitzebenenfunktion H ein beliebiger konvexer 
Bezirk (also ein konvexer Kérper oder ein Oval oder eine Strecke oder 
ein Punkt). Wir bezeichnen einen Punkt p in & als einen extremen Punkt 
von &, wenn p auf keine Weise als inwendiger Punkt einer ganz in & 
enthaltenen Strecke erscheint, d.h. also wenn man nicht in & zwei ver- 
schiedene Punkte p,, p, und dazu einen Wert ¢>0O und <1 finden kann, 
so daB p = (1—2#)p, + tp, gilt. 

Wir erkennen sofort: Hin innerer Punkt eines konvexen Korpers, 
ein inwendiger Punkt eines Ovals in der Ebene des Ovals, weiter ein 
Punkt einer Strecke, der von ihren Endpunkten verschieden ist, bildet 
niemals einen extremen Punkt des betreffenden konvexen Bezirks. 

Denken wir uns nun p als einen extremen Punkt von &. Besitzt & 
innere Punkte, d. h. ist & ein konvexer Kérper, so ist p jedenfalls kein 
innerer Punkt von &. Von welcher Art also auch der konvexe Bezirk & 
sein mag, so gehdrt p jedenfalls der Begrenzung von & an und kénnen 
wir daher wenigstens eine Stiitzebene durch p an & konstruieren. Wir 
bezeichnen diese Stiitzebene mit {%} und es sei (a, 6, y) ihre (duBere) 
Normale. 

Sodann bedeute % die gesamte Menge von Punkten, welche & in 
dieser Ebene {%} liegen hat und wozu insbesondere der Punkt p gehort. 
Die Higenschaft eines konvexen Bezirks iibertragt sich von & auf diesen 
ebenen Bezirk %, und wird % entweder ein Oval oder eine Strecke oder 

-einen einzelnen Punkt in der Ebene {%} bedeuten. 

Ist % ein Oval, so kann p kein inwendiger Punkt dieses Ovals sein, 
sondern mu notwendig seiner Berandung angehéren. Von welcher Art 
nun auch der Bereich % ist, so kénnen wir daher in jedem Falle in der 
Ebene {%} wenigstens eine Stiitzgerade durch p an § konstruieren. Wir 
bezeichnen diese Stiitzgerade mit {&} und es sei (c’, 6’, y’) ihre (duBere) 
Normale in der Ebene (%}. 
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Weiter bedeute & die Menge der Punkte, welche & in dieser Ge- 
raden {&} liegen hat und wozu insbesondere der Punkt p gehdrt. Die 
Eigenschaft eines konvexen Bezirks iibertragt sich von § weiter auf & 
und wird daher & entweder eine Strecke oder ein Punkt sein. Im ersteren 
Falle muB p ein Endpunkt jener Strecke sein, im letzteren © sich auf p 
reduzieren. Es sei endlich («@”, B”, y) von den beiden Richtungen in 
der Geraden {2} im ersteren Falle diejenige, welche vom Punkte p aus 
von der Strecke {&%} fortfiihrt, im zweiten Falle eine beliebige dieser zwei 
Richtungen. Die drei Richtungen (a, 6, 7), (@’, By’), (@, BY, y”) stehen 
aufeinander senkrecht, so daB zu jedem extremen Punkte von & in der 
hier dargelegten Weise wenigstens eine orthogonale Substitution gehdrt. 

Andererseits leuchtet ein, da8 zu einer jeden beliebigen linearen 
Substitution, insbesondere zu einer orthogonalen Substitution 


(S) E=a’wet+ ply ty"2, n=wut By tye, S—axt py + v2 
stets ein bestimmter Punkt in & gehért, der unter allen Punkten von 
zunichst einen modglichst groBen Wert von £, nachstdem einen méglichst 
groBen Wert von y und nachstdem einen moglichst groBen Wert von & 
besitzt. Dieser Punkt p ist dann jedesmal ein extremer Punkt von &. 
Denn gehérte p einer Strecke p,p, an, wobei p, und p, zwei von p ver- 
schiedene Punkte aus ® waren, so kann zuniachst € weder fiir p,, noch 
fiir p, gréBer wie fiir p sein und miiBte daher fiir beide Punkte denselben 
Wert wie fiir p haben, weiter miiBte 7 und endlich auch & fiir p, und p, 
denselben Wert wie fiir p haben, was unmdglich ist. Wir bezeichnen 
den in Frage kommenden Punkt p als den zur Substitution (S) gehérenden 
extremen Punkt von &. Sehen wir nun zu, wie dieser zu (S) gehdrende 
extreme Punkt von & sich mittels der Stiitzebenenfunktion H(u, v, w) 
des Bezirks & charakterisieren laBt. 

Indem wir uns von vornherein die orthogonale Koordinatentrans- 
formation (S) vorgenommen denken, kénnen wir der Hinfachheit wegen 
annehmen, es handle sich speziell um den extremen Punkt, der zu den 
urspriinglichen Koordinaten, d. h. der Substitution 
(46) E=2, n=y, $=2 
gehért. Alsdann ist zunichst fiir (@, 6, y) die Richtung der positiven 
z-Achse einzuftihren und also unter {%} die Stiitzebene z= H(0, 0, 1) 
an ® zu verstehen. Ermitteln wir nun den Bereich § der Punkte von & 
in dieser Ebene. 

Nach den Ausfiihrungen in § 8 und § 11 werden in dieser Ebene 
zu & alle diejenigen Punkte x, y, 2 gehéren, fiir deren Koordinaten x, y 
bei beliebigen Werten uw, v, w stets 


ux + vy < Hu, v, w) — wH(0, 0, 1) 
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gilt. Wir setzen zur Abktirzung 
(47) H (u,v, w) — wH(0, 0,1) = H’(u, v, w); 
diese Funktion H’ geniigt dann ebenso wie H den Bedingungen 1., yh 
in § 11. Dabei wird H’(0,0,1)=0, H’(0,0,—1)>0, also allgemein 
H(0,0,)=0, H(0,0,—>0, 
wenn ¢>0 ist. Aus 
H’ (u,v, wy) + H'(0, 0, w—w) > H’(u, v, w) 
geht nunmehr, wenn w > w, ist, stets H’(u, v, wy) > H’(u, v, w) hervor. 


Danach nimmt die Funktion H’(u,v,w) mit wachsendem w bei festen 
u,v niemals zu. Andererseits ist stets 
H'(u, v) Ww) Ee i Ws 0) = H'(O, 0, w) es 0, 
H'(u, v, w) = a H'(—u, RE, 0), 

so daB H'(u,v, w) bei festen Werten w, v nicht unter eine bestimmte Grenze 
sinken kann. Mithin wird die Funktion H’(u,v, w) bei festen Werten 
u,v fiir ein unbegrenzt wachsendes w, ohne jemals zuzunehmen, nach 
einer endlichen unteren Grenze konvergieren (die sie auch schon von 
einem endlichen Werte w an erreichen kann); diese Grenze H’(u, v, +00) 
wollen wir schlechthin mit H’(w,v) bezeichnen. Aus den Higenschaften 
der Funktion H’(u,v,w) gehen folgende Umstinde fiir die Funktion 
H’(u, v) hervor: 


Ls H'(u,») + A(—u,—v) 20, HH (0,0) =09; 
2. H' (tu, tv) =tH' (u,v), wenn ¢> 0 ist; 
3. HI’ (uy, 0%) + Hi" (ug, %) = A" (uy + te, 0, + %2). 


Die Punkte z, y, 2 des Bezirks & sind nun vollig charakterisiert durch 
z= H(0,0,1) und die Ungleichungen 

(48) ux +ovy < H'(u, v) 

fiir alle méglichen Wertsysteme wu, v. 

Weiter ist fiir («’, B’, y’) die Richtung der positiven y-Achse ein- 
zufiihren und unter {%} die Stiitzgerade y= H’(0,1) an § in der 
Ebene {%}} zu verstehen. Durch analoge Betrachtungen, wie sie soeben 
‘angestellt wurden, erkennen wir, da8 die Funktion 


(49) H' (u,v) — vH'(0, 1) = A" (u, v) 
bei festem Werte u fiir ein unbegrenzt wachsendes v, ohne jemals zu- 


zunehmen, nach einer endlichen unteren Grenze H”(u, +00) konvergiert, 
die wir einfach mit H’”(u) bezeichnen. Alsdann gilt 


H’(0)=0; HA’ (tu) =tH"(u), wenn ¢>0 ist; A”(1)+ A"(—-1) 29; 
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und finden wir den Bereich & der Punkte von § in der Geraden {2} 
durch 

(50) 2«=—H(0,0,1), y=H'0,1), —B’°A-)Ds<2es 2") 
bestimmt. 

Endlich soll noch («”, 6”, y”) die Richtung der positiven x-Achse 
bedeuten und ist der zur Substitution (46) gehérende extreme Punkt p 
von & véllig charakterisiert durch die Koordinatenwerte 
(51) f= HO,01). y= HO, la = 1: 

Zu jedem konvexen Bezirk & gehéren in der hier dargelegten Weise 
gewisse Bezirke und 2 in Ebenen und Geraden und gewisse extreme 
Punkte p. Der Bezirk & besteht alsdann 1) aus seinen inneren Punkten, 
falls & ein konvexer Kérper ist, 2) aus den inwendigen Punkten der Be- 
zirke %, soweit diese Ovale sind, 3) aus den inwendigen Punkten der 
Bezirke &, soweit diese Strecken sind, endlich 4) aus den extremen 
Punkten p. 

Ist & ein konvexer Kérper, p ein beliebiger extremer Punkt von &, 
so finden wir die inneren Punkte von & auf den Strecken von » nach 
den anderen Punkten der Begrenzung von & gelegen. Ist % ein Oval, 
p ein beliebiger extremer Punkt von %, so liegen die inwendigen Punkte 
von % auf den Strecken von p nach den anderen Punkten der Berandung 
yon %. Ist’ eine Strecke, so sind die Endpunkte ihre extremen Punkte. 


Uberblicken wir diese Tatsachen, so erkennen wir, da8 in einem 
konvexen Bezirk § ein beliebiger Punkt stets entweder selbst ein extremer 
Punkt von § ist oder einer Strecke oder einem Dreieck oder einem 
Tetraeder angehért, deren zwei, drei, vier Eckpunkte lauter extreme Punkte 
von & sind. 

Hin konvexer Bezirk & ist auf diese Weise durch die Gesamtheit 
seiner extremen Punkte vollig bestimmt als der kleinste konvexe Bezirk, 
der alle diese Punkte aufnimmt. Hin konvexer Bezirk mit einer endlichen 
Anzahl von extremen Punkten stellt danach gemi8 den Definitionen in § 4 
stets entweder ein Polyeder oder ein Polygon oder eine Strecke oder 
einen Punkt vor. Umgekehrt sind bei den eben genannten Bereichen nach 
einer Bemerkung in § 4 allein die Eckpunkte extreme Punkte und also die 
extremen Punkte in der Tat jedesmal nur in endlicher Anzahl vorhanden. 


Wir beweisen noch den folgenden Satz: 

Ist §& ein konvexer Kérper mit dem Nullpunkte 0 im Inneren und ¢ 
eine beliebige positive GréBe, so kénnen wir stets ein Polyeder 0 be- 
stimmen, dessen Hcken simtlich extreme Punkte von & sind, welches 
daher ganz in & enthalten ist, und so daB andererseits das Polyeder (1+ «)O 
den Kérper ® ganz enthilt. 
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In der Tat, wir bestimmen zunachst nach § 5 ein Polyeder O* 
irgendwie so, daB O* in & und & in (1+2)D* enthalten ist. Jeden 
einzelnen Eekpunkt q* von 0* kénnen wir, wenn er nicht selbst ein 
extremer Punkt ist, als Punkt einer Strecke oder eines Dreiecks oder 
eines Tetraeders darstellen, deren zwei, drei, vier Eckpunkte extreme 
Punkte von & sind. Es bedeute sodann © den kleinsten konvexen Bezirk, 
welcher simtliche verschiedenen hierbei herangezogenen extremen Punkte 
von & in sich aufnimmt, so stellt dieser Bezirk 0, der natiirlich nicht 
ganz in eine Ebene fallt, ein Polyeder mit diesen extremen Punkten von ® 
als Eekpunkten vor. Dabei enthaélt nun © jeden Eckpunkt von 0Q* und 
also das ganze Polyeder O* und wird daher (1+ <«)0) das Polyeder 
(1+ «)0* und somit den Kérper & enthalten. Das Polyeder Q entspricht 
danach allen in dem obigen Satze gestellten Anforderungen. 


§ 13. Projektionsraum eines konvexen Korpers von einem Punkte 
seiner Begrenzung. Extreme Stiitzehenen. 


Wir haben jetzt einige Bemerkungen iiber das Verhalten eines kon- 
vexen Kérpers in der Umgebung eines Punktes seiner Begrenzung an- 
zuschlieBen. Hs sei & ein konvexer Kérper mit der Stiitzebenenfunktion 
H(u,v,w) und p mit den Koordinaten 2, yo, % ein beliebiger Punkt 
seiner Begrenzung. Wir denken uns jeden Strahl von p aus konstruiert, 
der durch innere Punkte von & geht. Die gesamte Menge der Punkte 
auf allen diesen Strahlen, mit AusschluB des Punktes p selbst, werde 
mit §’ bezeichnet. Da um jeden inneren Punkt von & eine Kugel, aus 
lauter inneren Punkten von & bestehend, konstruiert werden kann, besitzt 
die Menge §V’ offenbar nur innere Punkte und enthalt also keinen Punkt 
ihrer Begrenzung. Es sei sodann ® diejenige abgeschlossene Menge, 
welche aus Jt’ und der ganzen Begrenzung von t’ besteht; diese Menge # 
nennen wir den Projektionsraum des Kérpers ® von p aus. Wir denken 
uns ferner um » als Mittelpunkt eine Kugel vom Radius 1 konstruiert, 
und das Gebiet P, welches # mit dieser Kugel gemein hat, heiBe der 
Projektionssektor des Kérpers & von p aus. 

Sind 1,’ und 1,’ zwei Punkte aus §’ auf zwei verschiedenen Strahlen 
“yon ) aus, so kénnen wir auf diesen Strahlen irgend zwei innere Punkte 
gq, und q, von & angeben. Jeder Punkt der Strecke q,q, ist dann eben- 
falls ein innerer Punkt.von & und gehért dadurch jeder Punkt der 
Strecke r,’r,’ wieder zu ®t’. Die Menge ¥’ besitzt also die Higenschaft 1a) 
eines konvexen Bezirks. 

Zu jedem Punkte r von ® gibt es, wenn er nicht zu i’ gehért, in 
beliebig kleiner Entfernung von ihm Punkte r’ aus Ri’. Sind 1, t, zwei 
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Punkte aus 8, so wird man daher zwei Punkte r,’, 1,’ aus Qt’ angeben 
kénnen, so da8 die Entfernungen 1,1,', t,t, unterhalb einer beliebig 
kleinen GréBe liegen, und da die Strecke 1,'t, ganz zu R’ gehért, existiert 
also auch zu jedem Punkte der Strecke 1,1, in beliebiger Umgebung ein 
Punkt von ’, ist also jeder Punkt dieser Strecke ein Punkt von §’ oder 
doch eine Haufungsstelle von 9’, mithin stets in R enthalten. Hs besitzt 
also auch die Menge ® die Higenschaft 1a) eines konvexen Bezirks; dabei 
besteht 9 aus lauter Strahlen von p aus. Der Raum & besitzt weiter 
die Eigenschaft 1c) eines konvexen Bezirks, abgeschlossen zu sein, und 
enthilt den ganzen Korper , da jeder Punkt der Begrenzung von & eine 
Hiufungsstelle von inneren Punkten von § ist. 


Die Menge %’ besteht nun genau aus allen inneren Punkten von &. 
Denn ist r irgendein innerer Punkt von ®t, so kénnen wir vier nicht 
in einer Ebene gelegene Punkte 1,, t,, 15, 1, aus { so wahlen, daB r im 
Inneren des Tetraeders (t,, t,, 13, t,) liegt. Weiter kénnen wir in be- 
liebiger Nahe von jedem dieser Punkte einen Punkt aus 9’ finden und 
daher auch vier Punkte r,’, t,’, 1, 1,{ aus t’ wahlen, so daB r dem Be- 
zirke (r,’, t,, Ys T,) angehdrt; alsdann aber gehdrt nach dem vorhin Aus- 
einandergesetzten r selbst zu ft’. Andererseits kann t’, wie wir bereits 
gesehen haben, keinen Punkt der Begrenzung von ® enthalten. 


Die Higenschaften 1a), 1c), 2) eines konvexen Kérpers iibertragen 
sich von dem Projektionsraume % sofort auf den Projektionssektor P; 
dieser besitzt schlieBlich noch die Higenschaft 1b) eines konvexen Bezirks, 
ganz im Endlichen zu liegen, und stellt somit in der Tat einen konvexen 
Kérper vor. Nach § 8 ist nun ein konvexer Kérper véllig bestimmt 
durch die Bedingungen seiner Stiitzebenen, und zwar geht aus den Aus- 
fiihrungen bei (21) dort hervor, daB zur Charakterisierung des Kérpers 
nicht durchaus seine sdmtlichen Stiitzebenen erforderlich sind, sondern 
daB dazu bereits die Bedingungen jeder solchen Menge unter den Stiitz- 
ebenen vollig hinreichen, welche fiir sich schon die Eigenschaft hat, jeden 
einzelnen Punkt der Begrenzung von § aufzunehmen. Nun baut sich der 
Projektionssektor P aus lauter Radien der Kugel 


(52) (@— 4)? + Y—H)? + 4)? <1 

auf. Durch jeden Endpunkt eines solchen Radius geht eine Tangential- 
ebene dieser Kugel, welche zugleich eine Stiitzebene an P bildet. Ist 
aber t ein Zwischenpunkt eines solchen Radius und gehért der Begrenzung 
von P an, so kann eine Stiitzebene durch r an P nicht Punkte dieses 
Radius trennen und muf also durch p gehen, ist somit eine Stiitzebene 
durch p an P und dann weiter auch an Rt und endlich an & selbst. 
Andererseits hat jede Stiitzebene durch p an & den Raum ®t’ ganz auf 
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einer Seite liegen und ist daher zugleich auch Sttitzebene durch p an R 
und an P. 

Hiernach wird nun der Projektionssektor P bereits véllig charak- 
terisiert sein durch die Ungleichung (52), welche die Bedingungen aller 
Sttitzebenen an diese Kugel zusammenfaBt, und zudem durch die Be- 
dingungen aller Stiitzebenen 


(53) an + By + y2< H(a, B, 7) 
an §, welche durch p gehen, also die Beziehung 
(54) ty + BY + 7% = H(a, B, 7) 


erfiillen. Nach der Art, wie der Projektionsraum und der Projektions- 
sektor P sich gegenseitig bestimmen, wird dann der Projektionsraum ‘it 
schon allein durch die letzteren Bedingungen (53), (54), also durch die 
Bedingungen der samtlichen vorhandenen Stiitzebenen durch p an & 
charakterisiert sein. Die Menge ’ endlich bildet, wie wir sahen, das 
ganze Innere des Raumes R. — 

Wir nennen zwei Richtungen unabhangig, wenn sie weder identisch 
noch einander entgegengesetzt sind, drei Richtungen unabhingig, wenn 
sie nicht samtlich einer einzigen Ebene angehéren. Wir bezeicbnen einen 
Punkt p der Begrenzung von § als einen Fldchenpunkt von &, wenn 
durch » nur eine einzige Stiitzebene an ® geht, als einen Kantenpunkt 
von &, wenn durch p mehrere Stiitzebenen an & gehen, aber deren Normalen- 
richtungen samtlich einer Ebene angehGren, als einen Eckpunkt von &, 
wenn durch p sich drei solche Stiitzebenen an ® legen lassen, deren 
Normalen nicht simtlich einer einzigen Hbene angehéren. 

Gilt in R durchweg y <0, wobei p = 0 die Gleichung einer Ebene, aber 
nicht durchaus einer Stiitzebene an § vorstellt, so wollen wir den durch 
gy <O bestimmten Bereich als einen Halbraum um & bezeichnen. Sind 
in diesem Sinne g,<0, g,<0 zwei Halbraume um § und sind q, ¢ 
zwei positive Konstante, so gilt in auch stets p = ¢,9, + &9,< 0 und 
stellt also diese Bedingung gy <0 jedesmal wieder einen Halbraum um 
R dar. Wir bezeichnen nun einen Halbraum p<0O um &§ als einen 
extremen Halbraum um &, wenn es nicht méglich ist, zwei verschiedene 
Halbraume 9, <0, 9, <0 um & und zwei positive Konstanten ¢,, c, so 
gu wihlen, daB » = ¢,9, + &zq ist. 

Wir denken uns jetzt der Hinfachheit wegen den Anfangspunkt 0 
der Koordinaten im Inneren von & gelegen, um gemiS § 8 den polaren 
Kérper § von & einzufiihren. Es gilt dann stets H(u,v,w) >0, wenn 
u,v,w+0,0,0 sind. Die Bedingung eines jeden den Nullpunkt im 
Inneren einschlieBenden Halbraumes kénnen wir in die Form 


(55) yp=ur+acytwe—1<0 
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setzen, und ein solcher ,,Halbraum (uw, v, w)“ enthalt den ganzen Korper 
&, jedesmal dann, wenn H(u,v,w)<1 ist. Andererseits besteht der 
polare Kérper § aus allen Punkten mit Koordinaten wu, v, w, wobei 
H(u, v, w) <1 ist, und entsprechen jetzt die extremen Halbriume (w, », w) 
um § offenbar genau den extremen Punkten (u,v, w) des Korpers §. 
Da letztere Punkte notwendig der Begrenzung von § angehoren, also fir 
sie stets H(u, v, w) =1 ist, sehen wir zunichst, daB die Bedingung eines 
extremen Halbraumes um § jedenfalls zugleich die Bedingung einer Stiitz- 
ebene an S vorstellt; die beziiglichen Stiitzebenen bezeichnen wir als 
extreme Stiitzebenen an 8. 

Dem Punkte p(y, Y%, %) auf der Begrenzung von § entspricht dua- 
listisch die Stiitzebene 
(56) LUutyv+taw—-1<0 
an §. Die Menge der Punkte von § in dieser Ebene wollen wir mit 
D(p) bezeichnen; jeder Stiitzebene durch p an & mit einer Bedingung 
UL + yy + wW4—1<0 entspricht in D(p) ein Punkt (w%,v%, ww). Je 
nachdem nun p ein Flachen-, Kanten-, Eckpunkt von & ist, wird D(p) 
einen einzelnen Punkt oder eine Strecke oder ein Oval vorstellen. Auf 
Grund der oben abgeleiteten Resultate erkennen wir nun die folgenden 
Umstinde. 

Ist zunichst p ein Fldchenpunkt von & und »~ <0 die Bedingung 
der einzigen alsdann vorhandenen Stiitzebene durch p an &, so wird der 
Projektionsraum # des Kérpers & von p aus der ganze Halbraum w <0. 

Ist zweitens p ein Kantenpunkt von &, so gibt es zwei extreme Stiitz- 
ebenen durch p an §, deren Bedingungen »,< 0, ~, <0 seien, und diese 
haben dann die Bedingung jeder anderen durch p an & vorhandenen Stiitz- 
ebene in einer Form (1 —#)¥,+t¥,<0, O<t<1 zur Folge. Der 
Projektionsraum % des Kérpers & von p aus wird hier der durch die 
beiden Ungleichungen ¥,< 0, Y,<0 dargestellte Keil. 

Wir schalten jetzt eine Bemerkung in bezug auf die ebenen Figuren 
ein. Wir kénnen die hier fiir den Raum und konvexe Kérper eingefiihrten 
Begriffe sinngem&B auf die Ebene und Ovale tibertragen. Ist GS ein ebenes 
Oval, | ein Punkt seiner Berandung, so nennen wir { einen Linienpunkt 
oder einen Eckpunkt von ©, je nachdem in der Ebene von © durch j 
nur eine oder mehrere Stiitzgeraden an G gehen. Wir bilden sodann 
in der gehérigen Weise die Begriffe der extremen Halbebene um © 
und der extremen Stiitzgeraden an © und erkennen: Im Falle eines 
Linienpunktes { ist die einzige Sttitzgerade durch { an © eine extreme 
Stiitzgerade an ©, im Falle eines Eckpunktes { gibt es zwei verschiedene 
extreme Stiitzgeraden durch { an G, aus welchen dann die Bedingungen 
aller tibrigen Stiitzgeraden der ,,Eckstiitzgeraden“ durch { an © folgen. 
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Jetzt nehmen wir drittens p als einen Eckpunkt von & an, wobei 
dann D(p) ein Oval vorstellt. Diejenigen Sttitzebenen durch p an &, 
welche den inwendigen Punkten dieses Ovals entsprechen, bezeichnen wir 
als Lckstiitzebenen durch p an &. Zu jedem inwendigen Punkte dD von 
D(p) kénnen wir drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte Diy DayiDs 
in D(p) derart annehmen, daB d im Inneren des Dreiecks (0,, d., D;) liegt. 
Die charakteristische Higenschaft einer Ecksttitzebene durch p an & ist 
danach die, daB man ihre Bedingung in eine Form 


(57) P= 49+ OP. + O93 <0 


setzen kann, so da8 y,<0, 9,<0,9,<0 die Bedingungen dreier Stiitz- 
ebenen durch p an & mit wnabhdngigen Normalenrichtungen und ¢,, ¢,, ¢ 
positive Konstanten sind. 

Es bedeute in dieser Weise (57) eine Eckstiitzebene durch p an &. 
Alsdann sind g,, 9,, 9; drei unabhingige homogene lineare Ausdriicke in 
L—Xy, Y—Y, 2—%, so daB umgekehrt letztere Differenzen durch g,, 
2, M3 ausgedriickt werden kénnen. Im Projektionsraume des Kérpers 
R von p aus gilt jedenfalls 


(58) 9g, <9, P< 9, Q3 <0. 


Fordern wir gleichzeitig g=0, so muB wegen (57) notwendig py, =0, 
= 9, gs=O gelten. Die HKbene gy =0 enthilt also vom Raume ® 
allein den Punkt p, waihrend im iibrigen in ft stets mp < 0 ist. Bezeichnen 


wir den Schnitt von # mit der Ebene y =—1 mit S, so gilt wegen 
(57) und (58) in ©: 
(59) ~~ $4,590, -- 59,59, —- S959, 


und danach bestehen auch fiir die Betrige von x—%, y— Y%, 2— % 
bei den Punkten in © obere Grenzen. Der Bereich © ist also ganz im 
Endlichen gelegen; der Raum §% ist dann der Kegel aller Strahlen von 
p durch die Punkte von G, und enthalt gewiB drei nicht in gerader Linie 
gelegene Punkte. Von § iibernimmt © ferner die Higenschaften 1a) und 1c) 
eines konvexen Bezirks und stellt nun © ein Oval in der Ebene g = — 1 vor. 

Als Stiitzebenen durch p an ®t oder an & haben wir dann aufer der 
Ebene gy =0 jede Ebene durch p, welche die Ebene g = —1 in einer 
solechen Geraden schneidet, die das Oval © iiberhaupt nicht trifft oder 
eine Stiitzgerade an © ist. Aus den entsprechenden Tatsachen tiber die 
Stiitzgeraden eines Ovals entnehmen wir, daf eine Stiitzebene durch p an 
® dann und nur dann eine extreme Stiitzebene an & ist, wenn sie durch 
eine extreme Stiitzgerade an © in p =—1 fiihrt. Ferner erkennen wir 
als die Eckstiitzebenen durch p an § diejenigen Ebenen durch p, welche 
© iiberhaupt nicht treffen. Ist q ein von p verschiedener Punkt, der 
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weder in R noch in dem zu § in bezug auf p symmetrischen Kegel liegt, 
so gehen durch die Gerade pq offenbar noch unendlich viele dieser Eck- 
stiitzebenen. 

Der Projektionssektor P wird nun im Falle eines Flachenpunktes 
eine Halbkugel, im Falle eines Kantenpunktes ein Keilsektor, im Falle 
eines Eckpunktes ein Kegelsektor, 

Nach dem am Schlusse von § 12 bewiesenen Satze kénnen wir, wenn 
é eine beliebige positive GréBe bedeutet, stets zum Korper ein Poly- 
eder $8 bestimmen, dessen Hcken lauter extreme Punkte von § sind und 
so daB (1+) den Kérper § ganz enthilt. Dabei ist der Nullpunkt 
0 ein innerer Punkt von (1 + ¢)$§ und also auch von $8. Es bedeute O 
den zu $ polaren Kérper, so ist nunmehr © ein Polyeder, bei welchem 
die Ebenen der einzelnen Seitenflichen lauter extreme Stiitzebenen an 
sind, und enthalt © den Kérper &. Andererseits wird der zu (1+ ¢)$ 

1 
1-+e 
Wir gelangen damit zu folgendem Satze: 

Ist & ein konvexer Korper mit dem Nullpunkte im Inneren und € eine 
beliebige positive GriBe, so kinnen wir stets ein Polyeder 2X bestimmen, ber 
welchem die Ebenen der Seitenflichen lauter extreme Stiitzebenen an & sind 
und so dap andererseits 0. ganz in (1 + €)& enthalten ist. 


§) sein und ganz in & enthalten sein. 


polare Kérper das Polyeder 


§ 14. Tangentialebenen. 


Es sei 8 ein konvexer Kérper und 


(60) y= ax + By + ye — Ha, By) <0 
die Bedingung der Stiitzebene an ® mit der beliebigen Richtung («, B, 7) 
als (auBerer) Normale. So lange d positiv ist und eine gewisse GréBe 
(Ha, B, y) + H(— «a, — 8B, — y)) nicht erreicht, trifft die parallele Ebene 
= —d den Kérper &, ohne an ihn Stiitzebene zu sein, geht also durch 
innere Punkte von § und hat mit & einen ebenen Bereich gemein, der 
von & die Higenschaft eines konvexen Bezirks tibernimmt und gewiB drei 
nicht in gerader Linie gelegene Punkte aufweist, also ein Oval vorstellt. 
Es sei e(d) das Maximum unter den Radien der ganz in diesem Oval 
enthaltenen Kreise. Wir bezeichnen die Stiitzebene w <0 an § als eine 


Tangentialebene an ®, wenn der Quotient ue fiir ein nach Null abnehmen- 
des d tiber jede Grenze hinauswichst. Wir kénnen nun die folgende Tat- 
sache beweisen: 

Die extremen Stiitzebenen an R und allein diese Stiitzebenen sind Tan- 
gentialebenen an &. 

Fassen wir einen beliebigen Punkt p der Begrenzung von § ins Auge. 
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Ist zunachst p ein Fldchenpunkt von &, so ist die alsdann vorhandene 
einzige Stiitzebene durch p an & nach § 13 eine extreme Stiitzebene an 
K, und wie wir jetzt zeigen wollen, zugleich Tangentialebene an & in 
dem eben festgelegten Sinne. Bedeutet (60) die Bedingung dieser Stiitz- 
ebene, so ist der Projektionsraum St des Kérpers & von » aus hier der 
ganze Halbraum y <0. Die Parallelebene y = — 1 fallt daher vollstiindig 
ins Innere dieses Raumes % und kénnen wir drei innere Punkte 1,, 1, 
t, von Ji in dieser Ebene ~=—1 so annehmen, daB das Dreieck (r,, 
T,, T,) einen Kreis von beliebig groBem Radius g, enthilt. Alsdann kénnen 
wir auf den Strecken pr,, pr,, pr; irgendwelche inneren Punkte q,, q., 45 
von & finden; ist fiir diese Punkte ~ = — d,,—d,,—d;, so gehéren bei 
jedem positiven Werte d, der <d,, <d,, <d, ist, alle drei Punkte 


(L—d)p+dr,, —d)p+dr,, (1—d)p + dr, 


in der Ebene ~ = —d und daher auch das ganze Dreieck mit letzteren 
Punkten als Eckpunkten dem Inneren von & an. Dieses dem Dreieck 
(t,,T:,T3) in bezug auf p homothetische Dreieck enthilt einen Kreis vom 


Radius dg, und ist also dabei MS Danach mu8 in der Tat der 


Quotient ae fiir ein nach Null abnehmendes d iiber jede Grenze hinaus- 


wachsen. 

Ist zweitens p ein Kantenpunkt von &, so ist der Projektionsraum ft 
des Kérpers & von p aus nach § 13 ein von zwei extremen Stiitzebenen 
W,<0, Ye<O an & gebildeter Keil. Alsdann sind diese beiden extremen 
Stiitzebenen Tangentialebenen an &. Denn betrachten wir eine dieser 
Ebenen, 7,=0. Der Keil 8 schneidet aus der zu ihr parallelen Ebene 
~,=—1 eine Halbebene heraus. Wir kénnen drei innere Punkte 1,, 1, 
t, von §t in dieser Halbebene so annehmen, daf das Dreieck (1, r,, v3) 
einen Kreis von beliebig groBem Radius enthilt, und die weiteren Schliisse 
genau wie vorhin einrichten, um fiir y, = 0 den Charakter einer Tangential- 
ebene an §& einzusehen. — Da8 die iibrigen Stiitzebenen durch p an 8, 
welche mit dem Keile ® nur die Kante y,=0, ¥,=90 gemein haben, 
nicht Tangentialebenen an & vorstellen, leuchtet ebenso einfach ein. 

Analoge Bemerkungen wie hier zu den Flaichen- und Kantenpunkten 
eines konvexen Kérpers kénnen wir zu den Linien- und Eckpunkten eines 
ebenen Ovals machen, und wir kommen dadurch zu folgendem Satze: Es 
sei © ein ebenes Oval, f ein Punkt seiner Berandung, jt eine Stiitzgerade 
an G und bezeichnen wir die Lange der zu ft parallelen Sehne von © 
in einem senkrechten Abstande d’ von {ft mit o’(d’), so wachst fiir ein 


nach Null abnehmendes d’ der Quotient ae tiber jede Grenze oder kon- 
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vergiert nach einer endlichen Grenze, je nachdem die Stiitzgerade ft an 
© eine extreme ist oder nicht. 
Es sei endlich p ein Eckpunkt von &. Wir bezeichnen wieder mit 
# den Projektionsraum des Kérpers ® von p aus, sodann sei mp <0 die 
b Bedingung irgendeiner Hckstiitzebene durch p an & 
MIS und © (Fig. 1) das Oval, welches % aus der Ebene 
gy =—1 ausschneidet, { ein beliebiger Punkt der 
Berandung von ©, endlich {t in g = — 1 eine extreme 
Stiitzgerade durch | an ©. Die Ebene durch » und 
--4 ft ist dann eine extreme Stiitzebene und, wie wir 
nun zeigen, eine Tangentialebene an &. Es sei » <0 
t die Bedingung dieser Stiitzebene in der Form (60). 
Bezeichnen wir die Lange einer zu jt parallelen Sehne 
von © in einem senkrechten Abstande d’ von jt (so lange es eine solche 


Sehne von © gibt), mit o’(d’), so wachst a mit nach Null abnehmen- 
dem a’ tiber jede Grenze. Jene Sehne besitzt von der Ebene y= 0 den 


senkrechten Abstand sd’, wenn s den Sinus des Neigungswinkels der 
beiden Ebenen gy =0 und »~=0O bedeutet, und wird sie daher von p 


i 

cant 
sa ' 
\ Ver 
'd 


\ 
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aus auf die Ebene »=—1 im Abstande 1 von yy =O in eine Strecke 
von der Linge a projiziert. Der vom Kegel ® aus » = — 1 heraus- 


geschnittene Bereich enthalt danach zu jt parallele Strecken von beliebig 
groBer Linge. Zweitens aber hat dieser Bereich die Higenschaft, wenn r 
ein beliebiger Punkt darin ist, den ganzen unendlichen, von r parallel zur 
Richtung von p nach { veriaufenden Strahl zu enthalten, und infolge dieser 
beiden Umstiinde wird es offenbar méglich sein, in diesem Bereiche drei 
innere Punkte 1,,1,,13; von # so zu wahlen, da® das Dreieck (1, rg, t5) 
einen Kreis von beliebig groBem Radius enthalt. Daraus geht dann wie 
oben hervor, daB ~ = 0 eine Tangentialebene an & ist. — DaB jede Kck- 
stiitzebene durch » an §, sowie jede Ebene durch p, welche durch einen 
Eckpunkt | von © und eine Hckstiitzgerade ft an © la&uft, niemals eine 
Tangentialebene an § ist, erkennen wir durch ahnliche Uberlegungen. 


§ 15. Normalensektor zu einem Eckpunkte. 


Wir wollen die Kugel #?+ y?+ 22<1 mit o als Mittelpunkt vom 
Radius 1 stets mit ©, ihre begrenzende Flache mit © bezeichnen. 

Hs sei jetzt ® ein beliebiger konvexer Bezirk und es sei » mit den 
Koordinaten 2%, Y, 4 ein Eckpunkt von &. Wir haben den Begriff des 
Eckpunktes in § 14 fiir konvexe Kérper und fiir Ovale festgelegt; bei 
einer Strecke bezeichnen wir die Endpunkte der Strecke auch als ihre 
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Kckpunkte und, handelt es sich um einen Bezirk, der einen einzelnen 
Punkt bedeutet, diesen Punkt auch als Eckpunkt des Bezirks. In allen 
Fallen ist dann ein Eckpunkt p eines konvexen Bezirks @ dadurch charak- 
terisiert, da8 durch ihn drei Stiitzebenen an & mit unabhiingigen Nor- 
malenrichtungen gehen. Als Lckstiitzebenen durch p an & bezeichnen wir 
jede solche Stiitzebene durch p an St, deren Bedingung sich auf irgend- 
eine Weise in eine Form ¢,9,+ ¢9,+¢9;<0 bringen laBt, so dab 
9,59, gy, <9, y; <0 die Bedingungen dreier Stiitzebenen an ® mit un- 
abhingigen Normalenrichtungen und ¢,,¢,,¢,; positive Konstanten sind. 
Fiir diese Eckstiitzebenen ist dann auch folgende Higenschaft charakteristisch: 
Ist (0, By, 7%) Normale einer Eckstiitzebene durch p an §, so ist eine 
jede Richtung (a, 8, y), wobei die Betriige |« — |, |B — By|, |y — vo 
unter einer gewissen positiven GréBe bleiben, ebenfalls stets Normale 
einer Stiitzebene durch p an &. 

Wir denken uns zu jeder Bedingung 

U(a — %o) + oy — yo) + we — 4) SO 

einer Stiitzebene durch p an & den Punkt mit den Koordinaten u,v, w 
bestimmt und nehmen dazu noch den Nullpunkt w=0, v=0, w=0 
hinzu. Die dadurch hervorgehende, aus lauter Strahlen von 0 aus be- 
stehende Punktmenge ist dann abgeschlossen, hat die Higenschaft 1a) eines 
konvexen Bezirks und enthalt den Nullpunkt 0 sowie drei nicht mit ihm 
in einer Ebene gelegene Punkte. Diese Higenschaften 1c), la), 2) eines 
konvexen K6rpers iibertragen sich auch auf denjenigen Bereich, welchen 
diese Punktmenge mit der Kugel © gemein hat und den wir mit N(p) 
bezeichnen. Dieser Bereich N(p) ist zudem ganz im Endlichen gelegen 
und wird nun tatsichlich einen konvexen Kérper vorstellen. Dieser Korper 
N(p) besteht aus allen Radien der Kugel © von 0 nach den Punkten 
(a, B, y) auf ©, welche zugleich iiuBere Normalen von Sttitzebenen durch 
p an & bedeuten, und wir wollen deshalb N(p) den Normalensektor zum 
Eckpunkte p von & nennen. 

Enthalt N(p) den Punkt o als inneren Punkt, so muB N(p) mit der 
ganzen Kugel © zusammenfallen und also jede Stiitzebene an & durch p 
laufen. Dieser Fall tritt nur ein, wenn der Bezirk ® den einen Punkt p 
- bedeutet. In jedem anderen Falle ist 0 notwendig ein Punkt der Be- 
grenzung von N(p) und der Kérper N(p) zugleich sein eigener Projektions- 
sektor von 0 aus. 

Ist & ein konvexer Korper und (a, 6, y) (auBere) Normale einer 
Stiitzebene durch p an §, so geht die Stiitzebene an & mit der (auBeren) 
Normale (— «, — 6B, — y) jedenfalls nicht durch p. Der Sektor N(p) kann 
also hier nicht zwei Radien von 0 aus in entgegengesetzten Richtungen 
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enthalten. Der Punkt 0 ist daher in diesem Falle ein Eckpunkt in N(p) 
und N(p) ein Kegelsektor. Bedeutet alsdann (— «*, — B*, — y*) die Nor- 
male einer Eckstiitzebene durch 0 an N(p), so gilt fiir jede Normale 
(a, B, y) einer Stiitzebene durch p an & stets die Beziehung 


(61) et BO Ge Pye a. 


Ist & ein Oval, so ist die Ebene des Ovals und nur diese eine Ebene 
Stiitzebene an ® zugleich mit zwei einander entgegengesetzten (auBeren) 
Normalen. Alsdann enthalt N(p) einen einzigen Durchmesser der Kugel 
®&, der Punkt 0 ist ein Kantenpunkt von N(p) und N(p) ein Keilsektor 
der Kugel ©. 

Wenn endlich & eine Strecke bedeutet, so enthalt N(p) gewiB zwei 
verschiedene Durchmesser von &, und ist 0 ein Flachenpunkt von N(p) 
und daher N(p) eine Halbkugel von ©. 

Die imneren Radien von N(p), d. h. diejenigen, welche von 0 aus ins 
Innere von N(p) eintreten, entsprechen den Normalen (a, 6, y) der Eck- 
stiitzebenen durch p an &. Da eine solche Eckstiitzebene von & iiberhaupt 
nur den einen Punkt p enthalt, kann sie niemals durch einen zweiten 
Eckpunkt von & gehen. Besitzt der konvexe Bezirk ® verschiedene Eck- 
punkte, so miissen danach die Normalensektoren zu diesen Eckpunkten 
untereinander in ihren inneren Punkten durchweg verschieden sein. Nun 


sind sie samtlich Teile der Kugel @, deren Volumen endlich — ist. 


Auch in dem Falle, daB die Zahl der Eckpunkte von & eine unendliche 
ist, kann es daher unter diesen Eckpunkten jedesmal nur eine endliche 
Anzahl geben, bei welchen das Volumen des zugehérigen Normalensektors 
eine beliebig angenommene positive GréBe iibersteigt. Wir sind danach 
stets imstande, die simtlichen Eckpunkte eines konvexen Bezirks nach dem 
Volumen ihrer Normalensektoren in eine abzihlbare Reihe zu ordnen. 


Ist & ein konvexer Bezirk mit einer endlichen Anzahl von extremen 
Punkten, also ein Polyeder, Polygon, eine Strecke oder ein Punkt, so sind 
alle extremen Punkte von ® zugleich Eckpunkte von &. Es geht daher 
jede Stiitzebene an & durch wenigstens einen Eckpunkt von &, und ge- 
hért infolgedessen jeder Radius von & dem Normalensektor zu wenigstens 
einem Hekpunkte von & an. Die Normalensektoren der simtlichen Eck- 
punkte von § erfiillen dann also die ganze Kugel & und die Summe ihrer 


P ‘ 4a 
Volumina ist genau = ae 


Theorie der konvexen Kérper. 171 


§ 16. Normalensektor zu einem AiuBeren Punkte eines konvexen 
Korpers. Kappenkérper. 


Hs sei jetzt & ein konvexer Kérper und p mit den Koordinaten 
Voy Yor % ein beliebiger Punkt auferhalb &. Es bedeute H(u, v, w) die 
Stiitzebenenfunktion von §, diejenige des Punktes p ist 


(62) Hy(u, v, w) = uty + vy) + wey. 


Bezeichnen wir das Maximum unter den zwei Werten H(u, v, w) und 
H,(u, v, w) jedesmal mit H*(u, v, w), so ist H*(u, v, w) nach § 11 die 
Stiitzebenenfunktion des kleinsten, den Kérper ® und den Punkt p zu- 
sammen enthaltenden konvexen Kérpers (p, ®). Die Menge aller der- 
jenigen Punkte, welche dieser Kérper (p, 8) auBer den Punkten von 
enthalt, mége die Kappe von p an & heiBen. 

Wir wollen die Punktmenge aller Strecken pf von p nach den ver- 
schiedenen Punkten f des Kérpers ® mit R* bezeichnen. Wir stellen nun 
vor allem fest, daB der Korper (p, &) sich genau mit dieser Punktmenge 
R* deckt. In der Tat, zunichst enthalt (p, R) als konvexer Bezirk jede 
von jenen Strecken pf und also die ganze Menge S*. 

Diese Menge &* aber bildet bereits fiir sich einen konvexen Bezirk. 
Sie besitzt offenbar die Higenschaft 1a) eines konvexen Bezirks deshalb, 
weil diese Higenschaft dem Koérper ® zukommt; zweitens ist sie wie & 
und p ganz im Endlichen gelegen. Drittens ist sie nun auch eine ab- 
geschlossene Punktmenge. Denn erscheint irgendein Punkt r im Raume 
als Haufungsstelle von unendlich vielen Punkten der Form (1—?#)p +f, 
wobei jedesmal f einen Punkt von & und ¢ einen Wert >O und <1 
bedeutet, so kénnen wir aus diesen Punkten eine unendliche Reihe solcher 
herausnehmen, die nach dem Punkte r konvergieren, d. h. deren Abstiinde 
von r nach Null abnehmen. Da & ganz in einer Kugel von endlichem 
Radius liegt, unendlich viele Punkte f aus & also stets wenigstens eine 
Haufungsstelle besitzen miissen, kénnen wir dann weiter aus jener ersten 
Reihe von Punkten eine zweite unendliche Reihe 

(l = t,)p os tt, ! - t2)~ 2 tate, : 
aussondern, fiir die auch noch die darin vorkommende Punktreihe f,, f, ... 
“nach einem Grenzpunkte konvergiert. Da & eine abgeschlossene Punkt- 
menge vorstellt, ist dieser Grenzpunkt wieder irgendein Punkt f aus 8, 
und gleichzeitig muB auch die Reihe der Werte ¢,, ¢,,... nach einem 
Grenzwerte t > 0 und <1 konvergieren, mit dem dann r = (1 — t)p + tf 
gilt. Danach liegt die Haufungsstelle r der Menge &* selbst auf einer 
Strecke von p nach einem Punkte von &, gehért somit selbst zu 8*, d.h. 
eben * ist eine abgeschlossene Punktmenge; &* besitzt also in der Tat 
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alle Eigenschaften eines konvexen Bezirks. Da nun der Kérper (p, &) 
in jedem, p und & enthaltenden konvexen Bezirk enthalten ist, muB da- 
nach umgekehrt (p, ®) in &* enthalten sein und deckt sich also genau 
mit der Menge §*. 

Betrachten wir weiter alle Punkte der Form p +¢(£— pp), wobei f 
einen Punkt von & und ¢ jetzt einen beliebigen Wert >0 bedeute, so 
ist die Menge # dieser Punkte ebenso wie & abgeschlossen und stellt 
den Projektionsraum des Kérpers (p, ®) von » aus vor. Durch p kénnen 
wir jedenfalls eine solche Ebene legen, welche & nicht trifft, und diese 
enthalt dann vom Raume  einzig den Punkt yp, danach ist p ein Eck- 
punkt im Ké6rper (p, &). 

Als (4uBere) Normalen der Stiitzebenen durch p an (p, &) haben wir 
diejenigen Richtungen (a, B, y), bei welchen 


(63) H* (a, B, 7) = Wy + BYy + 7% = Hi, («, B, 7) 
oder also, was damit gleichbedeutend ist, 
(64) (a, B, ¥) S&L + BY + V2 


gilt. Die Radien der Kugel G, die von o aus in diesen Richtungen 
fiihren, bilden den Normalensektor zur Ecke » im Koérper (p, &), den wir 
jetzt den Normalensektor zum duperen Punkte » von ® nennen und wieder 
mit N(p) bezeichnen. Die inneren Radien von N(p) bestimmen uns die 
Normalen (a, 6, y) der Eckstitzebenen durch p an (p, &); fiir diese Rich- 
tungen gilt 

(65) (a, B, vy)< Ly + BY + V2, 


sie bedeuten also gleichzeitig die Normalen derjenigen Stiitzebenen an S, 
welche p von & trennen, d.h. p auf entgegengesetzter Seite wie das 
Innere von & liegen haben. 

Es sei sodann N(p) der zu N(p) komplementiire abgeschlossene Sektor 
in der Kugel, d.h. die Punktmenge aller Radien von po nach solchen 
Punkten (a, 6, y) auf ©, fiir welche 


(66) H(a, B, y) = ax + By + ye 
oder also 
(67) Hake: (@, B, v) hed Ha, B, y) 


ist. Die beiden Sektoren N(p) und N(p) bestimmen einander gegenseitig, 
indem sie zusammen die ganze Kugel © ausfiillen, in ihren inneren Punkten 
durchweg verschieden sind, ihre begrenzenden Radien dagegen villig ge- 
meinsam haben. 

Entsprechend seiner Stiitzebenenfunktion H*(u, v, w) hat der Kérper 
K* = (p, K) jede solche Sttitzebene, deren Normale der Bedingung (67), 
also einem Radius von N(p) entspricht, mit dem Kérper & gemein; es 
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erfiillt also (p, &) die Bedingungen 
(68) an + By + yz < Ho, B, y) 


fiir alle Richtungen (qe, 6, 7), die den Radien von N(p) entsprechen. Von 
den beziiglichen Stiitzebenen (68) gehen diejenigen, welche den begrenzen- 
den Radien von N(p) entsprechen, durch den Punkt p. Da N(p) und die 
inneren Radien von N(p) die ganze Kugel © zusammensetzen, besitzt der 
Korper (p, &) an weiteren Stiitzebenen nur die Eckstiitzebenen durch p, 
welche von diesem Kérper einzig den Punkt p enthalten. Hiernach 
nehmen bereits die zuerst genannten Sttitzebenen die ganze Begrenzung 
von (p, ®) in sich auf, und ist daher der Kérper (p, ®) durch die Ge- 
samtheit der Bedingungen (68), (66) schon vollkommen charakterisiert. 
Auf diese Weise ist durch § und den in der Kugel © konstruierten Sektor 
N(p) baw. den Sektor N(p) der Kérper (p, &) und sodann der Punkt p als 
der einzige, nicht zu §& gehdrende Eckpunkt von (p, ®) genau bestimmt. 

Es seien jetzt p und q zwei verschiedene Punkte auferhalb §, so 
kénnen wir das Verhalten der durch p und gq gelegten Geraden zum 
Korper ® mit Hilfe der zu p und q gehérigen Normalensektoren N(p) 
und N(q) in einfacher Weise beurteilen. Wir haben folgende Méglich- 
keiten zu erwigen: 


1. Die Gerade pq treffe den Kérper & nicht auf der Strecke pq, 
aber auf deren Verlingerung iiber q hinaus. Alsdann ist gq ein Punkt 
der Kappe von » an § und daher der Kérper (q, &) ganz in (p, ®) und 
weiter die Kappe von q an & ganz in der Kappe von p an § enthalten. 
Andererseits sind dann diejenigen Stiitzebenen an &, welche gleichzeitig 
Stiitzebenen an (p, ®) vorstellen, notwendig auch Stiitzebenen an (q, &) 
und ist daher der Sektor N(p) ganz in dem Sektor N(q) enthalten, also 
enthalt endlich der komplementire Sektor N(p) ganz den komplementiren 
Sektor N(q) 

Umgekehrt erkennen wir, daB, wenn der Sektor N(p) den Sektor N(q) 
enthalt, notwendig fiir die Gerade pq der hier angenommene Fall vorliegt. 
Denn es ist dann andererseits der komplementiire Sektor N(p) ganz in 
dem komplementiiren Sektor N(q) enthalten, und gentigt daher der KGrper 
(q, ®) allen den Ungleichungen (68), welche in ihrer Gesamtheit genau 
- den Bereich des Kérpers (p, 8) charakterisieren. Mithin ist q selbst in 
(p, &) enthalten, also ein Punkt der Kappe von p an &. 


2. Die Gerade pq treffe den Kérper & nicht auf der Strecke pq, aber 
auf deren Verlingerung tiber p hinaus. Fir diesen Fall ist charakteristisch, 
daB der Sektor N(p) ganz in dem Sektor N(q) enthalten ist. 

3. Die Gerade pq treffe den Koérper & iiberhaupt nicht. Der Punkt 
q gehért dann weder dem Projektionsraume §t des Kérpers (p, &) von p 
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aus noch dem dazu in bezug auf p symmetrischen Kegelraume an, und 
gibt es daher nach § 14 Ebenen durch pq, welche mit # nur den Punkt 
p gemein haben, also keinen Punkt von ® enthalten, mithin gleichzeitig 
Eckstiitzebenen durch p an (p, 8) und durch q an (q, &) sind. In diesem 
Falle haben daher die Normalensektoren N(p) und N(q) innere Punkte 
gemein, es ist aber nach dem bei 1. und 2. Ausgefiihrten keiner dieser 
Sektoren vollstaindig in dem anderen enthalten. 


4, Endlich enthalte die Strecke pq selbst wenigstens einen Punkt f 
von &. Alsdann gibt es keine Stiitzebene an ®, welche p und q beide 
auf der entgegengesetzten Seite wie das Innere von & liegen hat. In 
diesem Falle haben daher die Normalensektoren N(p) und N(q) keinen 
inneren Punkt gemein, und umgekehrt erkennen wir letzteren Umstand 
als charakteristisch fiir die hier angenommene Lage der Punkte p und q 
zu &, wenn wir damit die Ergebnisse in den zuerst untersuchten Fallen 
vergleichen. Ist dann p* ein Punkt der Kappe von p an S, q* ein Punkt 
der Kappe von g an 8, so ist der Normalensektor N(p*) im Sektor N(p) 
und der Normalensektor N(q*) im Sektor N(q) enthalten und haben daher 
auch N(p*) und N(q*) keinen inneren Punkt gemein. Somit kann nie- 
mals p* mit q* identisch sein, und zudem enthalt die Strecke p*q* stets 
wenigstens einen Punkt f* von & und laBt sich dann in zwei Strecken 
p*f und f*q* zerlegen, von denen die eine ganz dem Kérper (p, &), die 
andere ganz dem Kérper (q, &) angehért. 

Auf Grund der letzten Bemerkung leiten wir noch folgenden Satz her: 


Es sei & ein konvexer Korper und es seien p,, p,,... eine endliche 
oder unendliche Reihe von Punkten auSerhalb & derart, daB von ihren 
Normalensektoren N(p,), N(p.),... in bezug auf & keine zwei unterein- 


ander einen inneren Punkt gemein haben. Alsdann bildet die Vereinigung 
der samtlichen Kérper (p,, &), (p,, &), ... (d. i. also der Kérper & unter 
Hinzunahme der Kappen von allen einzelnen Punkten p,, p,,... an &) 
stets wieder einen konvexen Korper. 

Wir bezeichnen den in dieser Art gebildeten Bereich mit 


KF = (P., Poy sess 8). 


Aus der zuletzt gemachten Bemerkung erhellt, daB dieser Bereich jeden- 
falls die Kigenschaft 1a) eines konvexen Bezirks hat, mit irgend zwei 
Punkten p*, q* stets die ganze Strecke p*q* zu enthalten. Ist die vor- 
ausgesetzte Punktreihe p,, p,,... eine endliche, so versteht sich ferner, 
daB ebenso wie jeder einzelne der Kérper (p,, ®), (p,, &),... auch dieser 
ganze Bereich eine abgeschlossene Punktmenge und ganz im Endlichen 
gelegen ist. In diesem Falle bedeutet dann &* einfach den kleinsten, & 
und die samtlichen Punkte p,, p,,... aufnehmenden konvexen Bezirk. 
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Stellt ® ein Polyeder vor, so ist der soeben angenommene Fall, daB 
die Reihe p,, p,,... eine endliche ist, tiberhaupt allein méglich. Denn 
ist dann p ein Punkt auBerhalb ®, so muB es unter den Ebenen der 
Seitenflachen des Polyeders & wenigstens eine geben, welche p auf ent- 
gegengesetzter Seite liegen hat wie das Innere von &. Der Radius der 
Kugel @ in Richtung der Normale (a, 6, y) dieser Seitenfliche tritt dann 
als ein innerer Radius in dem zu p gehérenden Normalensektor N(p) auf. 
Danach kann die vorausgesetzte Reihe von Punkten p,, p,, ... auBerhalb 
& mit Normalensektoren N(p,), N(p,),..., die im Inneren durchweg ver- 
schieden sind, gewiB nicht mehr Punkte aufweisen, als das Polyeder & 
Seitenflichen besitzt. 

Es sei jetzt der konvexe Kérper ® kein Polyeder und die voraus- 
gesetzte Reihe der Punkte p,, p,,... eine unendliche. Wir wollen uns 
der Einfachheit wegen den Nullpunkt 0 im Inneren von & gelegen denken. 
Ist € eine beliebige positive GréBe, so kénnen wir dann nach § 5 zu & 
stets ein Polyeder 0 bestimmen, welches den Kérper & enthalt und selbst 
in (1+) enthalten ist. Ist p ein Punkt aufSerhalb 0, so ist jede 
Stiitzebene durch p an den Kérper (p, 0) zugleich eine Stiitzebene durch 
p an (p, ®) und ist daher der Normalensektor zum Eckpunkte p von 
(p, 2) ganz im Normalensektor N(p) zum Eckpunkte p von (p, &) ent- 
halten. Haben wir verschiedene Punkte p auBerhalb 0, deren Normalen- 
sektoren in bezug auf & in ihren inneren Punkten verschieden sind, so 
werden daher auch gewiB deren Normalensektoren in bezug auf © in 
ihren inneren Punkten verschieden sein. Da © ein Polyeder ist, kann 
es nach dem vorhin Bemerkten infolgedessen in der Reihe }),, p,,... 
jedesmal nur eine endliche Anzahl] von Punkten geben, die auBerhalb 0, 
und um so mehr nur eine endliche Anzahl geben, die auBerhalb (1 + ¢)& 
liegen. Daraus entnehmen wir weiter, da jede irgend vorhandene Hiu- 
fungsstelle der Reihe p,, p,,... notwendig ein Punkt auf der Begrenzung 
von & ist, und daB auch in diesem Falle, wo es sich um unendlich viele 
Punkte p,, p,,-.. handelt, die Kérper (p,, &), (p,, ®),... zusammen in 
einer Kugel von endlichem Radius enthalten sind und ihre Vereinigung 
R* eine abgeschlossene Punktmenge vorstellt, somit in der Tat &* wieder 
alle Higenschaften eines konvexen Kérpers besitzt. 

Der Kérper &* ist in jedem Falle vollstandig charakterisiert als der 
kleinste konvexe Kérper, der ® und die samtlichen Punkte p,, po, .. 
aufnimmt; wir bezeichnen deshalb &* auch mit (),, p,,..., &) und wir 
wollen jeden in dieser Art aus & abgeleiteten konvexen Kérper einen 
Kappenkorper yon ® nennen. Die Punkte p, sind simtlich Eckpunkte in 
RK*, da R* ganz im Projektionsraume des Kérpers (p,, &) von p, aus 
liegt. Jede Stiitzebene an * ist notwendig Stiitzebene an wenigstens 
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einen der Kérper (p,, 8), also entweder Stiitzebene an & oder Hckstiitz- 
ebene an &* durch einen Eckpunkt p,. Umgekehrt gilt folgende Tatsache: 

Sind fiir einen konvexen Koérper &* alle Stiitzebenen mit Ausnahme 
der Eckstiitzebenen durch gewisse Eckpunkte ),, p.,... zugleich Stiitz- 
ebenen an den konvexen Kérper &, so ist R* ein Kappenkérper von &. 

Denn da in einem Eckpunkte p, von &* die Bedingungen der Hek- 
stiitzebenen aus den Bedingungen der anderen Stiitzebenen durch p, an 
K* folgen, so erfiillt & jedenfalls die Bedingungen aller Stiitzebenen an 
K*, es ist also R in K* enthalten und liegen p,, p,,... auBerhalb &. 
Sodann sind die Normalensektoren zu den Eckpunkten p,, p,, ... von &* 
untereinander im Inneren verschieden, und gilt daher das Namliche von 
den Normalensektoren zu ),, P,,... in bezug auf §, so da& wir den 
Kappenkérper (),, Pe, .--, &) von & herstellen kénnen. Jede Sttitzebene 
an &* ist dann zugleich Stiitzebene an diesen Kappenkérper und ist da- 
her &* mit letzterem Ko6rper identisch. 

Nehmen wir fiir den Kérper & speziell die Kugel G mit 0 als Mittel- 
punkt vom Radius 1 und ist p ein Punkt auBerhalb ©, so ergianzen die 
Kappe von » an ®& und der Normalensektor N(p) dieser Kappe sich 
genau zu dem Doppelkegel, der durch Rotation eines Dreiecks otp, wobei 
die Linge ot =1 und der Winkel otp ein rechter ist, um op entsteht. 
Der allgemeinste Kappenkérper der Kugel & wird sodann erhalten, indem 
man auf der Oberfliche dieser Kugel eine endliche oder unendliche Reihe 
von Kalotten bezeichnet, von denen eine jede kleiner als eine Halbkugel 
ist und die untereinander in ihren inwendigen Punkten durchweg ver- 
schieden sind, und auf jede Kalotte den Rotationskegel aufsetzt, der die 
Kalotte als Basis hat und dessen Spitze in solcher Distanz von 0 liegt, 
daB die Strecken auf dem Mantel die Kugel beriihren. 


Ill. Kapitel. 


Scharen konvexer Korper. 


§ 17. Schar konvexer Bezirke. 
Bedeuten ),,P.,..., P,, irgendwelche Punkte und sind g,, y,, 2, die 
Werte der Koordinaten 2, y,2 von p, (fiir 7=1,2,...,m), sind ferner 


51, S9,--+,8,, Irgend m Konstanten, so soll nach einer in § 4 getroffenen 
Festsetzung unter 


(69) P=SP,+ Spot ---+5,),, 


derjenige Punkt verstanden werden, dessen Koordinaten durch 


(70) B= D555 ¥ = DSi, e= 5's,2; G=1,2,..., m) 
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bestimmt sind. Die Bedeutung dieses Punktes p ist stets dann véllig 
unabhangig von dem zugrunde gelegten Systeme von Parallelkoordinaten 
XL, Y,2, wenn s,+ S,+---+8,=1 ist, dagegen, wenn nicht die letztere 
Beziehung statthat, noch wesentlich abhingig von dem als Anfangspunkt 
der Koordinaten angenommenen Punkte 0, wie die Darstellung desselben 
Punktes in der Form 


(71) Pizaont aaa Pack ae tesa Vata bsa5) -ai8y ye 7Siq) 0 
zum Ausdrucke bringt. 
Ks seien §,, ®,,..., ®,, eine endliche Reihe von konvexen Bezirken, 


von denen also ein jeder einen konvexen Kérper oder ein ebenes Oval 
oder eine Strecke oder einen Punkt bedeuten kann, und 


(72) Hi, (u,v, w), H(u,v, w),..., H,(u, v, w) 


ihre Sttitzebenenfunktionen. Jede dieser Funktionen gentigt den Be- 
dingungen 1.,2.,3. in § 11. Sind nun s,, s,...,5, beliebige solche 
konstante Werte, die saimtlich >0O sind, so kénnen wir aus jenen Be- 
dingungen fiir diese einzelnen Funktionen sofort die entsprechenden Be- 
ziehungen fiir die Funktion 


(73) Hu, v; w) = 8, H, (u, 0; w) “te 8, H,(u, oe) w) “pastries; Hy, (u, Vv; w) 


m 


herleiten, und wird daher nach einem Satze in § 11 diese lineare Ver- 
bindung H = 3,H, jedesmal wieder die Stiitzebenenfunktion eines ge- 
wissen konvexen Bezirks ® vorstellen. Fiir diesen Bezirk ® kénnen wir 
sodann die folgende zweite Entstehungsweise aus den Bezirken &,,8,,...,& 
feststellen: 

Der konvexe Bezirk 8 mit der Stiitzebenenfunktion 


H=>s,H, (ea 12 mn) 


ist identisch mit der Menge aller derjenigen Punkte p, welche sich auf 
irgendeine Weise in die orm 


™ 


p= >5,, (4 =1,2,...,m) 
setzen lassen, so daB dabei jedesmal p, ein Punkt aus dem konvexen Be- 
zirke &, ist. 

In der Tat, bezeichnen wir vorliufig die Menge aller Punkte p, welche 
irgendwie in der eben erwahnten Form _>3,); darzustellen sind, mit &*, 
so leuchtet zuniichst ein, daB der konvexe Bezirk R mit der Stiitzebenen- 
funktion H =>'s,H, jedenfalls diese Punktmenge ®* ganz enthalt. Denn 
sind u, v, w irgendwelche Werte, so gilt fiir einen Punkt p, mit den 
Koordinaten 2;, y,, 2, aus ®; jedesmal 


(74) ua, + vy, + we, < H,(u, », w), 
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und infolgedessen fiir die Koordinaten wv, y,2 des Punktes p= > 5,); 2U- 
folge (70) und (73) dann 
(75) uz+ovy+we< Au, v,w), 
so daB ein beliebiger derartiger Punkt p aus &* notwendig stets zum Be- 
zirke ® mit der Stiitzebenenfunktion H = >s,H, gehort. 

Ferner kiénnen wir zeigen, daB die Punktmenge §* fiir sich bereits 
einen konvexen Bezirk vorstellt. Haben wir fiir zwei verschiedene Punkte 
p’ und p” aus &* Darstellungen 


(76) P= Spi, P= Dp" G@=1,2,..., m), 
wo p,; und p,” Punkte aus &, sind, und ist ¢ ein Wert >0O und <1, so 
folgt 

(77) (1—d)p't tp" = D35,(d — Op, + tH,’), 

und ist daraus nach der Higenschaft 1a) fiir die Bezirke ®, sofort er- 
sichtlich, daB auch jeder Punkt der Strecke p’p” als Punkt der Menge &* 
auftritt, somit dieser Menge &* ebenfalls die Higenschaft la) eines kon- 
vexen Bezirks zukommt. Weiter bestehen fiir die Koordinaten der Punkte 
p, in ®, untere und obere Grenzen und erschlieBen wir daraus mit Riick- 
sicht auf (70) sogleich eine untere und obere Grenze fiir die Koordinaten 
der Punkte in &*, so daB &* die Higenschaft 1b) eines konvexen Bezirks 
hat. Endlich ist &* auch eine abgeschlossene Punktmenge. Denn ist 
irgendein Punkt q eine Haufungsstelle von &*, so kénnen wir in &* eine 
unendliche Reihe von Punkten 


(78) p®, p®, p®, Ps 
angeben, welche nach q konvergieren, d. h. deren Abstinde von q mit 


wachsendem Index nach Null abnehmen. Jeden dieser Punkte p® kénnen 
wir auf irgendeine Art in die Form 


(79) p” Saiet p,” a Sy Po Sl hg Sm?” 


setzen, so da dabei p, ein Punkt aus §, ist. Nun kénnen wir, da &, 
ganz im Endlichen liegt, zunichst aus der Reihe p,, p,@, p,®,... eine 
solche unendliche Reihe p®?, p%?, p%?, aussondern, die nach einem 
bestimmten Grenzpunkte konvergiert, der p, heife, sodann kénnen wir, 
da &, ganz im Endlichen liegt, aus der Reihe p{’, p&?, p?, ... eine 
soleche unendliche Reihe pe ap Se ... aussondern, die nach einem 
bestimmten Grenzpunkte p, konvergiert, usw. Zuletzt kommen wir dann 
zu einer unendlichen Reihe von Indizes x,™), x”), x.™,... aus der Reihe 
1, 2,3,... derart, daB zu gleicher Zeit fiir jeden Index i= 1, 2,...,m 
die Reihe 


x x0” x0” 
(80) por) penn? pn? 


3 pree 
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je nach einem bestimmten Grenzpunkte p, konvergiert. Dabei entspringt 
fir q als Grenzpunkt der Reihe (78) notwendig die Darstellung 


(81) G = 8, Py + SyPe ++ + Sn Pin- 

Nun gehért jedesmal der Grenzpunkt p, zu 8, selbst, da diese Menge ab- 
geschlossen ist. Durch den letzten Ausdruck erscheint daher die Haufungs- 
stelle q von &* selbst stets als ein Punkt dieser Menge ®*. Hiernach 
besitzt &* auch die dritte, fiir einen konvexen Bezirk zu fordernde Eigen- 
schaft, abgeschlossen zu sein. 

Hs sei jetzt H*(u, v, w) die Stiitzebenenfunktion von R*, so gilt 
einerseits stets H*(w, v, w) << H(u, v, w), weil R* in K enthalten ist. 
Wir kénnen aber, wenn u, v, w feste Werte sind, dazu fiir p, jedesmal 
einen solchen Punkt 2,, y;, 2; aus &; wahlen, daB fiir ihn genau 

UL, + vy, + we, = H,(u, v, w) 
ist, und dann wird fiir die Koordinaten 2, y, 2 von p= 3s,p, genau 
ux+vy+we = A(u, v, w) 
sein. Also ist das Maximum von wa + vy + wz im Bezirke R*, nimlich 
H*(u, v, w), andererseits > H(u, v, w); es folgt danach allgemein 
H* (u,v, w) = H(u, v, w), R* = RK, was zu beweisen war. 

Im Hinblick auf den eben bewiesenen Satz bezeichnen wir den kon- 
vexen Bezirk mit der Stiitzebenenfunktion H =’, H, auch schlechthin 
durch R =5's,®,. Die Gesamtheit der konvexen Bezirke >s,8, fiir alle 
méglichen Parameterwerte s,, 5,,...,8,,, die saimtlich >0O sind, nennen 
wir die Schar konvexer Bezirke mit den Grundbezirken &,, ®y, ...,®mn- 
Diejenigen Bezirke der Schar, welche mit lauter Parameterwerten §,, s,,...,5,,, 
die > 0 sind, konstruiert werden, sollen inwendige Bezirke der Schar, die 
anderen Bezirke, fiir welche ein Teil der Parameter s,,5,,...,s,, oder 
diese samtlich = 0 sind, Randbezirke der Schar hei®en. Es ist dabei 
nicht ausgeschlossen, daB ein und derselbe konvexe Bezirk in der Schar 
mittels verschiedener Wertsysteme der Parameter und insbesondere sowohl 
als ein inwendiger wie als ein Randbezirk auftritt. 

Sind &,, R,,..., &, speziell m ebene Bezirke (Ovale, Strecken, Punkte) 
in m parallelen Ebenen, welche die Richtung («, 6, y) als gemeinsame 
Normale haben, so gilt bei jedem Index i= 1, 2,..., m stets H,(«, B, 7) 
+ H,(— «,—B,—y)=0 und daher auch fiir jeden Bezirk & = 5s, 8, 
stets H(a, 6, y) + H(— «,—B,—y) =0. Es ist dann also jeder einzelne 
Bezirk der betreffenden, aus &,,8,,...,8,, entspringenden Schar ganz in 
einer Ebene mit der Normale (a, 6, y) gelegen. 

Gibt es keine Richtung (a, 8, y), wofiir alle m Gleichungen 


(82) Ha, B, y) + A(— a, —B, —y)=0 (@=1,2,..., m) 
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auf einmal gelten, sind also ®,, R,,...,%,, nicht m ebene Bezirke in m 
parallelen Ebenen, so wird fiir einen inwendigen Bezirk & der aus ihnen 
entspringenden Schar notwendig bei jeder beliebigen Richtung (a, 8, 7) 
immer 

(83) A(, B, Ybaee thee Cy pene 

sein. In diesem Falle sind daher die inwendigen Bezirke der Schar durchweg 
konvexe Kérper und soll die Schar als Schar konvexer Korper bezeichnet 
werden; dabei wird zugelassen, daB als Randbezirke der Schar auch Ovale, 
Strecken, Punkte auftreten. 


§ 18. Die Begrenzungen in den Bezirken einer Schar. 


Fiir die soeben festgestellte Bildungsweise der Bezirke in einer Schar 
aus den Grundbezirken geben wir jetzt noch eine zweite Ableitung, durch 
welche wir zugleich wichtige Aufschliisse iiber ous Begrenzung eines be- 
liebigen Bezirks der Schar erhalten. 

Hs seien &,,8,,...,&,, irgend m konvexe Bezirke mit den Stiitz- 
ebenenfunktionen H,, H,,...,H,, und ® der Bezirk mit der Stiitzebenen- 
funktion H = >'s,H, (i =1, 2, ..., m), wobei wir jetzt die Werte s, , 8),..., Sp, 
samtlich > 0 voraussetzen. 

Betrachten wir einen beliebigen extremen Punkt p von S&; es sei S: 

B= alat By t+ ye, y= wut Byt yz, S=an + By + ye 
eine orthogonale Substitution, zu der dieser extreme Punkt von & gehért. 
Wir bezeichnen wie in § 12 mit {%} die Stiitzebene an R mit der Nor- 
male (@, 6, y), mit % die Menge der Punkte von & in dieser Ebene, weiter 
in der Ebene {}} mit {&} die Stiitzgerade an § mit der Normale («’, 6’, y’), 
mit 2 die Menge der Punkte von % in dieser Geraden. Der Punkt p ist 
dann endlich derjenige Punkt von &, von dem aus in der Richtung 
(a, B’, y”) kein weiterer Punkt von & liegt. 

In analoger Weise wie die Bereiche {§}, §, {8}, &, p fiir KR mogen 
in bezug auf genau dieselbe orthogonale Substitution S fiir jeden Bezirk 
K;(@=1,2,...,m) die Bereiche {%,}, %,, {&,}, &,, p, definiert sein, so 
daB also insbesondere p; der zu S gehdrende extreme Punkt von &, wird. 

Fragen wir nun, wie fiir den Punkt » eine Darstellung 
(84) P= S41 + 8292+ +++ + Sn 
moglich ist, wobei q; jedesmal ein Punkt aus §, sein soll. 

Indem wir eine orthogonale Koordinatentransformation zulassen, 
kénnen wir ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit annehmen, die 
Richtungen (a, 8”, y), (a’, BY 7’), (@, B, y) seien die der positiven 
x,y, 2-Achse. Die Ebene {%}, welche p enthilt, ist dann durch z= F7(0, 0, 1) 
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bestimmt; fiir einen Punkt q,(x,, y,, 2,) aus &, gilt jedenfalls z,< H,(0,0,1). 
Nun haben wir insbesondere 
(85) H(O, 0, 1) =s,4,(0, 0, 1)+5,H,(0, 0,1) +---+s,H(0, 0, 1). 
Hine Relation, wie wir sie in (84) fordern, kann danach gewif nur in 
der Weise statthaben, daB dabei fiir jeden Punkt q, stets z,= H,(0, 0, 1) 
ist, d. bh. da gq, in der Hbene {%,}, als Punkt von &, also in %, liegt. 

Nach § 12 besitzt die Funktion H(u,v, w) — wH(0,0,1) und ent- 
sprechend besitzen die Ausdriicke H,(u,v,w) — w4H,(0,0,1) bei fest- 
gehaltenen Werten u,v fiir ein unbegrenzt wachsendes w jedesmal einen 
bestimmten Grenzwert; wir bezeichnen diese Grenzwerte mit H’(u, v), 
H/(u,v). Aus H(u,v, w) = 3's,H,(u, v, w) und der daraus entnommenen 
speziellen Gleichung (85) folgt dann H’(u,v) = >'s,H, (u, v). 

Die Gerade {£} der Ebene {5} wird durch y = H’(0, 1) bestimmt und 
hat daher fiir p weiter dieser Wert von y statt. Fiir einen Punkt q, aus 
@; gilt jedenfalls y; << H/(0,1). Nun ist insbesondere 


(86) H’(0,1) =s,H'(0,1) + s,8'(0,1)+--- +, (0, 1). 
Danach kann eine Relation, wie wir sie in (84) fordern, jedenfalls nur so 
statthaben, daB dabei fiir q, jedesmal y,; = H/(0, 1) ist, d. h. daB q, auf der 
Geraden {&,}, also als Punkt von %, notwendig in &, liegt. 

Weiter besitzen nach § 12 die Ausdriicke A’(u, v) —vH’(0, 1), 
H, (u,v) — vH/(0,1) bei festem w fiir ein unbegrenzt wachsendes v be- 
stimmte Grenzwerte, die wir H’(u), H,’(w) nennen wollen. Aus H’(u, v) 
= Ss, H/(u,v) und der daraus abgeleiteten speziellen Gleichung (86) folgt 
dann H (u) =, H,’(u). 

Fir den Punkt p in & ist nun endlich a = H” (1). Fiir einen Punkt q, 
aus &, gilt jedenfalls 2,< H,’(1). Nun haben wir insbesondere 
(87) EM yl Ue eae (1) ain sy): 
Danach kann endlich die Relation (84) nur noch so statthaben, daB dabei 
fiir q, jedesmal x,= H,’(1) ist, d.h. da®B q; mit dem zur Substitution S 
gehdrenden extremen Punkte p, von , identisch wird. Mit den Punkten 
q, =p, aber besteht nach den Gleichungen (85), (86), (87) in der Tat die 
Formel (84). 

Auf diese Weise sind wir zu dem folgenden Resultate gekommen: 

Ein beliebiger extremer Punkt p des Bezirks mit der Sttitzebenen- 
funktion H = _>',H,, wobei die Werte s, simtlich > 0 sind, laBt sich stets 
auf eine und nur eine Weise in die Form p =>3,p, setzen, so daB dabei 
jedesmal p, ein Punkt von 8, ist. Gehért p als extremer Punkt von & 
insbesondere zu einer orthogonalen Substitution S, so mu8 dabei p, der 
za derselben Substitution S gehérende extreme Punkt von &; werden. 

Wir sahen bereits in § 17 ((76) und (77)), daB, wenn fiir zwei Punkte 
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p und p* Darstellungen der hier verlangten Form (84) bestehen, daraus 
sogleich entsprechende Darstellungen fiir jeden Punkt der p und p* ver- 
bindenden Strecke folgen. Von dem soeben abgeleiteten Satze aus ge- 
langen wir, auf diese Bemerkung gestiitzt, nacheinander zu den weiteren 
Beziehungen: 

(88) L= 33,2, F = 25,5; & = 25,8; (@=1,2,...,m), 
deren Sinn sein soll, daB fiir jeden beliebigen Punkt q aus &, bzw. aus %, 
baw. aus & stets eine Darstellung q =>s,q, mbglich ist, so daB dabei q, 
jedesmal einen Punkt aus &,, bzw. aus %,, bzw. aus &, bedeutet. 

Sind die Grundbezirke &,, &,,...,&,, speziell m Punkte, oder sind 
sie ganz in m parallelen Geraden oder sind sie ganz in m parallelen Ebenen 
gelegen, so ist jeder Bezirk ® der aus ihnen entspringenden Schar ein 
Punkt, oder in einer zu den m Geraden parallelen Geraden oder in einer 
zu den m Ebenen parallelen Ebene gelegen. 


§ 19. Polyederscharen. 


Wir wollen jetzt die Annahme verfolgen, daB &,, R,,..., &,, speziell 
lauter konvexe Bezirke je mit einer endlichen Anzahl von extremen 
Punkten, also Polyeder, Polygone, Strecken, Punkte seien. Alsdann gilt 
der Satz: 

Jeder beliebige Bezirk & = >'s,®, der Schar mit den Grundbezirken 
R, weist notwendig nur eine endliche Anzahl von extremen Punkten auf, 
kann also gleichfalls nur ein Polyeder, Polygon, eine Strecke oder ein 
Punkt sein. 

Dieser Satz ist unmittelbar daraus einleuchtend, daB jeder extreme 
Punkt von & nach § 18 in der Form _¥3,p, auftreten muB, wobei p, 
jedesmal einen extremen Punkt von 8, vorstellt. Wir kénnen weiter 
feststellen: 

Alle inwendigen Bezirke der Schar besitzen untereinander die gleiche 
Anzahl yon Eeken mit den gleichen zugehérigen Nou.nalensektoren in der 
Kugel G (a? + y? + 2?< 1). 

In der Tat, setzen wir jetzt in R = 33,8,.die simtlichen m Para- 
meter s,>0O voraus. Hs sei p eine beliebige Ecke, also ein extremer 
Punkt von &, so ist die Relation p = >’s,p, mit Punkten p, aus den Be- 
zirken §; nach § 18 auf eine einzige Weise herzustellen, wobei dann 
jedesmal p, wieder einen extremen Punkt, also unter den gegenwirtigen 
Umstinden eine gewisse Ecke von §, bedeutet. Ist dann (a, 6, y) Nor- 
male einer Stiitzebene durch p an ®, so muB die Stiitzebene an &, mit 
dieser Normale (a, 6, y) jedesmal durch den Punkt p, gehen. Bezeichnen 
wir mit N(p) den (in der Kugel © konstruierten) Normalensektor der 
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Ecke p von §, mit N,(p,) den Normalensektor der Ecke p, von RAPRO 
mu8 danach der ganze Sektor N(p) stets in jedem einzelnen Sektor N,(p,) 
enthalten sein, es miissen somit die hier miteinander in Verbindung 
tretenden Ecken p, von &,, p. von &,,..., p,, von &,, jedenfalls derart 
beschaffen sein, da® ihre zugehdrigen Normalensektoren N, (Pi), Ne(e), 
.-, N,.(p,,) gewisse innere Punkte alle gemeinsam haben. 

Umgekehrt bedeute p, fir 7=1,2,...,m jedesmal eine Ecke von 
&, und es mégen dabei die m zugehérigen Normalensektoren N,(p,) samt- 
lich gewisse innere Punkte gemeinsam haben. Alsdann ist das ihnen 
allen gemeinsame Gebiet (s. den SchluB von § 11) wieder ein gewisser 
konvexer Kérper N, der ebenfalls aus lauter Radien der Kugel G von 0 
aus bestehen wird. Ist (@, 8, y) die Richtung irgendeines solchen Radius 
von N, der von 9 aus ins Innere von N und also damit zugleich ins 
Innere eines jeden der Sektoren N,(p,) eintritt, so ist die Stiitzebene an &, 
mit der Normale (a, 8,7) jedesmal eine Hckstiitzebene durch p, an &,, 
enthalt also von §, allein den Punkt p,. Die Stiitzebene mit der Nor- 
male («,6,y) an & kann alsdann von & allein den Punkt p =_>s,y, 
enthalten; also ist dieser Punkt p notwendig ein extremer Punkt, somit 
eine Ecke von & und N stellt den Normalensektor dieser Ecke p von 
R vor. 

Wir bemerken nun noch, da8 nach dem Satze am Schlusse von § 15 
die Normalensektoren zu den simtlichen Ecken des Bezirks § oder eines 
der Bezirke &, jedesmal die Kugel & vollstiindig erfiillen mitissen, und 
kénnen alsdann die Normalensektoren der simtlichen Ecken von & offen- 
bar in folgender Weise aus den Grundbezirken &, ermitteln. Es midge 
p, nacheinander die simtlichen Kcken von §t, durchlaufen. Die zugehérigen 
Normalensektoren N,(p;) erfiillen jedesmal zusammengenommen die ganze 
Kugel ©, und erscheint danach die Kugel ©, den Werten i =1, 2,..., m 
entsprechend, auf m Weisen in Sektoren zerlegt. Jeder solche Radius 
von ®, welcher bei keiner einzigen dieser m Zerlegungen als begrenzender 
Radius eines Sektors N,(p,) auftritt, ist dann ein innerer Radius eines 
ganz bestimmten Sektors N,(p,), eines ganz bestimmten Sektors N,(p2), 

.., eines ganz bestimmten Sektors N,,(p,,), so daB die betreffenden 
m Sektoren dann notwendig gewisse innere Punkte gemein haben. Da- 
nach erhalten wir genau die Zerschneidung der Kugel © in die gesuchten 
Normalensektoren N(p) der samtlichen Ecken p des Bezirks %, indem 
wir alle Begrenzungen, welche bei jenen m einzelnen Zerlegungen von ) 
auftreten, gleichzeitig 2u einer einzigen Zerlegung der Kugel © verwenden. 
Diese Sektoren N(p) fallen auf diese Weise in der Tat identisch aus fiir 
alle inwendigen Bezirke ® der Schar. 

Wenn 8&,, ®:,..:, Ry nicht m ebene Bezirke (Polygone, Strecken, 
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Punkte) in m parallelen Ebenen sind, ist jeder inwendige Bezirk & der 
aus ihnen entspringenden Schar ein Polyeder und wollen wir von der 
Schar als einer Polyederschar sprechen. Die Randbezirke der Schar, spe- 
ziell die Grundbezirke selbst, kénnen dabei auch Polygone, Strecken, 
Punkte sein; sie lassen sich dann in der Regel als Grenzfalle der inwen- 
digen Bezirke auffassen. 

Wir setzen jetzt die Schar der Bezirke ® = 53,8, (s,>0, i=1,2, ...,m) 
als Polyederschar voraus. Aus dem zuletzt bewiesenen Satze kénnen wir 
dann weiter ableiten, daB die inwendigen Polyeder der Schar auch in 
bezug auf die Normalen und Anordnungen der Seitenflachen und Kanten 
simtlich iibereinstimmen. 

In der Tat, betrachten wir einen beliebigen inwendigen Bezirk & 
der Schar. Es sei & ein Polyeder mit v Seitenflichen, die wir in irgend- 
einer Weise numeriert §, F@,..., F mennen. Es sei (a, BM, yO) 
die Normale von §@ fiir r=1,2,...,v. Sodann sei §@ ein Polygon 
mit uw, Seiten, die wir in irgendeiner Weise numeriert mit W@), Qe), 
..+, B42) bezeichnen. Es sei (a, Bi), y%) die Normale der Seite 
L@° in FO fiir 6 =1,2,...,u,. Endlich bezeichnen wir die Endpunkte 
der Strecke 2 mit p??) und p°*, und es sei (a{*79), BiX7e), ye) fiir 
o =1,2 diejenige Richtung in dieser Strecke, welche von p?9 aus ibr 
herausfiihrt. Wir setzen ferner jedesmal 

£0) — gle 4+ BEY + yleoez, 
(89) ne) =a De + BODY + yz, 

(©) =a, +POy + Mz, 
und bezeichnen die durch diese drei Gleichungen bestimmte orthogonale 
Substitution mit S@7°), 

Die Punkte p*°*) werden die Ecken von &. Eine jede Ecke p(7¢) 
gehort in %@ auBer der Kante °° stets noch einer zweiten Kante Q°) 
zu und gibt es also unter jenen Indexsystemen 
zu dem Systeme t, 6, 9 stets ein bestimmtes 
zweites System t,o,’ (6+ 6), wobei die 
Keke pee) = pe ist. Die Beziehung der 
zwei Systeme t, 6, 9 und 1, o’, 0’ zueinander 
ist offenbar eine gegenseitige. Die zugehérigen 
orthogonalen Substitutionen S@7?) und Se) 
stimmen in ihrer Form €) iiberein, wahrend 
in der Ebene §°) = 0 das System der &¢7e)- 
und der 7{*%-Achse einerseits und das System 
der &(7¢)- und der 9{“°)- Achse andererseits nicht kongruent sind, so daB die 
Determinanten dieser zwei Substitutionen stets entgegengesetzt gleich sind. 


Fig. 2. 
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Ferner wird eine jede Kante &¢” von § aus der Ebene von $ 
stets durch die Ebene einer bestimmten anderen Seitenfliche $@’) von & 
herausgeschnitten und gehdrt dann auch dieser Seitenfliche als Kante zu; 
danach gibt es unter jenen Indexsystemen zu jedem Systeme 1, 6,0 ein 
bestimmtes anderes System +t”, 0”, 9” (t+ 1), wobei QO’) = Qe), 
pe"o"e") — poe) und daher auch £&’°"e") — £78) ist. Die Beziehung 
solcher zwei Systeme t,6,@ und +t”, 6”, 0” zueinander ist eine gegen- 
seitige. Die zugehdrigen Substitutionen S$) und S@’?’e”) stimmen in 
ihrer €-Form itiberein, dagegen sind in der gemeinsamen Ebene &¢7¢) 
= E(r"0"0") — 0 das System der 7@%- und der €“-Achse einerseits und das 
System der 7{*’*")- und der €-Achse andererseits nicht kongruent, so daB 
die Determinanten dieser zwei Substitutionen stets entgegengesetzt gleich sind. 

Nehmen wir jetzt ein beliebiges anderes inwendiges Polyeder R* der 
Schar, so muB es in &* nach dem vorhin bewiesenen Satze eine Ecke p* 
geben mit dem gleichen Normalensektor in der Kugel @ wie die Ecke 
p72) yon &. Alsdann mu8 der Projektionsraum des Polyeders & von 
p7e) aus durch die Translation von p79) nach p* unmittelbar in den 
Projektionsraum des Polyeders R* von p* aus iibergehen. Danach mu 
R* eine Seitenfliche %* mit der Normale (#@, Bp, y) und in dieser 
eine Kante &* mit der Normale (a, B@%, y©) und dabei endlich p* als 
einen solchen Endpunkt von &* besitzen, daB in der Richtung (a9, 
B79), y°e)) von p* kein weiterer Punkt von &* liegt; ferner muB in p* 
eine zweite Kante von %* mit der Normale (a), B@”), y@?)) enden und 
muB &* einer zweiten Seitenfliiche von K* mit der Normale (a), BO, y@) 
zugehéren. Da in derselben Weise die bei ®* vorkommenden Normalen 
der Seitenflachen und Kanten sich auch simtlich bei ® vorfinden miissen, 
erkennen wir, daf die mit Hilfe irgendeines inwendigen Polyeders ® der 
Schar eingefiihrten Zahlen v, u,, Me,..., u,, Richtungen 

a), BO, yO; ee). Bue) y(t). a(t 70), Buse, ye) 
(ail 2h en pio =A5i2, 05. 3 0 = 1, 2) 
und Zuordnungen 1, 6,0; 7,6’, 0; t’,6’,@ eine unverinderliche Bedeu- 
tung fiir alle inwendigen Polyeder der Schar besitzen. 

Wir wollen noch zusehen, wie die hier genannten GréBen aus den 
~ Grundbezirken &,, ®;,..., &,, selbst hergeleitet werden kénnen. Wir 
verstehen fiir jeden Bezirk ®, (i=1, 2,...,m) unter {3} die Stiitzebene 
an §, mit der Normale (a, B®, y), unter %” die Menge der Punkte 
von &, in {%}, sodann in dieser Ebene {§,} unter {&,°%} die Sttitz- 
gerade an %, mit der Normale (a, B®, y*%), unter ¥°° die Menge 
der Punkte von %, in {2%}, endlich unter p,*7® denjenigen Punkt in 
@"9, von dem aus in der Richtung («7° Bee), y(70)) kein weiterer 
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Punkt von &,¢% liegt. Alsdann gelten fiir einen beliebigen inwendigen 
Bezirk & =5's,R, der Schar nach § 18 stets die Beziehungen: 


(90) Oo =e 55,0) wee) a 5,0), pee) =e. 

Nun soll fiir ® jeder Bereich  (¢ =1,2,...,¥) wirklich ein Po- 
lygon sein und kénnen nach der ersten Relation hier daher nicht §,, 
%),..-, & lauter Strecken oder Punkte in m parallelen Geraden vor- 
stellen, wir miissen also unter diesen m Bereichen entweder wenigstens 
ein Polygon oder wenigstens zwei einander nicht parallele Strecken vor- 
finden. Die samtlichen Richtungen (a, B™, y), die als 4uBere Normalen 
von Seitenflachen in ® auftreten, entstehen danach auf zweierlei Arten: 
Erstens haben wir darunter jede Richtung, welche bei irgendeinem der 
Grundbezirke &, als 4uBere Normale einer Seitenflache vorkommt. So oft 
wir zweitens bei irgend zweien der Grundbezirke &,, 8; (¢ + j) zwei nicht 
parallele Kanten &,, 2, vorfinden, derart, da die Ebene durch &, parallel 
zu &, Stiitzebene an St, und die Ebene durch &, parallel zu &, Stiitz- 
ebene an §, ist, und zwar diese beiden Stiitzebenen als solche mit gleicher 
(nicht mit entgegengesetzter) Normale auftreten, kommt die betreffende 
Normale stets ebenfalls unter den Richtungen («, B©, y) vor. 

Hierbei haben wir in bezug auf diejenigen Bezirke &;, welche Poly- 
gone oder Strecken bedeuten, noch folgendes zu beachten. Bei einem 
Polygon ist die Ebene des Polygons gleichzeitig Stiitzebene an dasselbe 
mit zwei einander entgegengesetzten Normalen und haben wir den Bereich 
des Polygons wie zwei Seitenflachen fiir das Polygon mit den betreffen- 
den zwei Normalen aufzufassen, ferner die Seiten des Polygons als Kanten 
dieser Seitenflachen in Betracht zu ziehen. Bei einem Bezirk, der eine 
Strecke bedeutet, haben wir eine Kante eben in der Strecke selbst in Be- 
tracht zu ziehen. 

Jeder Bereich 2% fiir das Polyeder ® soll wirklich eine Strecke 
sein, und muf wegen der zweiten Gleichung in (90) dann unter den m Be- 
reichen %,, 2.9, ..., 89 jedesmal wenigstens eine Strecke vorhanden 
sein. Danach haben wir unter den Richtungen (a, 6%, y°)) zu einem 
bestimmten Index t eine jede solche, in &)=0 vorkommende Richtung, 
welche als duBere Normale einer Kante bei einem Bereiche $, in einer 
Ebene {%} auftritt, und nur diese Richtungen. 


§ 20. Volumen und Schwerpunkt in einer Polyederschar. 


Betrachten wir wieder eine Polyederschar mit m Grundbezirken 
R,, K,,...,K,, Wir suchen jetzt das Volumen und ferner die Koordi- 
naten des Schwerpunkts fiir einen beliebigen Bezirk = >s,®, der Schar 
als Funktion der Parameter s, darzustellen. Zu dem Ende werden wir 
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zunachst zeigen, wie ein solcher Bereich & sich in gewisser Weise aus 
lauter Tetraedern aufbaut. 

Wir halten an allen im vorigen Paragraphen eingefithrten Bezeich- 
nungen fest, und wir wollen uns zunachst die s, siimtlich > 0, also & als 
inwendigen Bezirk der Schar denken. Wir nehmen einen Punkt f im 
Raume beliebig an, es seien a, b, ¢ die Koordinaten von € und wir fallen 
von f Lote auf die Ebenen {§@} der einzelnen Seitenflichen $@ von & 
(fiir >= 1,2,...,). Wir bezeichnen mit C™ die Linge des Lotes von f 
auf die Ebene {%®} und zwar noch mit negativem Vorzeichen versehen, 
falls diese Ebene den Punkt f und das Innere von §& auf verschiedenen 
Seiten von sich liegen hat, so daB also in jedem Falle CO das Maximum 
von &(a — a) + BO(y — b) + y%(¢—c) fiir die Punkte 2, y, z in & be- 
deutet. Wir wollen bei einer beliebigen reellen Gréfe C unter sgnC das 
Vorzeichen + 1 von C verstehen, wenn C+ 0 ist, oder den Wert Null, 
wenn C= (0) ist. Das ganze Polyeder & setzt sich nun in gewisser Weise 
mit Hilfe der einzelnen Pyramiden f%” zusammen, welche f als Spitze und 
die einzelnen Flachen %@ als Grundflachen haben. Liegt £ im Inneren 
von &, so sind alle GréBen C™ > 0 und tiberdecken jene Pyramiden zu- 
sammen genau den Bereich von §, wobei sie untereinander nur in den 
Begrenzungen gemeinsame Punkte haben. LEntsprechendes gilt, wenn f 
auf der Begrenzung von & liegt, nur daf alsdann eine oder mehrere GroéBen 
C® gleich Null sind. Liegt fauSerhalb &, so iiberdecken diejenigen jener Pyra- 
miden £%, welche Werten C™ > 0 entsprechen, das kleinste, f und & 
zugleich enthaltende Polyeder (f, &) (s. § 16), wihrend sie untereinander 
nur in den Begrenzungen gemeinsame Punkte haben, und andererseits 
bilden diejenigen Pyramiden f%}, welche Werten C” <0 entsprechen, 
(wenn wir die Punkte aus den Flichen §® selbst fortlassen), genau die 
Kappe von £ an 8, wobei diese Pyramiden ebenfalls nur in den Be- 
grenzungen zusammenstoBen. So oft endlich eine Gréke C = 0 ist, redu- 
ziert sich die betreffende Pyramide £3} auf eine Polygonfliche, erlangt 
also ein Volumen = 0. 

Wir kénnen hiernach in jedem Falle fiir den Bereich des Polyeders 
R eine Relation 
(91) [8] = Dsgn CO - [EF] G—1,3,...%) 
‘in folgendem Sinne behaupten: Bringen wir jeden Punkt des Raumes, der 
irgendwie in die Bereiche £§ zu liegen kommt, bei jedem Bereich f™, 
dem er angehdrt, mit dem Gewicht sgnC® in Rechnung, so resultiert 
hieraus (von den Punkten in einer endlichen Anzahl von Polygonflichen 
abgesehen) fiir jeden Punkt in § ein Gesamtgewicht = 1, fiir jeden Punkt 
auBerhalb & ein Gesamtgewicht =0. Betrachten wir nun irgendeine 
Funktion ® der Koordinaten 2, y, 2 und bezeichnen den Wert des Raum- 
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integrals bf: off J Odadydz iiber einen Raum i, (wenn diesem Integrale eine 
Bedeutung zukommt), mit J(R), so besteht alsdann zwischen den Werten 
J(R) und J(fF™) fiir das Polyeder und fiir die einzelnen Pyramiden 
f§@ notwendig der folgende Zusammenhang: 
(92) J(R) = S'sgn CO - (EF) (F152, ee 
Wir nehmen weiter in einer jeden Ebene {%@} einen Punkt f® beliebig 
an und fallen von ihm die Lote auf alle Geraden {2°} der Kanten 27 
von §@ (fir o=1,2,..., u,). Es sei B® die Lange des Lotes von f@ 
auf {2%} und zwar noch mit negativem Vorzeichen versehen, wenn diese 
Gerade den Punkt {@ und das Inwendige von 3” auf verschiedenen Seiten 
von sich liegen hat. Alsdann setzt sich das Polygon © aus den einzelnen 
Dreiecken fO2@ mit { als Spitze und den Kanten @¢% als Grundlinien 
dergestalt additiv und subtraktiv zusammen, da8 wir fiir die Bereiche 
dieser ebenen Flachen die Relation 
(93) [G9] = _S'sgn Be. [fORer] (= 1,2, ..., wy) 
in einem ganz entsprechenden Sinne hinschreiben kénnen, wie vorhin die 
Formel (91) aufgestellt wurde. Dieser Zusammensetzung des Polygons }@ 
entspricht dann ein gewisser Aufbau der Pyramide f%} aus den einzelnen 
Tetraedern ff7OLC mit £ als Spitze und den Dreiecken f™2@ als Grund- 
flichen, und kénnen wir dadurch die Formel (92) weiter zu der Gleichung 


(94) J(&) = S'sgn (BONCM) - J(fFOLE) ¢ a 2 ss eee 
entwickeln. ‘a eee 

Endlich nehmen wir noch in jeder Geraden {2°} einen Punkt [«® 
beliebig an; dabei treffen wir die Bestimmung, daB bei je zwei Index- 
systemen to und t’6”, wofiir gemaB § 19 sich Q"°") = Qe erweist, stets 
auch [("°") mit {© identisch gewihlt werde. Es sei sodann A¢) die 
Lange der Entfernung von {¢” nach der Keke p©°®) von 2 (fiir @ = 1, 2) 
und zwar noch mit negativem Vorzeichen versehen, wenn I?) auf ent- 
gegengesetzter Seite der Ecke p°¢) liegt als der zweite Endpunkt der 
Strecke V°°). Die Strecke W* setzt sich aus den zwei Stiicken [© p(<@) 
(0 = 1, 2) dergestalt zusammen, da wir fiir diese in der Geraden {°°} 
gelegenen Bereiche die Relation 


(95) [20] = Sogn Ae. [le p\eve)] (o= 1,2) 
in einem entsprechenden Sinne haben, wie die Formel (93) einen Zu- 
sammenhang zwischen ebenen Bereichen darstellte. Aus dieser Zerlegung 
(95) folgt eine entsprechende Zerlegung des Dreiecks f2© in zwei 
Dreiecke FO p7®, und resultiert daraus weiter ein Aufbau von $@ 
aus den Dreiecken f®[ pe); 
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sol, 2 Bax 
(96) [S @)] = ‘sgn (Ae 90) Be °) 4 [Ff (9) pt 7@)] lg ? : ; ) y 
Uh ae niet 


und schlieBlich folgt ein Aufbau des Polyeders ® aus den Tetraedern 
EOL p(eoe) 


t=1,2 vy 
(97) [8] = Dsen (Aro BEV). [to renpere] | 6=1,2,... | , 
o=1,2 
Diese letzte Zerlegung von & liefert uns endlich fiir das Integral J(&) 
die Beziehung 
(98) J(K) = S'sgn (A@29) BEY CM) . (EOL p20), 

Wir wollen das Volumen von & mit V, den Flicheninhalt von $@ 
mit F, die Linge von &*) mit L* bezeichnen. Die Linge der Strecke 
U%poe) ist der Betrag von A), der Flacheninhalt des Dreiecks 
FOU pee) das Produkt dieser Linge in den Betrag von + Beo, das Vo- 
lumen des Tetraeders ff@ [pe das Produkt dieses Flicheninhalts in den 
Betrag von = C™. Danach entsteht aus (98), wenn wir ®=1 nehmen, 


insbesondere 
, oe linea 
(99) =| D>) AGO BEICO Greil g 2 tae, J) 
Hh Care 1, 2 / 
wahrend wir aus (96) und (95) analog erhalten: 
(100) FO =F > Aero Be, Leo) = Ao) 4 geo), 


0,0 
Wir nehmen zweitens © = gw an und wir wollen das Integral 


[[fadadyde iiber das Polyeder ® durch X bezeichnen. Nennen wir die 
x-Koordinate fiir f, {@, 1%, p%° baw. a, a, a), al@°0), so ist der Wert 
des entsprechenden Raumintegrals tiber den Bereich des Tetraeders 
{fe pre gleich dem Produkt aus dem Volumen dieses Tetraeders in 


= (a + a® + al) +. g(FQ)) | 
und geht daher aus (98) fiir ® =~ die Relation 
(101) X= a >. (a + al + al) + ae) ACO) BEI CO 


hervor. ca 

Uber die Hilfspunkte f, f, { treffen wir nun die folgende Verfiigung. 
Wir nehmen zunichst fiir jeden Index i = 1, 2,..., m und alle in Betracht 
kommenden 1,6 einen Punkt f; beliebig an, weiter einen Punkt {, be- 
liebig in der Stiitzebene {%,} an &,, eimen Punkt I” beliebig in der 
Stiitzgeraden {&,"")} an %,; fiir je zwei gemaB § 19 zugeordnete Systeme 
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t,6 und t’, 6”, wobei {2,7} = {2°} ist, wahlen wir aber stets ["° 
= [*?. Hernach fihren wir fiir jeden beliebigen Bezirk ® = 3,8; der 
Schar die Punkte f, {@, {¢% durch die Formeln 
(102) f= Ssh, (= Ds F, t= Soh) (= 1, 2,0, m) 
ein. Nach § 18 wird dann in der Tat, wie wir es fordern, jedesmal f@ 
in der Stiitzebene {$@} an & und [¢% in der Stiitzgeraden {L°?} an F 
liegen. Wir merken noch an, daf fiir die Ecken p79) von & die Formeln 
gelten: 
(103) poe) = S's. pee) (¢ =1,2,..., m). 
Fiihren wir die Substitution S@7¢) gemaB (89) ein, so bedeutet C 
die Differenz der Werte von €@ fiir {© und f, sodann BY” die Differenz 
der Werte von 7” fiir [©% und f, endlich A?¢) die Differenz der Werte 
von &("7¢) fiir pe) und [%%. Bezeichnen wir fiir ®, die Differenz der 
6-Werte von f,{ und f, mit C%, der 4%%-Werte von [{°? und f,@ mit 
Be, der &70)-Werte von p,~°@) und [,¢” mit AJ*7%), so gelten zufolge 
(102) und (103) die Beziehungen: 
(104) CO = S's.09, BO) = S's, Be, Ae) = S's, Aer), 
Auf Grund dieser Gleichungen erhalten wir aus (100): 


(105) Le) = SL{%s,, FO= SF s,s, (g,h =1,2,...,m), 
wenn 

tO. oO oO tT 1 to TO. 
(106) Le d= Ae) 4+ Ae, Fi — — S$) Aloe Bea) 
gesetzt wird. Aus (99) erhalten wir ms 
(107) V= = SV, 345,8 $58 (9, h,j=1,2,...,m), 
wenn wir 

1 tO tO tT 
(108) Vong = tie, » Be) 0, 
T,0,0 


einfiihren. Das Volumen V des Polyeders & stellt sich danach als eine 
homogene Funktion dritten Grades der Parameter s,, s,,..., 5,, dar. 

Im speziellen kénnen wir, wovon bisweilen Gebrauch zu machen sein 
wird, jeden Punkt f; im Bezirke §, selbst, jeden Punkt f, im Bezirke §, 
selbst, jeden Punkt [°” im Bezirke 2°” selbst wihlen. Bei Verwendung 
der Formeln (102) wird dann, wie aus den Relationen (88) in § 18 zu 
ersehen ist, bei beliebigen Werten s,>0 stets f in & selbst, f@ in GO 
selbst, {7 in 2% selbst zu liegen kommen und werden infolgedessen 
die GréBen A*?), Be), CO stets simtlich > 0 ausfallen. 

Bezeichnen wir weiter die 2-Koordinate von f,, f,”, 1%, p,¢7® mit 
a,, a, a, af"), so folgen aus (103) und (102) die Gleichungen: 


(109) a = 25,4;, ai) = 2 9;0,°), att) == D's,a,29, alt 70) ax Ds, ae), 
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und ersehen wir aus (101), daB das Integral X fiir @ eine homogene 
Funktion vierten Grades in s,, s,,..., s,, wird. 

Die hier zugrunde gelegte Zerlegung eines Bezirks & aft sich offenbar 
auch auf die Randbezirke der Schar tibertragen und bleiben dadurch alle 
hier entwickelten Formeln auch noch fiir solche Parameterwerte s, giiltig, 
die zum Teil oder simtlich gleich Null sind. 


Wir werden jetzt die hier aufgestellten Entwicklungen von Polyedern 
auf beliebige konvexe Kérper auszudehnen suchen. Zu dem Ende miissen 
wir vor allem die Bildungen F “ und V,, einer eingehenderen Unter- 
suchung unterwerfen. 


§ 21. Das gemischte Volumen dreier Polyeder. 


Die m vorausgesetzten Grundbezirke &,, &,,...,8,, brauchen nicht 
verschieden zu sein; wir kénnen in dieser Reihe auch einen und den- 
selben Bezirk mehrfach aufnehmen, wodurch nur die Bedeutung der 
Parameter s,, 5,,...,S,, etwas modifiziert wird, ohne da die Schar 
> 5,8, in ihrer Gesamtheit sich verindert. Es wird deshalb geniigen, die 
Bildungen F@), V,., mit verschiedenen Indizes zu betrachten, wobei wir 
uns bei dem ersten Ausdrucke m > 2, bei dem zweiten m => 3 denken. 


Wir werden nun vor allem den Satz beweisen: 


Der Wert des Ausdrucks FP dndert sich nicht, wenn man darin die 
Indizes 1 und 2 vertauscht; der Ausdruck V,., behdlt ber jeder Permutation 
der Indizes 1,2,3 semen Wert bei. 

Danach wird dann der Koeffizient von s,s, im Ausdrucke (105) von 
FO genau = 22°, der Koeffizient von s,s,s; im Ausdrucke (107) von V 
genau =6V,,, und werden infolgedessen die Werte von FY) und Vj,, 
ganz unabhingig von der Wahl der Hilfspunkte f,, f,{, 1, sein. 

Um jenen Satz zu beweisen, bemerken wir zuniichst die Méglichkeit, 
diese Hilfspunkte so einzurichten, daB die folgenden Umstinde zu- 
treffen: 

. I. Wiahrend iiber f, irgendwie verfiigt sei, soll f, speziell den Fub- 
punkt des von f, auf die Ebene {%,%} gefallten Lotes, ferner [{*” den 
FuBpunkt des von f, auf die Gerade {&,°%} gefallten Lotes (d.i. also zu- 
gleich den FuBpunkt des von f, auf {&,°%} gefillten Lotes) vorstellen. 
Bei dieser Festsetzung werden A,“°°), Bi”, C einfach die Differenzen 
der Koordinaten &¢70), 9%, & fiir p{*79) und f,, und kommen bei An- 
wendung der Formeln (102) allgemein £ mit f®, f® mit 1%, 1% mit p©?®) in 
drei Gerade zu liegen, die beziehlich parallel der £, {*%, &(¢7¢)-Achse 
der Substitution $9) sind, so daB z. B. fiir die z-Koordinaten der be- 
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treffenden Punkte die Gleichungen 
(110) a9 —a=aC®, a — a= of 9 BOD, ae7e) — glo) = aleae) Are) 
gelten werden. 

Il. Ferner sollen f,, f,, ..., £, samtlich in einen und denselben Punkt f, 
des Raumes fallen, dessen Koordinaten ay, 0), ¢ seien. Fiir den Punkt f 
in bezug auf einen beliebigen Bezirk & gilt dann f = (s,+ s,+---+5,,)b. 

Bei diesen beschrankenden Festsetzungen I. und II. wiirden schlieb- 
lich allein die Koordinaten des Punktes f, willkiirlich bleiben. Durch 
geeignete Verfiigung iiber f, aber wiirden wir noch imstande sein, einem 
einzelnen Punkte {,@° eine beliebige Lage auf {%,°%} oder einem einzelnen 
Punkte f, eine beliebige Lage auf {%,' } zu verschaffen oder E beliebig 
anzunehmen. 

Wir denken uns nun zuniachst die Hilfspunkte f,, f{,[{©% noch in 
der ganzen Allgemeinheit wie in § 20. Die GroéBe 


(111) L,@9 = Aye) + Ao) 


bedeutet die Linge der Kante %,©%, ist also véllig unabhingig von der 
Lage von I,*%), eine Tatsache, die auf den Gleichungen 


(112) oft 71) 4 Q(t 72) — OF Brod + Boo 0, y(t ot) Ze y(t 2) — (6) 
beruht. Wir kénnen alsdann 


t 1 tO tO 1 tO to Gm 1 2 i “, 
(113) Sos ® BY => DL ) Bye) ( pee ) 


schreiben; dadurch erweist sich der Ausdruck FG als vollig unabhangig 
von der Wahl der Punkte [,% und kénnte daher nur noch mit der Lage 
von f,) variieren. 

Nun kénnen wir bei beliebiger Wahl von f, in der Ebene { %,@ } die 
Punkte £,, 7, [{% doch den simtlichen Forderungen I. und II. gema8 
einrichten. Alsdann sind zufolge I. die Werte &7¢), {9% fiir p,¢o9) — f, 
gleich A,©°°), B,@%, fiir p.*°? — f, gleich A,%°*), BL,“ und zufolge II. 
soll f, = f,=f, sein. Danach ergeben die senkrechten Projektionen der 
drei Punkte f, p,7@ p,(*7¢) auf die Ebene & = 0 in dieser ein Dreieck, 
bei welchem der Flicheninhalt gleich dem Betrage von 


(114) > (A,©90 Be) — A, Bo) 


sein wird, wahrend das Vorzeichen dieser Determinante nur dann das 
negative sein wird, wenn die hier angewiesene Folge der Ecken fiir dieses 
Dreieck einen entgegengesetzten Umlaufssinn bedeutet, als er sich bei 
einem Dreiecke in derselben Ebene = 0 einfindet, dessen drei Ecken nach- 
einander im Nullpunkte, auf der positiven &*°¢)-, auf der positiven 7%9)- 
Achse angenommen werden. 
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Jetzt gehért zu jedem Indexsysteme 1, 6, @ nach den Ausfiihrungen 
in § 19 ein bestimmtes zweites System t, o’, 9’ (6-6), wobei stets 
p70) = pe), poe) = p,(o'e) ist, wahrend fiir die beiden orthogonalen 
Substitutionen Se) und Se) in ihrer gemeinsamen Koordinatenebene 
9 =O das System der &7¢)- und 7{*%-Achse einerseits und das System 
der &"¢)- und x*°)-Achse entgegengesetzt orientiert erscheinen. Zufolge 
dieser Umstande muf der Ausdruck (114) nach seiner eben dargelegten 
Bedeutung bei Vertauschung von t, 6, @ mit t, o’, o einfach in den ent- 
gegengesetzten Wert iibergehen, wir haben also stets 
(115) A,©°0 Bio) 4 A,@o'e) BYeo) = AO BOO 4 Aso) Bee, 
Ordnen wir nun in dem Ausdrucke von %,% die Glieder paarweise, indem 
wir mit jedem Gliede zu einem Indexsysteme t, 6, @ das Glied zu dem 
korrespondierenden Indexsysteme 1, o’, 9’ verbinden, so zeigt sich, daB 


1 i 
(116) FQ == > AB? = FE = => L,@9) Be 
0 


. OXY 
ist. 


Denken wir uns jetzt den Bezirk &, einer Translation parallel der 
Ebene {%, } unterworfen, wodurch %§, dieselbe Translation in dieser 
Ebene erfihrt, und halten wir dabei den Punkt f, = f, und die Be- 
schrinkungen I. und II. fest; alsdann bleiben alle Lingen LZ,” und die 
Werte B,@%, A,@°°) ungeandert; es aindert sich also auch nicht FY). 
Zugleich bleibt aber auch die Relation (116) und somit auch der Wert 
des Ausdrucks 7% bestehen. Line Translation von %,( in der Ebene 
{9} bei festem 7, kommt nun fiir die Bildung des Ausdrucks (113) 
von EF’ auf das Gleiche hinaus wie die entgegengesetzte Translation des 
Punktes f,@ bei festgehaltenem Bereiche %,. Danach ist endlich der 
Wert £ auch von der Lage von f,) unabhingig. Zugleich ersehen wir, 
daB allgemein FD = F gilt und daB FY) bei einer beliebigen Trans- 
lation von %,@ oder von ¥, stets seinen Wert beibehalt. 

Die GréBe B,~” ist die Differenz der %°)-Werte fiir p,7¢ und fiir f,, 
der zweite dieser Werte ist = a,a%? + b,B©% + egy. Da nun der Wert 
F® nicht von der Lage von f, abhingt, so entnehmen wir aus (113) die 
drei Gleichungen: 


Cr OL = 0; > ier Lyeo =F 0, Dy Leo= O(6= 1, 2, oety u,). 
o o o 


Nehmen wir jetzt speziell fiir j,, wenn §, ein Polygon ist, einen 
inneren Punkt dieses Polygons in seiner Ebene, wenn %, eine Strecke 
ist, einen von den Endpunkten verschiedenen Punkt dieser Strecke, wenn 
%( ein Punkt ist, eben diesen Punkt, so sind im ersten Falle alle Groen 
BL“? > 0, im zweiten alle > 0 mit Ausnahme der beiden, die den zwei 
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Normalen der Strecke in der Ebene { %,} entsprechen und die = 0 sind, 
im dritten Falle alle B,*”—0. Wir entnehmen dann aus dem zweiten 
Ausdrucke in (113), daB F@® stets >0 ausfallt und nur dann = 0 ist, 
wenn von den Bereichen %, und §, wenigstens einer ein Punkt ist 
oder diese beiden in zwei parallelen Geraden liegen. Wenn nicht dieser 
zweite Ausnahmefall statthat, ist tiberdies durch , und §, die Ebene 
¢) — © véllig bestimmt, und da in (113) gewif nur solchen Indizes o ein 
von Null verschiedener Term entspricht, wobei L,°?>0 ist, die also 
wirklichen Kanten von %, entsprechen, so erkennen wir, daB der Wert 
von FF’ jedenfalls ganz allein von den zwei Bereichen §,, 5, und in 
keiner Weise von den sonst in Betracht kommenden Bereichen $,, ..., §,, 
abhingt. Der Ausdruck 7%, in den FY tibergeht, wenn §, mit §,@ 
identisch wird, bedeutet den Flacheninhalt von %,. Wir wollen den Wert 
von F'@ als den gemischten Flicheninhalt von §,° und §,") bezeichnen. 
Nun gilt 


(118) Vis gy Ai OBE == >) FLO, 

7, 0,0 t 
und entsprechend kénnen wir V,,, darstellen; wegen (116) haben wir 
daher Vio, = Voi. 

Wir betrachten ferner die Transposition von 2 mit 3 im Ausdrucke 
Vi2g- Nach der Gleichung (118) und den letzten Resultaten in betreff 
der GréBen F kénnte V,., jetzt nur noch von der Lage des Punktes f, 
abhingen. Wir kénnen bei beliebiger Verfiigung iiber f, doch die be- 
schrankenden Annahmen I. und II. einfiihren. Alsdann sind die Koor- 
dinaten 4°, € fiir p,°°)— f, gleich B,~”, C,, fir p,@7e)— f, gleich 
B®, C5. Zugleich soll f, = f; = f, sein, und besitzt daher das Dreieck, 
das durch senkrechte Projektion von f,p,*°%p,©°@) auf die Ebene &¢7¢) = 0 
entsteht, einen Flaicheninhalt gleich dem Betrage von 


1 
(119) = (By 0, — Bie0,0), 


wihrend das Vorzeichen dieser Determinante dann das negative ist, wenn 
die hier angewiesene Folge der Ecken fiir dieses Dreieck einen entgegen- 
gesetzten Umlaufssinn bedeutet, als er sich fiir ein Dreieck in derselben 
Ebene &¢°¢) = 0 herausstellt, bei dem die Ecken nacheinander im Null- 
punkte, auf der positiven 1*%-, auf der positiven £“-Achse angenommen sind. 


Zu jedem Indexsysteme +, 6, @ gehdrt nun nach § 19 ein bestimmtes 
zweites Indexsystem t”, 6”, 9” (4-1), wobei immer p,%7¢) = p,("0"e", 
py770) = poe"o"e") und ferner £77@) = &"o"e") gilt. Die beiden Substitutionen 
S@70) und S"e”) haben dabei also die &-Achse gemein, dagegen sind in 


ihrer gemeinsamen Ebene &(¢7¢) = &(¢"0"9") — 0 das System der 7@%- und 
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&)- Achse einerseits und das System der 1{*’*)- und &@")-Achse anderer- 
seits entgegengesetzt orientiert. Nach der eben angegebenen Bedeutung 
des Ausdrucks (119) entnehmen wir hieraus, daB dieser Ausdruck bei Er- 
setzung von t, 6, 9 durch +”, 6”, 0” in den entgegengesetzten Wert tiber- 
geht, wir haben also stets 

(120) BoO0,9 + Be OC = Bye, + Bye" O,@"), 

und zudem gilt 

(121) A 00 ee CANOE OY 


Ordnen wir jetzt die Glieder in V,,, paarweise, indem wir mit jedem 
Gliede zu einem Indexsysteme +, 6, 9 das Glied 2u dem zugehérigen 
Systeme t”, 6’, 9” verbinden, so zeigt sich durch (120) und (121) un- 
mittelbar, daB V,.,—= V5. wird. 

Unterwerfen wir nunmehr §, einer beliebigen Translation, wahrend 
wir f, und die Annahmen J. und II. festhalten, so bleiben alle Gréf8en im 
Ausdrucke 

Visg = => 1 C,° 

und auch die letzte Relation bestehen und kann daher auch V,,, sich 
nicht andern. Hine Translation von &, bei festgehaltenem f, ist aber fiir 
die Bildung des Ausdrucks V,,, in (118) gleichbedeutend mit der ent- 
gegengesetzten Translation von f, bei festem ®,, also hingt der Wert 
von V,., auch nicht von der Lage von f, ab. Zugleich ersehen wir, daB 
ganz allgemein V,,, = Vis. gilt. Bezeichnet H;(u, v, w) die Stiitzebenen- 
funktion von &,, so haben wir offenbar 


(122) Hy(al®, 6, 919) = agal® + Dy BO + 7 + CY (6 = 1,2,..5 0), 
Da nun der Ausdruck (118) gar nicht von den Koordinaten a,, b;,¢,; ab- 
hangt, miissen danach stets die drei Beziehungen 


(123) SeFO=0, SpOFOQ=0, SyOFM=0 (c—1,2,...,) 
bestehen, und insbesondere erhalten wir 


1 
(124) Vies = +>, FH, (@, B, y). 


Die beiden Relationen V,,, = Vy,; und Vy, = Vis, zusammen be- 
deuten nun bereits die Tatsache, daB V,,, bei beliebigen Permutationen 
der Indizes seinen Wert nicht verandert. Zugleich erkennen wir, daB V,,, 
auch bei beliebigen Translationen der einzelnen drei Bezirke &,, R,, 8; 
stets ungedndert bleibt. 

Wir denken uns jetzt f, speziell als einen imwendigen Punkt von &, 
angenommen, d. h. wenn §, ein Polyeder ist, soll f; ein innerer Punkt 
von &, sein, wenn &, ein Polygon oder eine Strecke ist, ein innerer 
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Punkt des Polygons in seiner Ebene bzw. der Strecke in ihrer Geraden, 
wenn &, ein Punkt ist, mit diesem Punkte identisch sein. Alsdann fallen 
die GréBen C,@ samtlich > 0 aus und, soweit es dieser ihnen gemeinsame 
Charakter zuliBt, auch > 0 aus. Wir erkennen dann aus (118), daB V,,, 
stets > 0 ausfallt und insbesondere unter folgenden Umstinden stets = 0 
ist: 1. wenn unter den Bezirken &,,8,,8, wenigstens ein Punkt oder 
2. darunter wenigstens zwei Bezirke in parallelen Geraden vorhanden sind 
oder 3. diese Bezirke in drei parallelen Ebenen liegen. EHinen von Null 
verschiedenen Term F'%)C,@ haben wir in (118) nur, sowie fiir eine 
Richtung (co), B©,y@) einerseits F%, andererseits C; > 0 ist; alsdann 
sind &,, &,, R,; schon fiir sich jedenfalls Grundbezirke einer Polyederschar 
und kommt die Richtung bereits als Normale einer Seitenflache dieser 
Schar vor. Danach hangt der Wert von V,,, jedenfalls allein von §,, 
R,, KR; und in keiner Weise von den weiteren etwa betrachteten Bezirken 
R,,..-,Kp ab. Die GréBe V;,,, in die Vi, tibergeht, wenn wir &, und &, 
mit §, identisch annehmen, bedeutet das Volumen von &,. Wir wollen 
Vin, das gemischte Volumen von &,, &,, ®; nennen und, wo es auf die 
deutlichere Bezeichnung der betreffenden Bezirke ankommt, auch V(&, ,&,,8;) 
schreiben. 

Nehmen wir fiir ®,, &,, R, beispielsweise drei nicht in einer Ebene 
gelegene Strecken op,, 0p,, 0p, mit o als Anfangspunkt, so kénnen wir 
diese als drei Kanten fiir ein gewisses Parallelepipedum $$ mit einer Ecke 
in 0 auffassen. Alsdann bedeutet s,, + s,®, + 5,8, fiir positive s,, S5, 83 
den Bereich desjenigen Parallelepipedum mit einer Ecke in 0, bei dem die 
drei von 0 auslaufenden Kanten in den Punkten s,),, s.P., S3)3; enden. 
Das Volumen dieses letzteren Parallelepipedum ist das s,s,s,-fache des Vo- 
lumens von ‘8, danach ist unter diesen Umstiinden 6V,,, gleich dem 
Volumen von ‘8, mithin sicher V,,, > 0. 

Der Ausdruck V(S,, &,, &;) besitzt die folgende wichtige Higenschaft: 

Ist der konvexe Bezirk ®, ganz enthalten in einem anderen kon- 
vexen Bezirk §;* (ebenfalls mit einer endlichen Anzahl von extremen 
Punkten), so gilt stets 


(125) V(S,, K,, Rs) S V(K,, Ky, KS). 


Denn bedeuten H, und H,* die Stiitzebenenfunktionen von &, und &,*, 
so gilt dann nach (44) allgemein H;(u, v, w) < H,*(u, v, w). Konstruieren 
wir nun eine Polyederschar, welche unter ihren Grundbezirken &,, &,, 8; 
und §,* enthalt, so bestehen gemiB (124) fiir V(®,, X,,®) und V(R,, R,, R*) 
gewisse Ausdriicke 


1 a 
pa FO Hy (a, 6, p), oF FO H,* (a, BO, y), 
t 
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und da hierin alle Faktoren F(2>0 sind, geht in der Tat die Un- 
gleichung (125) hervor. 

Sind die drei konvexen Bezirke &,, R,, ®, derart beschaffen, daB 
darunter weder ein Punkt, noch zwei parallele Strecken vorhanden sind, 
noch diese drei Bezirke in drei parallelen Ebenen liegen, so kénnen wir 
stets drei Strecken &,, ¥,,&, bestimmen, die nicht simtlich einer Ebene 
parallel sind und so daB &, in &,, & in R,, &, in R, liegt. Nach einer 
vorhin gemachten Bemerkung ist alsdann V(%,, &,, 2,) > 0, wahrend dem 
letzten Satze zufolge sicher V(,, R,, ®;) > V(&,, &, &;) wird. Also 
mu unter den angegebenen Umstinden stets V(®,, &,, R;) > 0 ausfallen. 

Aus (124) entnehmen wir ferner die Regeln: 

Ist ¢ ein positiver Parameter, so gilt 


(126) V(&,, Ks; t&s) ar tV(&,, Ks, K;). 
Es besteht allgemein die Beziehung 
(127) VS, RK, Ks oe R,) 7S VS, RK, Ks) =f V(&,, Ks, K,). 


§ 22. Volumen in einer Schar konvexer Kérper. 


Es seien jetzt ®,, R,,..., ,, m beliebige konvexe Bezirke, von denen 
ein jeder eine endliche oder unendliche Anzahl von extremen Punkten 
aufweisen kann. In jedem Bezirke ®, (¢ =1,2,...,m) denken wir uns 
einen inwendigen Punkt e, beliebig gewihlt. Ferner bedeute « irgend- 
eine positive GréBe. Nach dem Satze in §5 und dem entsprechenden 
Satze fiir die Ebene kénnen wir, wenn §, einen konvexen Kérper oder 
ein ebenes Oval vorstellt, dazu ein Polyeder bzw. ein Polygon ‘$f, derart 
a daB &, ene in 8, enthalten ist und andererseits selbst den 


Bereich ; co aaa es cares oar e; ea der durch Dilatation des Bereichs ‘; 
von e,; aus im Verhiiltnis 5 mm :1 entsteht, ganz enthalt. Bedeutet &, 
eine Strecke oder einen Punkt, so nehmen wir $8, = ®, und haben noch 
eben diese Beziehungen ceva R,, B,,¢;,€. Die in solcher Art be- 
.stimmten Bereiche 8, sind dann lauter konvexe Bezirke je mit einer end- 
lichen Anzahl von extremen Punkten. 

Bedeuten nun 5,,5),...,5,, irgendwelche m Werte >0, so wird 
jedesmal der Bezirk CD 3,8; ganz im Bezirke $$ = 53,8, enthalten 
sein, ferner den Punkt e = 53,e, als inwendigen Punkt besitzen und den 


Bezirk 


e ganz in sich aufnehmen; dieser letztere Bezirk 


Eo esr 


geht durch eine gewisse Translation aus ; cf 


<8 hervor. Schreiben wir 


198 Zur Geometrie. 


V(R,, B, B,) = W,,;, 80 finden wir dadurch fiir das Volumen V von & 
die Ungleichungen 
1 : 

(128) >) W888) SVS Gaye ly Mons 8y8s (Gi =1,2,-..,m). 

Wir bestimmen ferner eine positive GréBe R so groB, daB der 
Wiirfel 

It] <R, ly|Sk, le| SR 
alle Bereiche &,,8,,...,&,, véllig in sich aufnimmt. Alsdann enthalt 
dieser Wiirfel auch jeden Bezirk 0, und mit Riicksicht auf den Satz 
bei (125) haben wir daher stets die Abschitzung: 
1 

(129) ate Wit, Sak 

Jetzt denken wir uns noch auf irgendeine zweite Weise fiir jeden 
Bezirk &, einen inwendigen Punkt e;* ausgesucht und in bezug auf die 
nimliche GréBe ¢ jedesmal einen konvexen Bezirk $8;* mit einer endlichen 
Anzahl von extremen Punkten irgendwie derart bestimmt, daB &, in $* 

é 


is es = Q* ent- 
halt. Alsdann ist jedenfalls 0O,* in ‘8, enthalten und haben wir, wenn 
V(B,*, B,", B;*) = Weis geschrieben wird, nach (125) stets 


1 
(180) acca ons oss 


Mit Benutzung von (129) erhalten wir daraus 
(131) Ve pa Wed, Ce ge a Gee eee 


ghj 


enthalten ist und seinerseits den Bezirk a + 


und hierim kénnen wir noch W,,, 
so daB die rechts stehende obere Grenze iiberhaupt fiir den Betrag der 
Differenz W*, — W,,, gilt. Daraus entnehmen wir, daB fiir ein nach 
Null abnehmendes « jeder Ausdruck V($,, },, B,) nach einer bestimmten 
Grenze konvergiert, die wir mit V(S,, &,,®;) bezeichnen und das ge- 
mischte Volumen der konvexen Bezirke ®,, &,,&; nennen. Aus den Un- 
gleichungen (128) gewinnen wir alsdann, indem wir ¢ nach Null abnehmen 


lassen, fiir das Volumen V von & allgemein die Entwicklung: 
(132) V, = VR, RR Noses) (9, h,j =1,2,...,m). 


Wir stellen jetzt die simtlichen LHigenschaften des Ausdrucks 
V(S,, K,, K,) in bezug auf drei beliebige konvexe Bezirke R,,%,, R, zu- 
sammen, die aus den entsprechenden Satzen in § 21 unmittelbar folgen: 

Der Wert von V(S,, &,, &) ist unabhiingig von der Reihenfolge der 
drei Bezirke; er andert sich nicht bei beliebigen Translationen dieser 
einzelnen Bezirke. 


und W*,, miteinander vertauschen, 
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Ist der Bezirk , véllig enthalten in einem anderen konvexen Bezirk 
R,*, so gilt stets 
(133) V(S,, Ky, Rs) S VM, Re, K5*). 

In der Tat, wir kénnen nach den oben gemachten Ausfiihrungen stets 
vier konvexe Bezirke O,, O,, D4, $;*, eimen jeden nur mit einer endlichen 
Anzahl von extremen Punkten, konstruieren, welche gewisse Annaherungen 
an &,, R,, R;, R;* vorstellen und zwar so, daB O, in Stig og Lt Ste ean ote 
und andererseits §,* in 98,* enthalten ist und daB dabei die Differenzen 
V(&,, Xe, &) — V(O,, OD, Os) und V(K,, Ks, 85") — V(Q,, Qe, B*) dem 
Betrage nach eine beliebig kleine positive Gréfe nicht tibersteigen. Da 
nun auch ©) in $§,* enthalten ist und daher nach (125) sich 

VQ, Ds, B*) =e Vu, Us, D5) = 0 
erweist, liegt dann V(R,, R,, R,*) — V(®,, R,, R;) tiber einer negativen 
GréBe, deren Betrag wir beliebig klein einrichten kénnen, d. h. diese 
letztere Differenz ist gleichfalls > 0. 

Wir erkennen nun leicht, daB V(R,,8,,8;) stets >0O und nur in 
den Fallen =O ist, wenn 1. unter diesen drei Bezirken sich wenigstens 
ein Punkt oder 2. wenigstens zwei parallele Strecken finden oder 3. alle 
diese drei Bezirke ganz in drei parallelen Ebenen liegen. 

Weiter iibertragen sich die Regeln (126) und (127) sofort auf be- 
liebige konvexe Bezirke. — 

Fiir eine Schar mit nur zwei Grundbezirken &, &’ haben wir speziell 
die folgende Tatsache: — 

Sind & und St’ irgend zwei konvexe Bezirke, so ist das Volumen 
eines Bezirks s® + s’R’, wobei s >0, s’ >0 sind, durch einen kubischen 
Ausdruck 
(134) V,s° + 3V,s's’ + 3V,ss"? + V,s"8 
dargestellt. Darin bedeutet V, das Volumen von ®, V, das Volumen 
von §’. Wir werden uns nun weiterhin eingehend mit den Higenschaften 
des Koeffizienten 3V, = 3V(R, 8, ®’) beschaftigen; bei Vertauschung der 
Rollen yon & und von &’ entsteht aus diesem Koeffizienten der Koeffizient 
OV, vourss:?: 

In bezug auf 3V, bemerken wir die folgende wichtige Darstellung: 

Es bedeute $8 ein konvexes Polyeder (oder Polygon) mit »>3 
(oder v = 2) Seitenflichen %,, %2,---,@,- Hs sei (@,, B,,7,) die auBere 
Normale und F, der Flaichenhalt von %, fiir 7 =1,2,...,v. Ferner sei 
®’ ein beliebiger konvexer Bezirk mit der Stiitzebenenfunktion H’(u,», w). 
Alsdann gilt die Darstellung: 

(135) 3V(B, B, 8’) = SF_H (a, B,, 7) (= 1,2,..., 2). 


t 
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In der Tat, wir erhalten diese Beziehung sofort aus der Gleichung (124), 
wenn &’ eine endliche Anzahl von extremen Punkten besitzt. Insbesondere 
finden wir dadurch, indem wir fir &’ einen beliebigen einzelnen Punkt 
a’, b’, c’ nehmen, den Gleichungen (123) entsprechend, die drei Bedin- 
gungen: 


(136) a%,F, = 0, 28,F, = 9, a/-F, = 0 (c= 1,2,...,9). 


Ist jedoch die Anzahl der extremen Punkte fiir ’ unendlich, so sei e’ 
mit den Koordinaten a’,b’,c’ irgendein inwendiger Punkt in &’. Als- 
dann kénnen wir, wenn eine positive GréBe « irgendwie angenommen 
wird, stets einen konvexen Bezirk 8’ nur mit einer endlichen Anzahl 
von extremen Punkten derart bestimmen, daB ®’ in {8° enthalten ist und 


selbst ae, 8’ + ee e’ enthalt. Infolgedessen ist die Stiitzebenenfunktion 


von $8’ fiir beliebige Argumente uw, v, w 

> H’ (u,v, w) und < (1 + «) H’(u, v, w) — e(a’u+ b'v+c'w). 
Nun kénnen wir zur Berechnung von 3V({, $8, 8’) bereits die in (135) 
angewiesene Regel verwenden, und durch diese letzten Ungleichungen 
sowie unter Verwendung der Relationen (136) erhalten wir, da alle Fak- 
toren F’ > 0 sind, 


3V(B,B, B) SD) FH (a, bes ?,) = 8 V BBP). 


In denselben zwei Grenzen wie die Summe hier, befindet sich aber, nach 
(133) auch die Grobe 3V (3, %, RK’). Da nun diese Grenzen fiir ein nach 
Null abnehmendes ¢ einander beliebig nahe kommen, ist danach offenbar 
fir 3V (8, $, KR’) genau die Formel (135) zutreffend. 

Diese Gleichung (135) benutzen wir noch zu einer weiteren Folgerung: 

Es bedeute & einen konvexen Kérper und es sei ¢ der kleinste, c, 
der gréBte Wert von z in §, ferner € ein beliebiger Wert >c, und <q. 
Die Ebene z= € schneidet aus & ein ebenes Oval heraus, das $(§) und 
dessen Flacheninhalt F'(€) heiBe; endlich bedeute &, denjenigen Teil des 
K6rpers, in welchem ¢ < €, und §, denjenigen Teil von ®, in dem z>£ 
gilt; dabei sind ®, und &, wieder zwei konvexe Kérper. Ist nun &” ein 
beliebiger konvexer Bezirk und ¢ (=— H’(, 0, —1)) der kleinste, 
¢, (= H’(, 0, 1)) der gréBte Wert von z in &’, so haben wir stets die 
Gleichung: 


(137) V(M, &o, &) + VR, &, &) = V(G, & &) + +(e — 4) FO. 
In der Tat, ist zunaichst & ein Polyeder, so sind auch &, und &, 


Polyeder und ist %(€) ein Polygon. Dabei besitzt ®, dieses Polygon als 
Seitenflache mit der Normale (0, 0, 1) und &, dieses Polygon als Seiten- 
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flache mit der Normale (0, 0, — 1), wahrend alle iibrigen Seitenflachen 
von &, und &, zusammengenommen genau die vollstindigen Seitenflichen 
von § herstellen. Danach kommen wir nun sogleich zur Formel (137), 
wenn wir die drei darin genannten gemischten Volumina der Regel (135) 
gema8 ausdriicken. — Ist sodann & ein konvexer Kérper, so brauchen 
wir nur einen inneren Punkt e des Ovals %(&) in seiner Ebene z= 

einzufiihren, der dann zugleich ein innerer Punkt von & wird, und, wenn 
é eine beliebige positive GréBe ist, ein rie $$ so zu bestimmen, dab 


® in J enthalten ist und selbst : mfta pang enthalt. Bilden wir 


dann die zu (137) entsprechende Gleichung ebenfalls in bezug auf die 
Schnittebene z= € fiir ein solches Polyeder ‘8, so folgt aus dieser durch 
Ubergang zur Grenze Lim ¢ = 0 sofort die Relation (137) fiir &. 

Zu den Sitzen dieses Abschnitts kénnen wir vollkommen analoge 
Aussagen in der Geometrie der Ebene aufstellen. Zu je zwei konvexen 
Bezirken %, % in einer Ebene gehért stets ein bestimmter gemischter 
Flicheninhalt. Derselbe ist stets > 0 und nur dann = 0, wenn wenigstens 
einer der Bezirke ein Punkt oder beide parallele Strecken sind; er hangt 
von der Reihenfolge der Bezirke nicht ab; er bleibt bei beliebigen Trans- 
lationen der einzelnen Bezirke ungedndert; endlich wird er niemals ver- 
kleinert, wenn man einen der Bezirke durch einen umfassenderen kon- 
vexen Bezirk in der Ebene ersetzt. Sind %,, ®e,---)®m ™m beliebige 
konvexe Bezirke in einer Ebene, so ist der Flacheninhalt eines Bezirks 


% = >'s,%, mit lauter Parametern s, > 0 durch 


(138) F=)D)F grSS (Gp 1,2... - a5 20) 
dargestellt, wo /’,, den gemischten rane: von %, und %, be- 
deutet. 


8 23. Der Schwerpunkt in einer Schar konvexer Korper. 


Wir betrachten jetzt den Schwerpunkt eines K6rpers in einer Schar 
konvexer Korper ® = 3's,8, (¢=1, 2,..., m3 8, > 0). 
Es handle sich zunichst um eine Polveter schar. Wir bezeichnen den 
Wert des Raumintegrals [//adadydz iiber den Bezirk 8 mit X. Wie 
am Schlusse von § 20 ausgefiihrt ist, liBt sich X als eine homogene 
Funktion vierten Grades der m Parameter s, darstellen. Wir schreiben 


(139) SE BCR (9, h, j,k =1, 2,..., m), 
wobei wir die Koeffizienten mit nicht lauter gleichen Indizes derart defi- 


nieren, daB sie bei beliebigen Permutationen der vier Indizes sich nicht 
findern sollen. Um zu zeigen, wie diese Entwicklung des Integrals X 
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sich auf Scharen mit vdllig beliebigen Grundbezirken iibertragt, haben 
wir mebrere Higenschaften der Koeffizienten X,,,, abzuleiten. 

Es wird geniigen, die Bildungsweise eines Koeffizienten mit lauter 
verschiedenen Indizes ins Auge zu fassen, (wozu wir uns m>4 ein- 
gerichtet denken). Die GréBe X,.3, wird sich, nach den Gleichungen 
(101), (104) und (109), folgendermaBen entwickeln: 


140 2 pling A pts av) + a) + a) + a) AO) BIC, 

( ) 1234 94.94 Se 2 9g 9g g ee j k 
worin fiir g, h, j, k nacheinander alle 24 verschiedenen Permutationen 
von 1, 2, 3, 4, einzusetzen sind und die Summation nach t, 6, @ in der 
in § 20 erérterten Weise zu geschehen hat. Der Wert dieses Ausdrucks 
X43, ist nach seiner Bedeutung als Entwicklungskoeffizient in X vollig 
unabhingig von den benutzten Hilfspunkten f,, f,{%, 1°? und hangt auch 
nur von den vier Bezirken 8, &,, R;, KR, allein ab, falls die Zahl m>4 
ist; wir bezeichnen diese Grdéfe auch in ausfiihrlicherer Schreibweise mit 
E(K,, Ky, My, Ky). 

Die Stiitzebenenfunktion von §&, heiBe H,(u, v, w). Um eine gewisse 
Ungleichung abzuleiten, verfiigen wir zunachst iiber die Hilfspunkte 
E, f£, {© @ = 1, 2, 8, 4) in folgender besonderen Weise. Wir wahlen 
jedesmal f, in S& selbst und zwar noch speziell in der Stiitzebene 
x = H,(1, 0,0) an &;, wo x den gréBten Wert in &, besitzt, ferner 
nehmen wir stets f{ in § selbst und [,°? in &@ selbst an. Dann 
fallen alle GréBen A), B%, C > 0 aus, ferner wird das arithmetische 
Mittel von je drei Punkten p,@0), [{, |, stets ebenfalls noch ein Punkt 
in ®, sein und fiir die z-Koordinate dieses Punktes dadurch sich jedesmal 


— H,(—1, 0, 0) $+ (ae + a, + a,) < H, (1, 0, 0) 


herausstellen, und endlich haben wir noch a, = H,(1, 0, 0). Mit Riick- 
sicht auf diese Umstiinde gewinnen wir aus (140) die Ungleichungen: 


4 
(141) HH CoO, Se 


g=1 
4 
1 
>> — 3H, 1,0,0 + F,(1,0,0) Mas, 
g=1 


wobei fiir g nacheinander 1, 2, 3, 4 zu nehmen ist, fiir h, j, k jedesmal 
die drei von g verschiedenen der Indizes 1, 2, 3, 4 nach der GréBe ge- 
ordnet zu setzen sind und V,,, das gemischte Volumen von &,, &,, 8, 
gemiB der Formel (108) bedeutet. 


Nehmen wir die Bezirke §,, Rs, &, als identisch mit ®, an, so geht 
daraus spezieller 
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1 
(142) A, d, 0, 0) Vin = Kaitt = a = 3 F, (— 1, 0, 0) + H, (1, 0, 0)) Vis 


hervor; darin bedeutet dann V,,, das Volumen von &,. Ist nun V,,,>0, 
also ®, ein konvexer Kérper und denken wir uns den Nullpunkt der 
Koordinaten mit dem Schwerpunkte dieses Kérpers zusammenfallend, so 
haben wir %,,,,;=0 und finden 3 H,(— 1, 0, 0)>4H,(1, 0,0). Da wir 
fiir die Richtung der w-Achse eine ganz beliebige Richtung einfiihren 
kénnen, so gilt, wenn der Schwerpunkt von §&, im Nullpunkte liegt, 
tiberhaupt allgemein fiir jedes Paar entgegengesetzter Richtungen 


(— oj —B, —y) und (a, B, y): 
(143) 2H, (o, Br) >> (Hy 8, ) + Ha, — 8B, — 7). 


Die hier rechts stehende GréBe bedeutet den halben gegenseitigen Abstand 
der zwei Stiitzebenen an ®, mit den Normalen (q, 6, y) und (—a, —B, —) 
und ist niemals kleiner als der Radius der gréBten tiberhaupt in §, ent- 
haltenen Kugel, wihrend das Minimum von H, (a, 8, y) gleich dem Radius 
der gréften in &, enthaltenen Kugel mit dem Schwerpunkte von 8, als 
Mittelpunkt ist. Danach ist der letztere Radius mindestens halb so gro8 
wie der an erster Stelle genannte Radius, eine bereits in § 9 ohne Be- 
weis angefiihrte Tatsache. 

Wir wollen jetzt die Abhangigkeit des Ausdrucks X(8,, &,, ®3, &,) 
von einem einzelnen der betreffenden vier Bezirke, etwa von 8&,, ins Auge 
fassen. Wir werden zeigen, da8 wir aus dem Ausdrucke (140) die auf 
R, beziiglichen GréBen AY?) und BY?) eliminieren kénnen, so da8 wir 
darin nur noch die GréBen CY behalten, fiir welche wir 


(144) CP) = — aya) — 0,8 — HX + H,(a®, 8, 9°) 
haben, wenn a, 0,, c, die Koordinaten des Punktes f, sind. 


Zum Zwecke dieser Umformung von (140) unterwerfen wir die Hilfs- 
punkte f,, f., 1°? ( =1, 2, 3, 4) zunachst wieder den beschrinkenden 
Annahmen I. und II. aus § 21. Es sei also jedesmal ff der FuSpunkt 
des von f, auf die Ebene {%,}, 1% der FuBpunkt des von f, auf die 
Gerade {2°} gefillten Lotes, und ferner sei f, =f, =f, =f, an- 
genommen, wahrend die Koordinaten des einen Punktes f, noch véllig 


beliebig bleiben. Nach (110) haben wir 
ale7e) + a) 4 al) + a, = oft00) Alm) + 2a) BE) + 3a90) + 4a,. 
Indem wir diesen Ausdruck in (140) einfiihren und den Index 4 besonders 


hervorheben, kénnen wir die Differenz X1)54 —— Vi93%4 zunichst in fol- 


gender Weise darstellen: 
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(145) Fe. > ox) A(200) 4. 2 ec) BOO) + 3 eC + 4a,) Ave) Bec 


T,0,0 


ia ml De Ae + Ao) BO) 4 3a Cw) ue 4a,) AG (co) Biro) Co 


T,9,0 


+ a3 >) Sater Ave) + Qo) BEY + 6a CM + 4a,) ACOBENCY!) 
1,0, 0 

wobei dann g, h, j alle 6 Permutationen von 1, 2, 3 zu durchlaufen 
haben und die Summation tiber z, 6, @ in der bisherigen Weise zu 
nehmen ist. Der in der ersten Reihe eingeklammerte Ausdruck ist 
= 2a) + a) +a, Nach den Ausftihrungen in § 21 gehdrt mit jedem 
Indexsysteme t, 6, 9 ein bestimmtes zweites System 1, o’, 9’ (6 +6) zuU- 
sammen, derart, daB dabei stets (s. (115)) 


AG) BED) + Ale) BE) — Aree) BY) + Ave) BY) 
und zugleich a{77e) = a7?) gilt. Indem wir die Glieder bei der ersten 


Summation = in (145) dementsprechend paarweise zusammenfassen, er- 
T,0,0 


kennen wir hieraus, daB wir in jenem ersten Aggregat, ohne seinen Wert 
zu andern, die Indizes 4 und h miteinander vertauschen diirfen. Der 
Ausdruck (145) verwandelt sich dadurch in 


(146) sts > SB at Ayr + 6a BY) + GalMCH + 8a,) AG BLAM 


T, OQ 
2 TOs ape (al-70) Afrae) + 2a BE) + Ga CL) + 4a,) APO BENS. 
T,9;0 
Hier ist der Faktor in der ersten Klammer = 3a + 3a) + 2G, 


Weiter gehért nach § 21 mit jedem Systeme 1, 6, @ ein bestimmtes 
zweites System t”, 6”, 9’, (c+) zusammen, derart, daB dabei stets 
(s. (120)) 

Boo) Ce + Bes”) 0) = B,@) Cor: Bee Oe") 
und zugleich a7?) = af"o"e", afro) = aft"o"), Alte) == A@"o"e") gilt. Danach 
kénnen wir weiter in dem ersten Aggregate in (146), ohne seinen Wert 


zu andern, die Indizes 4 und j miteinander vertauschen; der ganze Aus- 
druck (146) geht dadurch in 


(147) HF >) > dato Ago + 8a) BE) + 12a CO + 124,) Aro BeIC! 


T,0,0Q 
tiber, und erlangen wir damit endlich die Formel 
1 i 
(148) Xyo54 = zi Viyo5 M4 + 34.6 > > (aye) + al + alt) A(ze) BYIC?, 
T,0,0 


wo wieder g, h, j alle 6 Permutationen von 1, 2, 3 zu durchlaufen haben 
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Wir kénnen nun den hier rechts stehenden Ausdruck auch bilden, 
ohne tiber die Hilfspunkte die beschrinkenden Voraussetzungen I. und IL. 
za machen, und wir finden alsdann diesen Ausdruck stets von demselben 
Wert. In der Tat, denken wir uns jetzt die Hilfspunkte f,, f,©, 1° 
wieder in der vollen Allgemeinheit wie friiher angenommen. Fiihren wir 
anstatt «x, y, 2 neue orthogonale Koordinaten &, 7, € auf irgendeine 
Weise derart ein, daB die positive ¢Achse die Richtung («, B, y@) hat, 
so kénnen wir das Flichenintegral X® = [/ad&dy tiber das Gebiet FO 
in der Stiitzebene {%} des Bezirks &, (&hnlich wie wir fiir X den 
Ausdruck (101) herstellten), in der Formel 

yee 10 tO. (3 10 10 gem Sear eae ec oplbes 
(149) eae @) 4 gl) +. g@) Are) Bes) Garey » Ue ‘) 
entwickeln. Vermége der Gleichungen in (104) und (109) erweist sich 
dann dieser Wert X@ als eine kubische Form in s,, &,...,5,- Wir 
schreiben dieselbe 


(150) LO DAO 5°58, (9, h,j = 1, 2,..., m), 
so daB HO) bei einer Permutation der Indizes g, h, j sich nicht ver- 


andert. Alsdann haben wir insbesondere 


TO tO 7) tO tO 6=1,2 t 
(151) 2X, -# 2 &) + aff) + al?) Atte) BO) i Z ea yl ') 
und kommt danach die Formel (148) auf die Entwicklung 

1 1 
(152) Xies4 = a 128% TO > Fs CY (c= 1,2,...,) 


hinaus. 

Jede GréBe X@, hier ist nach ihrer Bedeutung als Entwicklungs- 
koeffizient im Ausdrucke (150) von X® durchaus unabhiingig von den 
benutzten Hilfspunkten. Nehmen wir jetzt insbesondere fiir 2= 1, 2,3 
immer {,{ in %, selbst, 1,0 in &{°? selbst, so sind in (151) die GréBen 
A), B,@) simtlich >0. Wir denken uns ferner eine positive GréBe R 
derart bestimmt, daB &,, &,, &,, R, ganz im Wiirfel 


jz|<R, ly|/SR, |e|<R 


enthalten sind; alsdann ist weiter jede GréBe a), a, af? in (151) 
dem Betrage nach < # und finden wir daher 


(153) |2Q 155 RFE +PQO+FR), Vus $8 P 


123 
Die Relation (152) benutzen wir, um die Verinderung abzuschitzen, 
welche der Wert X(®,, Ry, Rs, Ky) bei einer Verainderung der Grundbezirke 8; 
erfahrt. Wir nehmen in jedem Bezirke ®,; (¢=1, 2, 3, 4) einen in- 
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wendigen Punkt e, beliebig an, ferner sei ¢ eine beliebige positive GréBe 
und sodann §;* jedesmal ein solcher konvexer Bezirk ebenfalls mit einer 
endlichen Anzahl von extremen ee oe ganz in ®, enthalten ist und 


; oa R; +7778 enthalt. Wir denken uns 


nun eine Polyederschar gebildet, welche Jat ee Bezirke &,, ®;* @=1,2,3,4) 
unter ihren Grundbezirken enthalt, und kénnen dann zur Berechnung von 
X(K,, Ky, Kz, Ky) und andererseits von X(R,, K,, Kz, K,*) die Regel (152) 
mit Bezug auf diese Schar verwenden, so daB also darin die Summation 
tiber alle solchen Richtungen («®, 6@, y) auszudehnen ist, welche als 
Normalen der Seitenflichen bei dieser weiteren Polyederschar auftreten. 
Legen wir nun den Punkt f, sowie den entsprechenden Hilfspunkt f,* 
fiir &,* in den Punkt e,, so ist jede GréBe C,~ > 0 und die tas C,© ent- 


sprechende GréBe C,* fir &,* jedesmal <C,% und > 7—— sr C,%, und 
finden wir sodann mit Riicksicht auf (152) und (153): 
(154) |X(K,, fe Ks, &,) — X(K,, &,, Rs, ese 


. Tre EV + Visa + V; 


Von dieser Ungleichung aus kommen wir cere Biv zu der Be- 
ziehung: 


24¢ 
(155) | R(G,, Ky, Ky, Ky) — F(R, K%, KE, R*)| < Rt 


Auf diese Abschatzung fuBend kénnen wir, ahnlich wie wir in § 22 
den Begriff des gemischten Volumens erweiterten, jetzt auch den Begriff 
der Bildung X(K,, &,, &;, K,) auf beliebige konvexe Bezirke ausdehnen, 
die nicht bloB eine endliche Anzahl von extremen Punkten besitzen, und 
dabei tibertragen sich dann die Ungleichungen (141) und (155) sofort 
auch auf beliebige konvexe Bezirke. Wir erhalten das Resultat, daB fiir 
jede beliebige Schar konvexer Bezirke R = >s,®, (¢ = 1, 2,..., m; s,>0) 
das Raumintegral ¥ = ///ada dy dz tiber ® sich immer in re Boral 


(156) E = TES, &, &,, %)3,9,58, (9,4, j,k—1,2,..m) 


entwickeln JaBt. 


seinerseits ganz den Bereich 


IV. Kapitel. 
4weigliedrige Scharen. 


§ 24. Definition der Oberfliiche eines konvexen Kérpers. 

Bei einem konvexen Polyeder erkliren wir als die Oberfldéche des 
Polyeders die Summe der Flacheninhalte seiner einzelnen Seitenflachen. 

Wir bezeichnen wie schon frither mit G die Kugel vom Radius 1 
mit dem Nullpunkte 0 als Mittelpunkt. Die Sttitzebenenfunktion dieser 
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Kugel @ ist fiir solche Argumente «, B, y, welche der Bedingung 
a? + 6? + y? —1 geniigen, konstant =1. Vermége der Formel (135) er- 
kennen wir daher: 

Die Oberfliche eines konvexen Polyeders 9 ist stets gleich dem Drei- 
fachen des gemischten Volumens von $, f, ©. 

Jetzt definieren wir allgemein die Oberflache eines beliebigen kon- 
vexen Kérpers % als das Dreifache des gemischten Volumens von &, &, &, 
also ihre GroBe © durch die Gleichung 


(157) D = 378, &, B). 


Aus dem Satze in (133) entnehmen wir dann insbesondere die 
Folgerung: 

Ist ein konvexer Kérper ® ganz in einem anderen konvexen Kérper &* 
enthalten, so ist die Oberfliche © von ® gewiB niemals kleiner als die 
Oberfliche D* von &*. Wir werden sogleich (in § 26 und § 27) sehen, 
daB dabei sogar immer D < O* gilt, also niemals D gleich O* sein kann. 

Analog wie wir hier fiir jeden konvexen Kérper eine bestimmte 
»Oberflache“ einfiihren, definieren wir fiir jedes ebene Oval % einen be- 
stimmten ,,Umfang“ von % als das Doppelte des gemischten Fldcheninhalts 
von % und eimmem Kreise mit dem Radius 1 im der Ebene von %. 

Bedeutet & einen bestimmten konvexen Kérper, ¢ einen beliebigen 
positiven Parameter, so ist das Volumen des konvexen Kérpers ® + t© 
gemiéB (134) durch einen Ausdruck 


(158) Vo +30, + 3V 902 + Vit? 


darzustellen; darin bezeichnet nun V, das Volumen, 3V, die Oberfliche 
von §, weiter V, das gemischte Volumen V(, G, G) und endlich JV, 


: 4a : : 
das Volumen von @, also die Konstante =-. Fassen wir die Begrenzung 


von ® + ¢@ niher ins Auge. Nach dem allgemeinen Satze in § 18 laBt 
jeder Punkt q der Begrenzung des Kérpers R+¢G eine Darstellung 
g=p+itg zu, so daB p ein Punkt von ® und g ein Punkt von & ist, 
und zwar mu8 dann notwendig p der Begrenzung von & und g der Be- 
grenzung von ® angehéren und miissen zudem zwei Stiitzebenen mit der 
- nimlichen fuBeren Normalen durch p an & und durch g an & gehen. 
Da nun durch jeden Punkt g der Begrenzung der Kugel © stets nur 
eine einzige Stiitzebene ‘an G, niamlich die Tangentialebene durch g an 
© existiert, so stellt danach die Begrenzung von + ¢@© offenbar nichts 
anderes vor als die zur Begrenzung von & im konstanten Normalabstande ¢ 
nach dem Auferen von & hin konstruierte Parallelfldche. 

Auf diese Bemerkung gestiitzt kénnen wir das Zustandekommen der 
Formel (158) auf einem direkten Wege einsehen im Falle, daB & speziell 
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eine endliche Anzahl] von extremen Punkten aufweist. Alsdann kénnen 
wir naimlich den ganzen Korper 8 + ¢G aus dem Polyeder & als Kern 
unter Hinzufiigung einer endlichen Anzahl einfach konstruierter und unter- 
einander vollig getrennt liegender Zusatzstiicke aufbauen. 


Wir wollen die Seitenflichen, Kanten, Ecken des Polyeders ® wie in 
§ 19 bezeichnen. Um das Polyeder 8 zum Kérper & + ¢© auszugestalten, 
haben wir erstens auf jede Seitenflaiche 3 von & als Grundfliche nach 
dem AuB8eren von & hin ein senkrechtes Prisma mit einer Héhe von der 
Lange ¢ aufzubauen, also vom Volumen tf", unter # den Flicheninhalt 
von §@ verstanden. Das Prisma tiber §” besitzt iiber jeder Kante {” 
von %@ eine Seitenfliche in Form eines Rechtecks mit der Basis &¢” 
und einer Hohe =. 


An einer beliebigen Kante @° von & stoBen nunmehr immer zwei 
derartige, einander kongruente rechteckige Seitenflachen von zwei jener 
Prismen zusammen, des tiber § und des tiber §@, wenn QC% = We"o”") 
wie in § 19 gedacht ist. Alsdann haben wir zweitens jedesmal an der 
Kante 27 als Achse denjenigen Zylinderausschnitt zu konstruieren, der 
durch eine im Auferen von & erfolgende Rotation des einen Rechtecks 
um die gemeinsame Grundlinie 2@% bis zum Zusammenfallen mit dem 
anderen Rechteck entsteht. Ist ZL die Linge von 2° und y©% der 
Winkel, den die auBeren Normalen der beiden Seitenflichen §® und §@? 


miteinander bilden, so ist SbyeO Le das Volumen des auf soleche Weise 


beschriebenen Kérpers. Dieser Zylinderausschnitt an &¢” besitzt an jeder 
Ecke p&7¢) von 2%) eine Grundfliiche in Form eines Sektors aus einer 
Kreisflache vom Radius t. 

An einer beliebigen Ecke p?) von & stoBen nunmehr immer genau 
so viele derartige Kreissektoren zusammen, als Kanten von ihr auslaufen. 
Alsdann haben wir drittens jedesmal an der Ecke p7¢) von & denjenigen 
Sektor der Kugel mit p%?® als Mittelpunkt vom Radius ¢ zu konstruieren, 
welcher mit dem Normalensektor dieser Ecke von ® homothetisch ist; 
dieser Kugelsektor erhalt jene Kreissektoren als begrenzende Seitenflachen. 


Das Volumen dieses Kugelsektors ist 5 tByeo0, wenn wir mit = er 


das Volumen des Normalensektors der Ecke p©?9) von & bezeichnen. 


Das Polyeder ® nun, die hier errichteten Prismen auf den Seiten- 
flachen §”, die Zylinderausschnitte an den Kanten &¢”, die Kugelsektoren 
an den Kcken p°?) von & stellen lauter solche Bereiche vor, die unter- 
einander in ihren inneren Punkten durchweg verschieden sind, und durch 
ibre Vereinigung ergeben sie genau den ganzen Kérper ® + ¢©. Das 
Volumen von ® +¢@ erhalt danach den Ausdruck 
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(159) Vo tt DFO 4 Se Dire 4 £0 Dyer, 


wo die drei Summen beziehungsweise iiber alle verschiedenen Flachen, 
Kanten, Ecken des Polyeders ® zu erstrecken sind. Durch Vergleichung 
mit (158) entsteht danach wieder 3V,—= SF"; weiter gewinnen wir, 
indem wir noch dem Umstande Rechnung tragen, daB jede Kante &(°) 
zwei Seitenflichen § angehért, fiir 3V, die Darstellung 


i 
(160) 3V, = Ts Ee (oma): gv se orem 1, 220) 5 iz): 


Den hier entwickelten Ausdruck fiir das Volumen des Raumes 
zwischen einer polyedrischen Flache und einer Parallelfliche zu ihr hat 
Steiner*) aufgestellt. Nach der Benennung von Steiner wiirde 6V, als 
die ,Summe der Kantenkriimmung“ von § anzusprechen sein. Wir 


k6nnen passender, wie an einer spiteren Stelle ausgefiihrt werden soll, 


3 VY, ; o 3 : 
den Wert [—* als den mitileren Kriimmungsradius von S oder, wie 


wir sogleich naher erklaren werden, als den mittleren Stiitzebenenabstand 
von & bezeichnen. 


§ 25. Der mittlere Stiitzebenenabstand eines konvexen Korpers. 


Wir wollen uns jetzt zuniichst mit der Bildung V, = V (8, G, G) in 
bezug auf einen beliebigen konvexen Bezirk & beschaftigen und den Wert 
dieser GréBe durch die Stiitzebenenfunktion von § darzustellen suchen. 

Zu dem Zwecke ‘haben wir einige Bemerkungen iiber die Anniherung 
der Kugel © (@? + y?+ 2?<1) durch Polyeder vorauszuschicken. Es 
bedeute © die Begrenzung von ©, also die Kugelfliche x? + y? + 2? = 1. 
Unter der Winkeldistanz zweier Punkte t und t* auf © wollen wir den 
Winkel (=O und <2) der zwei Richtungen von 0 nach t und von 
0 nach t* verstehen. Ist t ein fester Punkt auf © und @ irgendein 
Wert > 0 und <z, so bildet der Bereich aller Punkte auf ©, die eine 
Winkeldistanz <® von t haben, eine Kalotte von ©, die wir mit C(t, #) 
_ bezeichnen, und die simtlichen Radien von 0 nach den Punkten dieser 
Kalotte bilden einen Sektor, den wir G(t, ®) nennen. Das Volumen 


dieses Sektors ist “7 (1 —cos oy Fir einen Wert a<s ist dieser 
Sektor stets ein konvexer Kérper mit 0 als Kckpunkt, fiir ¢= =. eine 


Halbkugel von ©. 


*) Steiner, Uber parallele Fluchen, Monatsberichte der Berliner Akademie, 
1840, S. 114—118. (Werke, Bad. II, 8. 173—176.) 
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Bedeutet 29 einen beliebigen positiven Wert, den wir <= annehmen, 


so kénnen wir auf © eine endliche Anzahl von Punkten t,, f,,...,t, 
derart bestimmen, daB alsdann jeder beliebige Punkt t der Flache € stets 
von wenigstens einem dieser v Punkte eine Winkeldistanz < 24 besitzt 
oder, wie wir dafiir kurz sagen wollen, daB ganz € von t,,t,,...,t, 
Winkeldistanzen <2 hat. Diese Forderung ist offenbar gleichbedeutend 
damit, daB die Kalotten €(t,, 20), €(t,,28),..., €(t,, 2%) zusammen 
die ganze Flache € iiberdecken sollen. 

Eine spezielle Methode zur Ermittlung einer solchen Punktreihe 
t,, t,...,t, auf © ist die folgende. Wir wahlen den ersten Punkt t, 
beliebig auf ©, dann den zweiten Punkt t, auf © auBerhalb der Kalotte 
€(t,, 26), dann t, auf € auBerhalb der Kalotten C(t,, 2%) und C(t,, 2) usf. 
Haben wir in solcher Art bereits gewisse Punkte t,, t,,...,t,_, auf € 
angenommen, so wahlen wir, wenn die x—1 Kalotten €(t,, 26), 
E(t,, 2),..., €(t,_,, 2%) noch nicht die ganze Fliche € iiberdecken, 
weiter t, als einen beliebigen Punkt auf © auBerhalb jeder dieser x — 1 
Kalotten, also derart, daB alle Winkel 

tots t,0t,7/.3., tol = 28 

sind. Die Reihe der Punkte t,, t,,... laBt sich diesen Forderungen gema8 
jedenfalls nicht unbegrenzt fortsetzen. Denn sind wir auf dem angegebenen 
Wege noch zu t, gelangt und betrachten wir nun die Kalotten €(t,, #), 
C(t,, 0),..., E(t,, ®) zu der halb so groBen Winkeldistanz , so haben 
offenbar irgend zwei dieser letzteren Kalotten niemals einen Punkt mit- 
einander gemein und stoSen daher die dazugehérigen Sektoren G(t,, 9), 
G(t,, o),..., G(t,, #) untereinander nur in dem Punkte 0 zusammen. 
Diese Sektoren stellen also lauter getrennte Teile der Kugel © vor und 
mu daher die Summe ihrer Volumina kleiner als das Volumen der 
ganzen Kugel © sein, d. h. wir haben 


27 4 
(161) “z(t — cost) < -— 


und besteht mithin eine obere Grenze fiir die Zahl x. 

Nach dem angegebenen Prinzipe fortschreitend, miissen wir daher 
schlieBlich eine Reihe von Punkten t,, t,,...,t, auf © erlangen derart, 
da8 alle Winkel 

tot, > 20 (b< ms t= 1, 2, o00,9) 
sind, daf aber nunmehr fiir jeden beliebigen Punkt t auf © stets wenig- 
stens einer von den v Winkeln tot,, tot,,...,tot, sich <2 erweist, 
oder also, daB in der Tat die Kalotten €(t,, 26), E(t,, 29),..., E(t,, 28) 
die ganze Kugelfliche € tiberdecken. Dabei wird noch (161) mit x = » 
gelten, andererseits aber erfiillen nun die Sektoren G(t,, 29), G(t,, 20),..., 
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G(t,, 2%) die ganze Kugel G und wird daher gleichzeitig 
(162) =? v (1 — cos 28) > ** 


statthaben. Da wir 20< $ angenommen haben, kénnen dabei t,, t,,..., t, 
nicht sémtlich in einer Ebene durch 0 gelegen sein. 

Denken wir uns jetzt eine endliche Reihe von Punkten t,, t,,..., t, 
auf © irgendwie derart gewahlt, daB ganz © von ihr Winkeldistanzen 
< 26 hat. Hs seien a,, B,, y, die Koordinaten von t, (x = 1, 2,..., v). 
Wir bezeichnen mit {@,} die Tangentialebene an © durch t,, d. i. die 


Stiitzebene an &G mit der Bedingung 

0,0 + BY + 4,2 <1; 
es sei sodann © der Bereich, der alle diese vy Ungleichungen fiir x = 1,2,...,v 
erfiillt. Dieser Bereich © enthalt die Kugel © ganz in sich. Anderer- 


seits ist fiir jeden beliebigen von 0 verschiedenen Punkt p(a, y, 2) stets 
wenigstens einer der v Winkel pot, << 24, somit die zugehérige GréBe 


a2 + B,y + y,2 = cos 20a? + y? + 2%, 


1 3 : 
aaa ® mit o als Mittel- 


punkt vom Radius <coR? ist also ganz im Endlichen gelegen und stellt 


und befindet sich danach © ganz in der Kugel 


demnach ein konvexes Polyeder mit den v extremen Stiitzebenen {Z,} 
vor. Wir bezeichnen mit Z, die Seitenflache von © in der Ebene {Z,}, 
mit 7, den Flicheninhalt dieser Seitenflache. Die Pyramide o£, mit 0 
als Spitze und &, als Basis hat mit der Kugelflache € eine gewisse 
Partie ©, gemein, die aus allen den Punkten «, 6, y auf © besteht, fir 
welche «a + 6,8 + y,y dem Betrage nach nicht kleiner ist als irgendeiner 
der »—1 anderen Ausdriicke «a+t6B+y,y (+x), fiir welche also 
die Winkeldistanz von t, nicht grdSer ist als die Winkeldistanz von 
irgendeinem der »—1 anderen Punkte t, (e+). Mit © hat sodann 
o&, ein Gebiet G, gemein, das aus allen Radien von 9 nach den Punkten 
von &, besteht. Das Volumen dieser Kugelpyramide ©,, die einen kon- 


; 1 
vexen Korper vorstellt, setzen wir =a, und nennen alsdann 0, die 


Oberfliche von €,. Da G, jedenfalls ganz in dem Sektor G(t,, 2%) ent- 
halten ist, wird 

— p< eset — cos 2) 

Sat aa8 
sein. 

Die v Pyramiden 0%, (x =1, 2,..., v) setzen das ganze Polyeder © 

und dementsprechend die v Kugelpyramiden ©, die ganze Kugel © zu- 
sammen; danach gilt 
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4 
(163) FO e, SD 
Da 0%, den Bereich &, enthilt und selbst ganz in a5 &, enthalten ist, 
haben wir ‘ 
1 1 
(164) 30. Sle S rea Oe 


Jetzt bedeute H(«, B, y) irgendeine Funktion, welche fiir alle Punkte 
a, B, y auf © definiert und auf © stetig ist. Zu einer beliebig an- 
genommenen positiven Gréfe « kénnen wir dann stets einen Winkel 


29(< 5) derart bestimmen, daf fiir je zwei Punkte «, 6B, y und a*, B*, y* 
auf ©, deren Winkeldistanz < 2 ist, immer 

(165) | Z(a*, B*, y*) — H(@, 8, v)|Se 

wird. Wir ermitteln hierauf irgendeine Punktreihe t,, t,,..., t, auf ©, 


von der ganz € Winkeldistanzen <2 hat, und stellen fiir sie den 
Ausdruck 


1 
(166) He = FD) Hey Bas Ye) Dx (=1,2,...,9) 
her, indem wir dabei die Zeichen «,, B,, y,, O,, wie oben erklart, ver- 
wenden. Ist nun t,*, t,*,..., t,¥ irgendeiue zweite Punktreihe auf ©, von 


der ebenfalls ganz © Winkeldistanzen <2 hat, so entsteht durch Ver- 
einigung simtlicher verschiedener Punkte aus den beiden Reihen stets 
wieder eine Punktreihe auf © von demselben Charakter. Daraus ent- 
nehmen wir leicht mit Riicksicht auf (165) und (163), daB der zu (166) 
entsprechende Ausdruck fiir die zweite Punktreihe von dem Aus- 
drucke (166) selbst subtrahiert eine Differenz ergibt, deren Betrag jeden- 
falls <2e ist. Danach konvergiert der Ausdruck Hg, wenn wir den 
Winkel @ nach Null abnehmen lassen, nach einer bestimmten Grenze, die 
wir Hg schreiben. Diese Grenze nennen wir das Oberfldchenintegral 


= f H(a, B, y)do tiber die Kugelfliche © oder auch den Mittelwert der 


Funktion H(a, B, y) fiir alle moglichen Richtungen «, B, y, wobei wir in 
Betracht ziehen, daB fiir H(«, 6, y) =1 auch Hg konstant =1 ist. Von 
dem Faktor dw sprechen wir als dem F'ldéchenelement von © an der Stelle 
a, B, y. 

Es bedeute jetzt & einen beliebigen konvexen Bezirk und H(u, v, w) 
dessen Stiitzebenenfunktion; ferner sei R das Maximum von H(ca, £, 7) 
fiir die Punkte a, 6, y auf ©. Fiir je zwei Punkte o*, B*, y* und a, B, y 
auf © mit einer Winkeldistanz <2 ist die geradlinige Distanz < 2 sin? 
und folgt daher (vgl. die Formel (2) in § 3) stets 


(167) | H(a%, B*, 7*) — H(a, B, y)|<2Rsing. 
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Die Funktion H(q, B, y) ist also auf © stetig. Den Mittelwert Hy von 
H(«, B, y) fiir alle méglichen Richtungen «, B, y bezeichnen wir als den 
mittleren Stitzebenenabstand des konyexen Bezirks &. 

Denken wir uns jetzt zu einem Winkel 20 < + irgendwie eine Punkt- 
reihe t,, ty,..., t, auf © konstruiert, von der ganz © Winkeldistanzen < 29 
hat und dazu wie oben das Polyeder © gebildet; dabei enthilt © die 
Kugel © und ist selbst ganz in + __@ enthalten. Nach dem Satze 
: ; cos 2 
in (133) haben wir demzufolge 
(168) V(&, 6, ©) < V(R, S, S) << — — V(&, &, G). 

Stellen wir nun V(6, 6, R) gem4B der Formel (135) dar und ziehen die 
Ungleichungen (164) heran, so erhalten wir unter Verwendung der Ab- 
kiirzung (166): 


(169) <* He < VAS.S; Va 5p He- 

Die beiden Formeln (168) und (169) zusammen fiihren dazu, daB fiir den 
Betrag der Differenz V (8, ©, ©) — =a Hy eine obere Grenze besteht, 
deren GréBe nach Null konvergiert, wenn wir & nach Null abnehmen 


lassen. Da nun diese Differenz von # gar nicht abhingt, kommen wir 


damit zu dem Satze: 
i Fiir einen konvexen Bezirk & ist V,= V(®, G, G) gleich dem 
— - fachen des mittleren Stiitzebenenabstands von &, also 


3 i 
(170) End fH B, vy) do. 

Vermége dieser Darstellung erkennen wir insbesondere, daf, wenn ein 
konvexer Bezirk ganz in einem anderen konvexen Bezirk R* enthalten 
ist, stets 
i7t) V(&, G, G) < V(K*, G, G) 


gilt. 
Nehmen wir fiir & in (170) beispielsweise eine Strecke D, von der 


Lange 1, die einen Durchmesser von +6 bildet, also zwei Punkte 


=F, — +b —>% und ; Ons = Bos Yo auf a: verbindet, so 
besteht der Kérper D, + ¢G aus dem geraden Kreiszylinder, dessen Achse 
®, ist und dessen Grundflichen Kreisfliichen vom Radius ¢ sind und zwei 
auf diesen Grundflichen :aufgesetzten Halbkugeln. Das Volumen dieses 


Korpers ist wt? + “2 ¢®, also fiir ihn 3V,—= 2, andererseits haben wir 


hier H(a, B, vy) = = | act, + BB) + y7¥)| und entsteht demnach 


(172) ee 
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Da & den Nullpunkt als Mittelpunkt hat, besitzt derjenige konvexe 
Bezirk R(, der zu einem gegebenen konvexen Bezirk R in bezug auf den 
Nullpunkt symmetrisch ist, die gleiche Invariante V, wie. Verwandeln 
wir in (170) a, B, y und —a«, —f, —y und addieren die entstehende 
Formel zu (170), so erhalten wir 
(173) EM=d [Ae int Ho« 8 —pdo. 

Die Summe A (a, 8, vy) + H(—a«, —B,—vy) hierin bedeutet den 
gegenseitigen Abstand der zwei parallelen Stiitzebenen an & mit den 
AuBeren Normalen «, 6, y und —a, —$,—y, die Breite von & in der 
Richtung («, 8, vy). Denken wir uns jetzt den Bezirk & als Kérper, also 
alle seine Breiten >0O. Sind p und q zwei Punkte von & in den Stiitz- 
ebenen an & mit den Normalen a, 6, y und —a, —B, —y, so ist die 
Lange der sie verbindenden Strecke pq mindestens so groB wie die Breite 
von & in der Richtung und gilt daher mit Riicksicht auf das Resultat 
bei (172) und auf (126): 


1 
VM (pa, G, 6) =7Ae, B, v) ee = By 7) 

Andererseits ist diese Strecke pq ganz in & enthalten und haben wir 
daher gemiB (171) 

38 3 

4x V(&, 6, ©) > V4, 6, &), 
so daB stets . : 
(174) tg a> qz(He, 8, + Ha, — B, —y) 


sein wird. Denken wir uns den Nullpunkt der Koordinaten mit dem 
Schwerpunkte von & zusammenfallend, so gilt nach (143) immer 


1 
Hsia = By =p) 27 Ae, B, v) 
und daher 
3 1 
(175) in 12> 7 4A, B, 7). 
Insbesondere wird danach das Maximum von H(a, 8, y), d. i. der Radius 
A der kleinsten, den Kérper & ganz enthaltenden Kugel mit dem Schwer- 


punkte von & als Mittelpunkt stets < = V, sein. Ist & speziell ein KGr- 
per mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, so besteht allgemein 


H(—a, — 8, —y)= H(a, B, 7) 


R< =. 


und ist daher 


Andererseits ist aus (173) unmittelbar ersichtlich, daB die gréBte vor- 
handene Breite von & sicher > = V, ist und hier nur das Gleichheits- 
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zeichen statthat, wenn alle Breiten von ® untereinander gleich sind, und 
aus (170) folgt, daB gewiB R> - V, ist und hier das Gleichheitszeichen 
nur gilt, wenn & eine Kugel vorstellt. 


§ 26. Die Oberfliche eines konvexen Ko6rpers als das Vierfache 
des arithmetischen Mittels seiner Projektionen. 

Ks sei & ein konvexer Kérper mit der Stiitzebenenfunktion H (u, v, w). 
Fiir jeden Punkt x, y, 2 aus 8 geniigen die Werte x, y den Bedingungen 
(176) ux + vy < H(u, v, 0) 
fiir alle méglichen Wertsysteme u,v. Umgekehrt, ist a, b ein spezielles 
System, wofiir stets H(u, v, 0) — aw —bv>0 ausfallt, so laBt sich nach 
den Ausfiihrungen in § 10 immer eine Konstante c derart bestimmen, daB 
auch H(u, v, w) —au—bv—cw 0 fiir beliebige Werte u, v, w gilt, 
und alsdann ist der Punkt mit den Koordinaten a, b, ¢ ein Punkt aus &. 
Den durch die samtlichen Ungleichungen (176) definierten Bereich % in 
der xy-EHbene, ein gewisses Oval in dieser Hbene, bezeichnen wir danach 
als die (orthogonale) Projektion des Korpers ® auf die xy-Ebene. Wir 
wollen jetzt den Flacheninhalt F’ dieses Ovals % als ein gemischtes Vo- 
lumen darstellen. 

Es bedeute © die Strecke von der Linge 1, die vom Punkte 0, 0, — = 
nach dem Punkte 0, 0, = fiihrt und betrachten wir den Kérper & + ¢@, 
wobei wir uns den Parameter ¢ > H(0, 0, 1) + H(0, 0, —1) =¢, denken. 
Fiir jeden Punkt a, b,c in & ist — H(0,0,—1) <e< H(0,0,1). Wihrend 
a,b, c den Kérper & beschreibt, wird der Kérper 8 +¢€ von der Ge- 
samtheit aller daraus abzuleitenden Punkte a, b, 2 erzeugt, fiir welche 


+ Se-es + gilt. Dabei verbleibt nun bei jedem beliebigen Systeme 


a, b aus & die Koordinate z stets in den Grenzen 
t 
—F— HO, 0,-1) <#<5+H(@,0, 2), 


und andererseits wird, zufolge unserer Voraussetzung tiber ¢, dabei z jedes- 
mal zum mindesten alle Werte des Intervalls 


—++H(0,0,1)<¢<>-H@,0,-1) 


annehmen. Damit haben. wir hier zwei gerade Zylinder mit % als Quer- 
schnitt und Héhen =¢+ 4, erlangt, von denen der erste den Kérper 
RK + ¢€ enthilt, der zweite ganz in diesem Kérper enthalten ist und finden 
wir danach das Volumen von & + ¢© einerseits <(¢+ 4), andererseits 
>(t—%t)F. Stellen wir dieses Resultat mit dem Ausdrucke zusammen, 
der fiir dieses Volumen gemi8 (134) besteht, und lassen wir ¢ tiber jede 
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Grenze hinauswachsen, so erkennen wir, dab V(€, ©, ©) =0, 3V (KR, C,©)=0, 
3 V(KR, &, ©) = F ist. 

In ganz analoger Weise kénnen wir die (orthogonale) Projektion des 
Kérpers ® auf eine Ebene ex + By + yz2=0 mit einer beliebigen Rich- 
tung (@, 6, 7) als Normale definieren. Wir brauchen nur eine ortho- 
gonale Koordinatentransformation heranzuziehen, wobei die neue dritte 
Achse in jene Richtung («, 6, y) fallt. Die betreffende Projektion, die 
ein Oval in jener Ebene wird, nennen wir % (a, 6, y) und ihren Flachen- 
inhalt F(a, 6, vy); wir finden alsdann, wenn t den Punkt mit den Ko- 
ordinaten «, 8, y und (or) die Strecke von 0 nach r bedeutet, jedesmal 
(177) 3V(&, &, (ov) = F(a, B, y). 

Wir definieren nun eine Funktion F'(u, v, w) fiir alle méglichen 
reellen Werte von uw, v, w, indem wir, wenn ¢ > 0 ist, allgemein 
(178) F (ta, tB, ty) a tE' (a, B, 7) 
festsetzen und zudem noch F'(0, 0, 0) =0 nehmen. Bedeutet { den Punkt 
mit den Koordinaten u,v, w und (of) die Strecke von 0 nach f, bzw. 
wenn { mit 0 identisch ist, diesen Punkt allein, so haben wir alsdann stets 
(179) 3V(K, &, Of) = Fu, v, w). 

Auf Grund dieser Formel kénnen wir jetzt allgemein die Ungleichung 
(180) FC, %, My) + F(ue, Ug, We) = Fu, + te, % + V2, Wy + We) 
erweisen. In der Tat, es seien |,, j,, ] die Punkte mit den Koordinaten 
Uy) Vy) Wyj Ug, Vg, Wo und uw, + Uy, Vy +, W,+ wy. Der im Sinne von 
§ 17 aus (of,) und (of,) durch Addition hervorgehende Bereich bedeutet 
dann das Parallelogramm mit den Ecken 0, j,, {,, ] und enthalt daher 
jedenfalls den Bereich (0) ganz in sich; nach (133) ist deshalb 

3V (SK, &, (of) + Of,)) 2 3V(R, &, (of), 
wahrend die linke Seite hier sich nach (127) 
= 3V(K, K, (of) + 3V(R, &, (of,)) 
ergibt. Diese Umstande in Verbindung mit (179) fiihren sofort zur Un- 
gleichung (180). 

Ferner gilt, da allgemein je zwei Projektionen § (— «, — 8, — y) und 
& (@, B, y) identisch sind, immer F'(— u, —v, — w) = F(u, v, w). 

Nach ihren hier entfrickelten Higenschaften stellt nun F'(u, v, w) die 
Stiitzebenenfunktion eines gewissen konvexen Kérpers 8 mit dem Null- 
punkte als Mittelpunkt dar, den wir den Kérper der Projektionen von & 
nennen wollen. Krsetzen wir R durch t®, wobei t> 0 ist, so geht & 
in ¢?% tiber; unterwerfen wir ® einer Translation, so bleibt 2 unver- 
andert. Wir werden jetzt zeigen, daB die Oberflache des Kérpers & 
gleich dem Vierfachen des mittleren Stiitzebenenabstandes von & ist. 
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Betrachten wir zunachst den Fall, daB & ein Polyeder ist; es besitze 
& dabei v Seitenflichen §,(c = 1, 2,..., v) und es sei («,, £,, 7,) die 
auBere Normale und F', der Flacheninhalt von %,. Die Oberfliiche von 
R wird definiert durch 


(181) D=3V(R,8, GO =F,4 Fi +---+F,. 


Fassen wir die orthogonale Projektion von & auf irgendeine Ebene 
ac -+ By + y2=0 ins Auge, so trifft eine auf dieser Ebene senkrechte 
Gerade durch einen beliebigen inwendigen Punkt dieser Projektion $(«, B, 7) 
die Begrenzung von ® in zwei Punkten, einmal in einem Punkte einer 
solchen Seitenfliche %,, fiir die wa, + BB,+ yy,>0 ausfallt, und dann 
in einem Punkte einer solchen Seitenfliche %,, fiir die der entsprechende 
Ausdruck < 0 ausfiallt, und infolgedessen ergibt sich der doppelte Flachen- 
inhalt jener Projektion 


(182) 2F (a, B, Y) = ile, + BB, + 77.1 F, (x=1, Zyenny DY): 


Mit Benutzung von (172) finden wir daraus den mittleren Stiitzebenen- 
abstand des Korpers &: 


1 1 1 
iz fF B, y)de@ =i > F.=70, 
also die Relation 


(183) — Vk, 6, 6) == V(R, &, 8). 


Diese Beziehung kénnen wir jetzt leicht auf einen beliebigen kon- 
vexen Kérper ® ausdehnen, indem wir folgende Bemerkung verwenden: 
Es seien , ®* zwei konvexe Kérper, &, &* die Kérper der Projektionen 
von &, bzw. von ®* und H, H*, F, F* die Stiitzebenenfunktionen von 
RK, KR*, L, V* Ist der Kérper K ganz im Kérper K* enthalten, so leuchtet 
ein, daB auch die Projektion von & auf irgendeine Ebene «x + By+ ye=0 
stets ganz in der Projektion von &* auf diese Ebene enthalten sein und 
infolgedessen stets F(a, 6B, 7) < F'*(«, 8, y) und mithin auch & in &* 
enthalten sein wird. Wir kénnen noch hinzufiigen, daB, wenn dabei & 
und §* verschieden sind, auch & und &* nicht identisch sein kénnen. 
Denn es 1a8t sich dann gewiB eine solche Richtung (a), By, 79) angeben, 
fiir die H (0, By, ¥) < H* (0, Bos 70) ist. Wahlen wir nun fiir («, B, 7) 
irgendeine zu (a, By, ¥)) orthogonale Richtung, so erweisen sich die ortho- 
gonalen Projektionen von & und von §* auf die Ebene ax+ py +ye=0 
in dieser als zwei Ovale mit verschiedenen Stiitzgeradenfunktionen und 
muB8 deshalb F(a, B, vy) << F'* (a, B, y) sein. 

Ist jetzt @ ein beliebiger konvexer Kérper und kein Polyeder, so 
greifen wir einen inneren Punkt £ von & beliebig heraus und kénnen dann 
zu jeder positiven GréBe ¢ ein Polyeder ®* derart bestimmen, daB & 
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at ot 


ganz enthalt. Bezeichnen wir mit &* den Kérper der eee von 
K*, so ist dann jedesmal & in Y* enthalten und enthalt andererseits den 


Q* Wir haben mithin 


ganz in &* enthalten ist und andererseits das Polyeder ; 


s 1 
K6rper G5? 


3 
Ay 6, G)> aap G, ®) > as V (2%, G, G), 
wahrend zugleich 


2 7 (8%, R*, B®) > 4 V8, &, G6) >, V(8%, &*, &) 


4(1 ee 
sein wird. Nun wissen wir bereits, da ®* ein Polyeder ist, daB in diesen 
beiden Reihen bzw. die an erster und die an dritter Stelle aufgefiihrten 
Glieder miteinander tibereinstimmen. Indem wir die GréBe ¢ nach Null 
abnehmen lassen, erhalten wir alsdann die Formel (183) auch fiir den 
Koérper ®. Die damit allgemein festgestellte Formel 


(184) zd -2 [Fe B, y)do 
sprechen wir kurz in folgender Weise aus: 

Die Oberfliche eines konvexen Kérpers ist gleich dem Vierfachen des 
arithmetischen Mittels der Querschnitte aller dem Kérper umbeschriebenen 
Zylinder. 

Aus dieser Darstellung der Oberfliiche eines konvexen Kérpers er- 
sehen wir mit Riicksicht auf die bei (171) gemachte Bemerkung ins- 
besondere sofort, daB, wenn ein konvexer Koérper & in einem anderen 
konvexen K6rper ®* enthalten ist, stets die Oberfliche von & wirklich 
kleiner als die Oberfliiche von * ist. 

Bringen wir die am Schlusse von § 25 fiir Kérper mit Mittelpunkt 


gefundenen Ungleichungen 3 = Vo Re = V, auf den oben betrachteten 
Kérper 2 in Anwendung, so a ee dak das Maximum von F'(a, B, 7) 
noch < — = 0 und andererseits > — ane ist. Ftir einen konvexen Kérper 
RK mit fi Oberflache © _ besitzt hangs jede Projektion einen Flachen- 
inhalt <>0 und gibt es stets solche Projektionen, bei welchen der 


Flicheninhalt > © ist. 


Durch die Relation (172) finden wir tiberhaupt fiir eine beliebige 
ebene Flache von einem Flicheninhalt F das (wie in (184) hergestellte) 
arithmetische Mittel ihrer Projektionen auf die simtlichen Ebenen durch 


den Nullpunkt jedesmal = =F. Infolgedessen kénnen wir auch bei be- 
liebigen Flichen im Raume, die weder konvex noch geschlossen zu sein 
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brauchen, unter sehr allgemeinen Bedingungen die Oberfliiche gleich dem 
Doppelten des arithmetischen Mittels aller orthogonaler Projektionen der 
Flache setzen, wobei wir aber bei jeder Projektion die mehrfach tiber- 
deckten Partien nach der Zahl der Uberdeckungen in Rechnung zu 
bringen haben. 


§ 27. Verallgemeinerung des Oberflichenbegriffs. 


Wihrend die letzten Betrachtungen ausschlieBlich auf den speziellen 
Eigenschaften der Kugel beruhten, entwickeln wir jetzt noch eine be- 
merkenswerte Verallgemeinerung des Begriffs der Oberfliche, wobei die 
Rolle, welche die Kugel G in der Formel D =3V(R, &, G) des § 24 
spielt, durch einen beliebigen konvexen Bezirk tibernommen wird. 

Wir denken uns zu jeder Richtung («, 6B, y), also fiir jeden Punkt 
der Kugelfliche «? + 6? + y?=1, einen Wert M(a, 6, y) vorliufig in 
vollig beliebiger Weise angenommen; dieser Wert kann positiv, Null oder 
negativ sein. Bedeutet dann % ein Polygon in einer Ebene «x + By+yz=d 
mit der Normale (a, 8, y) und ist F’ der Flicheninhalt dieses Polygons 
im gewodhnlichen Sinne, so wollen wir als den verallgemeinerten (kurz ge- 
schrieben: v.) Fldcheninhalt von % auf der (a, B, y)-Seite jener Ebene das 
Produkt M(a, B, y) F definieren. Dabei werden, wenn die Faktoren 
M (a, 6, vy) und M(— «, — B, — y) verschieden gewiihlt sind, dem Poly- 
gone % verschiedene v. Flicheninhalte auf den zwei Seiten seiner Ebene 
zugeschrieben. Bei einem Polyeder 8 bezeichnen wir als die dueren 
v. Flaicheninhalte der Seitenflachen deren v. Flacheninhalte auf denjenigen 
Seiten ihrer Ebenen, welche die auBeren Normalen dieser Ebenen in bezug 
auf $8 vorstellen. 

Wir definieren nun als verallgemeinerte (v.) Oberfliche eines Polyeders 
die Summe der duferen v. Flacheninhalte seiner simtlichen Seitenflachen. 

Nunmehr stellen wir die Frage, welche Bedingungen der Funktion 
M(«, B, vy) fiir die Gesamtheit aller Richtungen («, 8, y) aufzuerlegen 
sind, damit auch jedem beliebigen konvexen Korper eine bestimmte GréBe 
der v. Oberfliche zugewiesen werden kann und dabei dann allgemein der 
folgenden Forderung Gentige geschieht: 

(I.) Wenn ein konvexer Korper 8 in einem anderen konvexen Korper 
R* enthalten ist, soll die v. Oberfliche von R niemals groéBer als die v. Ober- 
flache von R* sein. 

Um die angeregte Frage zu erledigen, fassen wir zunichst einige ein- 
fache konvexe Kérper ins Auge. Hs bedeute (a, 8, y) irgendeine Rich- 
tung, (or) die Strecke vom Nullpunkte 0 nach dem Punkte r mit den 
Koordinaten «, B, y, und $ ein Dreieck in der Ebene ex + By + ye =0 
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vom Flacheninhalte F = 1 und noch mit dem Nullpunkte 0 im Inneren. 
Der Bereich s% + (or) bei positivem s bedeutet dann das dreiseitige Prisma 
mit s% als Basis und (or) als Héhe, und dieser konvexe Korper wird um 
so umfassender, je gréBer wir s wahlen. Die v. Oberflaiche dieses Prismas 
besitzt offenbar einen Ausdruck 


(Me, 6, y) + UC a, —8, —¥))s? + Ns, 


worin N einen von s unabhangigen Wert vorstellt, und dieser Ausdruck 
darf nun nach unserer Forderung mit wachsendem s niemals abnehmen. 
Daraus geht hervor, daB bei jeder beliebigen Richtung (a, B, y) not- 
wendig immer 

(185) M (a, B, Dee &, = Py y) ae 

sein muB. 

Wir definieren jetzt eine Funktion M(u, v, w) fir beliebige Werte 
u, Vv, w, indem wir festsetzen, da8, wenn ¢ > 0 ist, stets 
(186) M (ta, tB, ty) =tM(@, B, v) 
sei, und noch M(0, 0, 0) = 0 annehmen. 

Es seien jetzt o,, B,, 7143 %:, By, Y2 irgend zwei Richtungen, die ver- 
schieden und auch nicht einander entgegengesetzt sind, ¢,, 4, Werte > 0 
und wir setzen 

tay = Mm, B= %, 47, = Wj tye = Uy, By = %, bye = Wy. 
Sodann bedeute a, B,, y, eime der zwei auf jenen beiden senkrechten 
Richtungen, r, den Punkt mit den Koordinaten «,, 6,, v3, und schreiben wir 
wv, = 0,2 + By + 7,4 (¢=1, 2, 3). In der Ebene y, = 0 bestimmen wir einen 
Punkt p, auf der Geraden y,= 0, so daB fiir ihn y,< 0 und die Linge op, = ¢, 
ist, und einen Punkt p, auf der Geraden y, = 0, so daB fiir ihn y, < 0 und 
die Lange op, = ¢, ist. Im Dreieck p, op, haben dann die Seiten op, und op, 
die Langen #, und ¢, und die iuBeren Normalen (a,, B,, 7,) und (c, By, 72)5 
es sei sodann ¢ die Liinge der Seite p,p, und (—e«, — 6, —y) deren 
auBere Normale in bezug auf das Dreieck, und setzen wir ta = u, tB=v, 
ty =w. Bringen wir die drei Relationen (136) auf das dreiseitige Prisma 
mit p,0p, als der einen Grundflache und or, als Hohe in Anwendung, so 
kommen wir, da die zwei Grundflachen des Prismas gleichen Flachen- 
inhalt und entgegengesetzt gerichtete Normalen haben, zu den Gleichungen: 
UW t+uU—-u=0, 4+%,—-v=0, wt+u—w=0. 

Jetzt sel q irgendein Punkt in v= 0 im Winkelraume U0; 
W, <0 und noch auberhalb des Dreiecks p,op, gelegen. Vergleichen wir 
die v. Oberflachen fiir zwei gerade Prismen miteinander, von denen das 


eine das Viereck op,qp,, das andere das Dreieck p,qp, als Basis hat, 
wihrend die Hohe fiir beide dieselbe und an Linge = sein soll, so ent- 
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halt das erste dieser Prismen das zweite in sich und muB deshalb auf 
Grund unserer Forderung die Differenz dieser zwei v. Oberflichen > 0 
sein. Diese Differenz erhalt den Ausdruck 


S(t, Ma, By, 1) + Mey, By, ys) —tM (a, B, 7) 

+ F(Mes, Bs, v3) + M(— o, — Bs, — 7), 
wo F den Flacheninhalt des Dreiecks p,op, bedeutet. Indem nun diese 
Differenz bei beliebigem positivem Werte s stets >0 sein soll, muB der 
Koeffizient von s darin > 0, also 
(187) M(m, 1, W,) + Mug, v2, wy) > Mu, + Ug, 0, + 0g, , + Wg) 


U v. Ww 
sein. — Fir solche Argumente u,, ¥,, W,3 U.,) V2, W,, wobei ie a 


und dieser Wert > 0 bzw. <0 ist, erhalten wir die nimliche Reution 
aus (186) allein, bzw. aus (186) unter Beriicksichtigung von (185). 

Fiir das Bestehen der Forderung (1) mu8B demnach die Funktion 
M(u, v, w) den Bedingungen (185), (186), (187) Gentige leisten; sie er- 
weist sich damit nach § 11 als die Stiitzebenenfunktion irgendeines kon- 
vexen Bezirks {t, der einen konvexen Kérper, aber auch ein Oval oder 
eine Strecke oder einen Punkt vorstellen kann. GemiS der Formel (135) 
bedeutet dann fiir ein Polyeder S$ die v. Oberfliche einfach den Wert 
des Ausdrucks 3V (8, %, Mt), und durch den Satz bei (133) erkennen 
wir, daB alsdann fiir einen beliebigen konvexen Kérper ® die v. Oberfliiche 
nur mit 3V(R, &, Mt) zusammenfallen kann, wenn (I) gelten soll. De- 
finieren wir aber allgemein fiir einen konvexen Kérper & die v. Ober- 
flache durch 3V(&, &, Mt), so leuchtet in der Tat ein, daB alle an diesen 
Begriff hier gestellten. Forderungen erfiillt sid. Den gerade verwandten 
Bezirk Yt bezeichnen wir als den Hichbezirk der v. Oberflachen. 

Nehmen wir z. B. fiir Mt die Strecke von p nach dem Punkte ¢ mit 
den Koordinaten 0, 0, 1, so bedeutet nach § 26 die v. Oberflache 
3V(K, &, (oc)) den Flicheninhalt der Projektion von ® auf die xy-Ebene. 

Nehmen wir ferner fiir Yt den Wiirfel YW, der durch 
(188) 0<eS1, 0Sy<1, 0<sK1 
bestimmt wird. Bedeuten a, b, c die Punkte mit den Koordinaten 1,0,0; 
0,1,0; 0,0,1, so ist YW identisch mit der Summe der drei Strecken 
(oa) + (0b) + (oc) und auf Grund der Regel (127) finden wir daher die 
y. Oberfliche 3V(R, R, BW) gleich der Summe der Flicheninhalte der 
drei Projektionen des Kérpers & auf die drei Koordinatenebenen. 

Nehmen wir endlich fiir Yt das Oktaeder, welches durch 
(189) Jel+lyl+lel<t 
definiert ist, so bedeutet M (a, B, y), das Maximum von ow + By + ye in 
diesem Oktaeder, den gréften Wert unter den drei Betriigen | |,|6|,|v!|- 
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Im Hinblick auf die Formel (135) kénnen wir dann 3V (8, &, Mt) als die 
maximale Projektion von & auf die Gesamtheit der drei Koordinatenebenen 
bezeichnen. 

Wir untersuchen jetzt noch, welche besondere Higentiimlichkeit dem 
Eichbezirk SQ der verallgemeinerten Oberflichen zukommen muB, damit 
an Stelle von (I) die schirfere Aussage treten kann: Wenn ein konvexer 
Kérper & in einem anderen konvexen Kérper &* enthalten ist, so erweist 
sich 3V(K, &, M) < (nicht bloB <) 3V(K*, K*, Mt). Wir werden fiir 
diesen weiteren Umstand als notwendig und hinreichend erkennen, daB der 
Bezirk St keinen Eckpunkt (s. § 13) besitze. 

In der Tat, nehmen wir zunichst an, daB 9 irgendeinen Eckpunkt 
p aufweise. Es sei (a, B, y) die Normale einer Kckstiitzebene durch p an 
MN, so kénnen wir jedenfalls drei Stiitzebenen durch p an Yt mit drei un- 
abhangigen Normalenrichtungen («;, B;, 7;) («= 1, 2, 3), wobei also die 
Determinante dieser drei Reihen «,, 6;, y,; von Null verschieden ausfallt, 
derart finden, daB 


(190) ata, + tye +to5, B=t,8,+t8,+tsBs, y—hrthrettrs 
mit drei positiven Faktoren 1,, f,, t, gilt. Indem ¢,, ¢,, ¢, positiv sind, be- 
steht nach (187) und (186) jedenfalls die Ungleichung 


(191) M(a, B,y)<t, M(e,, By, 7) + ty M(H, Be, Yo) +t; (as, Bs, v5) 


und da alle jene vier Stiitzebenen durch den Punkt p gehen, so wird 
hierin notwendig das Zeichen = gelten. 
Setzen wir nun 


ya=art Byte, V=4wA+hry+hv, (=1, 2,3) 
und es seien {,, {,, {; die drei Punkte in der Ebene » = —1, fiir welche 
vy, =0, ¥, = 0 baw. y, = 0, », =0 baw. ¥, = 0, Y, =O gilt. Die vier 
Punkte 9, {,, {,, {, sind dann die Eckpunkte eines Tetraeders ZT, dessen 
vier Seitenflachen in die Ebenen ~» = — 1, y, =0, y, =0, o, = 0 fallen 
und die auSeren Normalen (—«, —B, — 7), (> Bry 1)» (2, Bay Ye) 
(a3, Bs, Ys) haben. Bezeichnen wir die Flacheninhalte dieser Seitenflachen 
mit F, Ff, F,, F;, so bestehen nach (136) die Gleichungen 

Fa= Fa, + Fa, + Eyes, FB =F, B, + FB, + F383, 
By me Ey Vie cteil Yo ta lieys 3 

da die Determinante der rechts stehenden Ausdriicke in F,, F,, F, von 
Null verschieden ist, fiihrt der Vergleich mit (190) zu: 
(192) Fi,=1F, F,=t,F, Fy, =tF. 

Ist jetzt |* irgendein Punkt, fiir den »,<0, ¥,<0, ¥,<0, p<—1 
ist, so setzen die zwei Tetraeder of,{,f, und {*),{,[, sich wieder zu einem 
konvexen Kérper &* zusammen und haben wir fiir 
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3V (L*, T*, M) — 3 V(E, X, Me) 
den Ausdruck 
(193) F, MU (a,, B;, 71) 7h FM (ag, Bs, V2) 
*r F, M (ag, Bs, V3) = FU (, B, Y)» 


welcher vermége (192) und, da in (191) das Zeichen = gilt, sich =0 
erweist. Danach wiirden hier also in & und &* zwei verschiedene kon- 
vexe K6rper vorliegen, von denen der erste ganz im zweiten enthalten ist 
und welche doch die gleiche v. Oberflache besitzen. 

Jetzt nehmen wir andererseits an, daB der Bezirk Nt keinen Hek- 
punkt besitze. Betrachten wir dann irgendein Tetraeder &, bei welchem 
die vier Seitenflachen die Flicheninhalte /, F,, F,, F, und die duBeren 
Normalen (— «, — B, — y), (0%, Bis Y1)) (2) Bes Ye)» (> Bs» 7s) haben 
mégen, so muB der mit diesen Groen gebildete Ausdruck (193) jedesmal 
notwendig >0O sein. Denn es gelten dann die Gleichungen (190) mit 
(192) und besteht daher (191), ist also der Ausdruck (193) sicher > 0. 
Wiirde nun dieser Ausdruck = 0 ausfallen, so wiirde die Gleichung 


Ma, B, vy) — ax — By —yz=0 
in Mt, da hier durchweg 
M (a, B;, Y,) — 4 — By — yz 0 (¢=1, 2, 3) 


ist, nur so eintreten kénnen, daB zugleich in diesen drei letzten Un- 
gleichungen immer das Zeichen = statthat; d.h. der Schnittpunkt der 
drei Stiitzebenen an Mt mit den Normalen («,, B;, y;) miiBte notwendig 
ein Punkt von St sein und dieser Punkt ware dann ein Eckpunkt von Mt. 

Jetzt seien & und &* irgend zwei verschiedene konvexe Koérper und 
es sei ® ganz in R* enthalten. Wir kénnen alsdann jedenfalls eine solche 
Ebene {%} konstruieren, welche innere Punkte von ®* enthilt, aber & 
gar nicht trifft, und es sei (a, 6, y) die Normale dieser Ebene nach der 
Seite, auf der & nicht liegt. Wir nehmen in {%} drei nicht in gerader 
Linie gelegene Punkte q,,q,, q; aus &* an und kénnen hernach einen 
vierten Punkt q aus R* so nahe an der Ebene {%} auf ihrer (a, B, y)- 
Seite wahlen, daB in dem Tetraeder T = (q, q,, q2, 43) die duBeren Nor- 
‘malen der drei, q enthaltenden Seitenflichen %,, %., 3; beliebig wenig 
von (a, B, y) abweichen und die Ebenen {%,}, {2}, {G3} dieser Seiten- 
flichen & ebenfalls nicht treffen und auf derselben Seite wie jedesmal die 
vierte Ecke yon & liegen lassen. Es sei nun 3* derjenige Teil von *, 
welcher zugleich die Bedingungen der drei Stiitzebenen {%,}, {G2}, {8s} 
an & erfiillt, und $ der Teil von 3*, der nicht auf der («, B, y)-Seite 
von {%} liegt. Alsdann ist J* in R* und K in J enthalten und J* 
setzt sich aus § und & zusammen, wobei diese Kérper in der Fliche § 
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aneinanderstoBen. Wir haben daher 

BV (RF, REM) = SVS Se), OVC yO) = OU oy ee) 
und die Differenz 3 V(3*, 3*, Mt) — 3V (8, 3, Mt) erweist sich nach (137) 
gleich dem Ausdrucke (193) in bezug auf das Tetraeder Z, also > 0, 
mithin gilt auch stets 
(194) BV (RK*, KR*, M) > BV (KR, K, Mo). 

Insbesondere erhalten wir auf diese Weise fiir die Oberflachen im 
gewohnlichen Sinne, deren Hichkérper die Kugel vom Radius 1 mit dem 
Nullpunkt als Mittelpunkt ist, von neuem die Tatsache: 

Wenn ein konvexer Kérper ® ganz in einem anderen konvexen Kérper 
R* enthalten ist, so besitzt ® stets eine kleinere Oberfliche als R*. 


§ 28. Tangentialkorper und Kappenkorper. 


Wir besprechen hier fiir eine spaitere Anwendung noch einen weiteren 
Grenzfall der Ungleichung (133). Es seien 8 und R’ zwei konvexe Korper 
mit den Stiitzebenenfunktionen H und H’ und es sei &’ ganz in & ent- 
halten. Fiir die vier Gréfen 

VK, K, KR), VR, 8, K), V(K, KY, KR), VK, K, K), 
die wir mit V), V,, V,, Vs; bezeichnen, bestehen dann nach (133) jeden- 
falls die Ungleichungen 
(195) Veal ee ee 

Ist &’ nicht identisch mit ®, so gibt es innere Punkte von 8, die 
nicht zu §’ gehdren und ist infolgedessen gewiB V, > V,. Wir fragen 
jetzt, unter welchen Umstinden V, > V, und V,> JV, gilt. 

Wir wollen einen konvexen Kérper & als einen Zangentialkirper eines 
konvexen Kérpers St’ bezeichnen, wenn jede Tangentialebene (extreme 
Stiitzebene) an & stets auch eine Stiitzebene an ®’ ist. Dabei versteht es 
sich nach § 14 und § 13 ohne weiteres, daB der Kérper & den Kérper 
R’ ganz in sich enthilt. Wir werden jetzt den Satz beweisen: 

Ist R’ in & enthalten, so besteht dann und nur dann die Gleichung 
(196) V (8, &, 8) = Vs, &, K’), 
wenn & ein Tangentialkérper von R’ ist. 

In der Tat, nehmen wir zuniichst an, wihrend ’ in ® enthalten ist, 
gabe es irgendeine solche Tangentialebene an &, die nicht zugleich Stiitz- 
ebene an §’ ist. Der Hinfachheit wegen denken wir uns den Nullpunkt 
ins Innere von §’ und die positive z-Achse in die Richtung der ‘uBeren 
Normale jener Tangentialebene gelegt. Hs sei ¢)’ der kleinste, ¢,’ der 
gréBte Wert von ¢ in &’ und ¢ der kleinste, c, der gréBte Wert von z 
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in &. Nach Voraussetzung ist dann ¢ <<0<c,/<c¢,. Bedeutet 6 eine 
positive GréBe < ¢, — ¢,’ und bezeichnen wir den Teil von 8, wo z<c, —0 
ist, mit &,, den Teil von R, wo z>c,—0 ist, mit ®,, so ist R’ ganz 
in &, enthalten. Die Ebene z= c, —0 hat mit ® ein gewisses Oval (0) 
gemein; wir bezeichnen mit (0) den Flacheninhalt, mit U(d) den Um- 
fang von (0), mit r(0) das Maximum unter den Radien aller ganz im 
Oval (0) enthaltenen Kreisflichen. DaB die Stiitzebene zc, an& eine 
Tangentialebene an & ist, bedeutet nach § 14 soviel, wie daB der Quotient 


we) fiir ein nach Null abnehmendes 0 tiber jede Grenze hinauswiichst. 


Indem das Oval (0) eine Kreisfliche vom Radius r(0) enthalt, ist der 
gemischte Flaicheninhalt von %(0) und dieser Kreisfliche gewiB nicht 
gréBer als der Flicheninhalt von §(0), d. h. hat man 


= 1(0) U(d) < F() 


und wird mithin mit nach Null abnehmendem 0 gleichfalls tiber 


F(6) 
8 U(8) 
jede Grenze hinauswachsen. 

Der Beziehung (137) gemaf gilt 

, i YA 1 fe , 

(197) V(Ky, Ky, KR’) + V(R,, K,, K) =V(K, K, K') + KG, — ¢')F'(9). 

Ist & und damit auch R, ein Polyeder und stellen wir V (Ry, Ry, 8) 
und V(R,, %), &’) gemaB (135) dar, so erkennen wir die Differenz der 
ersten und der zweiten GréBe als Aggregat von lauter Termen > 0, unter 


denen ein Term = = F'(0) (¢, — ¢,') ist, und wir erhalten demnach 
u , 1 , 
(198) V (Ky, Ky, K) = V(Nq, Ky, K’) + 3 (4 — ¢'/) FO). 


Diese Forme] iibertrigt sich dann genau wie die Beziehung (137) von dem 
Falle eines Polyeders auf den Fall eines beliebigen konvexen Kérpers &. 
Nach (133) haben wir ferner, da &, in & enthalten ist 


(199) V(K, K, K) > Vo, Ko, K)- 
Endlich brauchen wir eine gewisse obere Grenze fiir V(&,, &,, &’). 


Es sei p ein Punkt aus & in der Stiitzebene z= c,, gq der Schnittpunkt 
-yon op mit z=c,—0, und s der Sinus des Neigungswinkels von op 


gegen diese Kbene, also 4 die Linge von pq. Wir bilden durch Pro- 
jektion des Ovals (0) vom Punkte 0 aus auf die Ebene z= ¢, in dieser 
das Oval —1. § (8); konstruieren wir sodann den Zylinder ©, mit 


letzterem Oval als einer Grundfliiche und mit Hrzeugenden des Mantels, 
die parallel und gleich pq sind, so daB die andere Grundflache durch 
Dilatation des Ovals %(0) von q aus im Verhiltnisse c,:c, — 0 entsteht, 
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so enthalt dieser Zylinder ©, offenbar den Koérper &, ganz in sich und 
gilt daher 
(200) VG, &, KR) SV (GK, H,, K'). 

Denken wir uns nun zunachst ® als Polyeder, so werden auch &, 
und ©, Polyeder und hat der Mantel von ©, einen Flacheninhalt 

<2, rey Le 

wo U(d) den Umfang von % (0) bedeutet. Bringen wir nun zur Berech- 
nung von V(G,, ©,, &’) die Formel (135) in Anwendung und bezeichnen 
das Maximum der Stiitzebenenabstinde H’(a, 6, y) fiir R’ mit R’, so ge- 
langen wir zur Ungleichung 


1 
(201) (45) FOG —o) +5 oats VOR SVG, &, &). 
Diese Formel laBt sich dann ebenso wie heh sofort auf den Fall eines 
beliebigen konvexen Kérpers ® ausdehnen. 
Durch Summation der Beziehungen (197)—(201) entsteht nun 


(202) V(8, 8, 8)—V(®, &R) >> F(d)[q—a/— “F* ena a mit 


= hs ae ay 


Hierin ist c,—c¢,’ >0O und, wie oben bemerkt, konvergiert ¥ em it d 


zugleich nach Null. Danach fallt der in (202) rechts vom Zeichen > 
befindliche Ausdruck sicher > 0 aus, wenn 0 unter eine gewisse positive 
GroBe gesunken ist, und ergibt sich somit bei der gegenwirtigen Voraus- 
setzung: 


(203) V(&, &, R) > V(R, R, RY. 


Hiernach ist fiir die Gleichheit der Werte V(&, ®, 8) und V(S8, &, R), 
wenn §’ in & enthalten ist, jedenfalls eine notwendige Bedingung, daB 
eine jede Tangentialebene von & stets zugleich eine Stiitzebene an &’ sei. 

Nehmen wir jetzt andererseits diese Bedingung als erfiillt, somit & 
als Tangentialkérper von ’ an. Stellt @ zunichst ein Polyeder vor, so 
gilt fiir die Richtungen (a, 8, y), welche die auBeren Normalen der Seiten- 
flichen von & abgeben, immer H (a, 6, y) = H’(«, B, y), und im Hinblick 
auf (135) erhalten wir daher in der Tat V(&, &, R) = V(S&, &, &’). Wenn 
aber & einen beliebigen konvexen Kérper bedeutet und wie wir annahmen, 
D ein innerer Punkt von & ist, kénnen wir nach dem am Schlusse von 
§ 13 bewiesenen Satze in bezug auf jede vorgegebene GréBe « stets ein 
solches Polyeder $$ konstruieren, dessen Seitenflichen lauter Tangential- 
ebenen an & sind und welches dabei ganz in (1 + «)& liegt. Da alsdann 
$8 gleichfalls einen Tangentialkérper von &’ vorstellt, gilt nach dem soeben 
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Bemerkten gewib V($, %, ®) = V(, $B, KR’). Nun sinken die Differenzen 
V(B, BF, B) — VK, &, K) und V(, K, KR’) — V(R, K, RK), die jedenfalls 
= 0 sind, mit nach Null abnehmendem « unter jede positive GréBe, und 
danach finden wir auch V(&, &, R) — V(R, &, &’) beliebig klein, d. h. 
gleich Null. — 

Wir bezeichnen einen konvexen Kérper & als einen Kappenkorper eines 
konvexen Kérpers ®’, wenn, von den Eckstiitzebenen an & abgeschen, alle 
tibrigen Sttitzebenen an ® zugleich auch Stiitzebenen an ’ sind (s. § 16). 
Dabei ist ® jedenfalls auch ein Tangentialkérper von &’ und enthialt ®’ 
ganz in sich. Wir werden jetzt den ferneren Satz beweisen: 


Ist 8’ in & enthalten, so besteht dann und nur dann die Gleichung 
(204) V(S, &, K) = V(S, , &’), 
wenn & ein Kappenkorper von R’ ist. 

In der Tat, nehmen wir an, es sei ’ nicht identisch mit ®, und 
betrachten wir beliebige zwei Stiitzebenen an R und R’ mit derselben iuBeren 
Normale, welche nicht zusammenfallen. Der Einfachheit wegen denken 
wir uns 0 ins Innere von &’ und die positive z-Achse in die Richtung 
jener Normale gelegt, und wir wollen in bezug auf ® und §&’ und diese 
Richtung die Zeichen ¢', ¢,', ¢&, ¢, 0, Ry, 8, &(0), F(O) genau wie vor- 
hin verwenden. Indem wir die positive GréBe 0 < c, —¢,’ einrichten, wird 
R’ ganz in &, enthalten sein und daher jedenfalls 


(205) V(S, 8, R) > V(R, Ko, Ko) = V(K, K, &’) 
statthaben. Ferner besteht gemaB (197) die Gleichung 


(206) ——V(S, Ry, By) + V(G, @,, &,) = V(B, BR) +% (4 — %) F'(0). 


Denken wir uns zunichst ® und damit auch 8, als Polyeder, so 
stimmt die Stiitzebenenfunktion von &, fiir jede Richtung (a, B, y), welche 
(auBere) Normale einer Seitenfliche von &, vorstellt, mit Ausnahme der 
Normale (0, 0, — 1) von §(0), genau mit dem Werte H(a, B, y) fir & 
tiberein, wahrend fiir die eine Richtung (0, 0, — 1) die erstere Funktion 
=—(c,—0), dagegen H(0,0,—1)=—c, ist. Bilden wir nun V(&,, 8,, ®) 
und V(R,, ®,, ®,) geméB der Formel (135), so entsteht daher die Be- 
ziehung 


(207) = +(4 —8 —@) F(6) = V(S&, &,, &,) — VM, &,, &). 


Diese Gleichung lat sich dann ebenso wie (137) auf den Fall eines be- 
liebigen konvexen Kérpers & ausdehnen. 

Soll nun V(&K, &, R) = V(K, &’, KR), mithin gemaB (205) auch 
= V(K, &), Ry) sein, so folgt aus (206) und (207), da 
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(208) V (&,, &,, %,) => 0 F (6) 


statthaben mu8. Ist nun p irgendein Punkt aus § in seiner Sttitzebene 
z= ¢,, so bedeutet = OF(6) das Volumen des Kegels mit § (0) als Grund- 


fliche und p als Spitze. Dieser Kegel ist jedenfalls ganz in , enthalten. 
Die Relation (208) kann danach nur bestehen, wenn §, mit diesem Kegel 
identisch wird; alsdann stellt p einen Eckpunkt von ® und z=¢, eine 
Eckstiitzebene durch p an & vor. 


Auf diese Weise erkennen wir in der Tat als eine notwendige Be- 
dingung fiir das Hintreten der Gleichung V(R, &, R) = V(R, &’, &’), 
wahrend &’ in & enthalten ist, daB jede solche Stiitzebene an &, welche 
nicht Eckstiitzebene an & ist, immer zugleich eine Stiitzebene an §’ sein 
muB, d.h. daB & ein Kappenkérper von §’ ist. 


Setzen wir andererseits jetzt ® als Kappenkérper von ’ voraus. 
Stellt &’ ein Polyeder vor, so ist alsdann, wie in § 16 gezeigt wurde, & 
notwendig ebenfalls ein Polyeder und kommt der vorausgesetzte Charakter 
von & darauf hinaus, da8 nicht nur eine jede Seitenfliche von &, sondern 
auch bereits eine jede Kante von & stets wenigstens einen Punkt von §’ 
enthalt. Berechnen wir nun V(, &’, ’) gemiB (124), indem wir an die 
Stelle der Polyeder &,, R,, KR, dort jetzt KR, KR’, KR’ treten lassen, so wird 
darin ein von Null verschiedener Faktor FY) jedenfalls nur solchen Rich- 
tungen (a, B®, y) entsprechen, wobei die Stiitzebenen an & mit diesen 
Normalen sei es eine Seitenfliche, sei es eine Kante von ® enthalten. Fiir 
diese Richtungen stimmen nun gewiB die Funktionen H von & und H’ 
von §’ stets iiberein, und daher folgt V(R, R’, R’) = V(R, &’, ®) und 
da & zugleich ein Tangentialkérper von &’ ist, nach (196) dann weiter 
= V(K, R, R). Ist KR’ ein beliebiger konvexer Kérper und denken wir 
uns 0 im Inneren von &’ gelegen, so kénnen wir in bezug auf jede po- 
sitive GréBe ¢ zu R’ stets ein Polyeder 38’ konstruieren, welches &’ enthialt 
und selbst in (1 + ¢)’ enthalten ist. Es sei & nicht identisch mit &’, 
so liegt bei hinreichend kleinem « gewif irgendein Eckpunkt von & auBer- 
halb ’. Bezeichnet p einen Eckpunkt von & auBerhalb 8’, so ist der 
Normalensektor des Eckpunktes p von (p, $8’) ganz enthalten im Normalen- 
sektor des Eckpunktes p von (p, &’). Hs seien nun j,, p,,... die simt- 
lichen Eckpunkte von & auBerhalb 38’, so werden hiernach, da & ein 
Kappenkorper von §” ist, auch die Normalensektoren dieser Punkte in bezug 
auf $$” untereinander in den inneren Punkten durchweg verschieden aus- 
fallen und wird daher der gemi® § 16 zu bildende konvexe Kérper 
% = (P,, Pe, ---, $B’) einen Kappenkérper von J’ vorstellen; dabei erweist 
sich die Zahl der Eckpunkte p,, p,,... jedenfalls als eine endliche und 
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wird §§ wieder ein Polyeder sein. Dieses Polyeder $8 enthalt den Kérper 
& und ist seinerseits ganz in (1+ )& enthalten. Nach dem vorhin Be- 


wiesenen finden wir bereits 
VB, B, B)— VB, BY BY =0, 
und von der Differenz hier links weicht V(&, , 8) — VR, &', XR’) um 


eine GréBe ab, fiir welche eine, zugleich mit ¢ nach Null konvergierende 
obere Grenze besteht. Danach mu8 nun in jedem Falle 


V(&, 8K, &) - Vk, KX’, KX’) 


gelten, wenn & ein Kappenkérper von &’ ist. 


XXVI. 


Volumen und Oberfliche. 


Herrn Rudolf Lipschitz zum finfzigjihrigen Doktorjubilaum, 9. August 1903, 
in herzlicher Verehrung gewidmet vom Verfasser. 


(Mathematische Annalen, Band 57, S. 447—495). 


Fiir die konvexen Kérper gibt es einen elementaren Weg, um den 
Begriff der Oberfliche aus dem einfacheren Begriffe des Volumens heraus 
zu entwickeln, und in Verfolg dieses Weges gelangt man zu sehr be- 
merkenswerten Erweiterungen der Tatsache, wonach unter allen Kérpern 
gleichen Volumens die Kugel die kleinste Oberfliche besitzt. 

Liegt ein konvexer Kérper ® vor und versteht man unter 2, y, 2 
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes aus ®, so nimmt ein linearer 
Ausdruck ux+vy+wz, wo u,v, w feste GréBen sind, in R immer einen 
bestimmten gréBten Wert H(u, v, w) an; und diese Funktion H(w, v, w) 
von drei beliebigen reellen Argumenten, die Stiitzebenenfunktion von §&, 
charakterisiert den konvexen Kérper ® vollkommen. Das Volumen des 
K6rpers & erscheint als ein gewisser homogener Ausdruck dritten Grades 
V# in den simtlichen Werten H(u, v, w). Aus diesem Ausdrucke ent- 
springt fiir drei beliebige konvexe Kérper ®,, &,, ®; eine polare Bildung, 
ein symbolisches Produkt Vy, Vz,Vxz,, das gemischte Volumen der drei 
Korper &,, &,, R;. Diese GréBe ist invariant bei beliebigen Translationen 
der einzelnen Koérper. Werden zwei der Kérper mit einem bestimmten 
Korper &, der dritte aber mit einer Kugel vom Radius 1 identifiziert, so 
ist das dreifache ihres gemischten Volumens die Oberfliche von &. 

Fiir die gemischten Volumina gilt der wichtige Satz: Fiir irgend drei 
K6rper vom Volumen 1 wird das gemischte Volumen stets = 1 und nur 
dann = 1, wenn die drei Koérper miteinander homothetisch sind. DaB 
jeder konvexe Korper, der keine Kugel ist, eine gréBere Oberfliche hat 
als eine Kugel von demselben Volumen, ist nur ein spezieller Fall dieses 
Satzes. 

Diese fundamentale Ungleichung lift weiter die folgende Auslegung 
zu: Man bezeichne in der Mannigfaltigkeit aller méglichen Funktionen 
H(u, v, w) von drei reellen Argumenten u, v, w eine einzelne Funktion 
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Hu, v, w) als einen ,,Punkt“, den Inbegriff der aus zwei Funktionen H, 
und H, abzuleitenden Funktionen (1—?¢)H,+tH, fir 0<t<1 als die 
Hi, und H, verbindende ,Strecke“; alsdann besitzt die Gesamtheit der 
Stiitzebenenfunktionen H zu allen denjenigen konvexen Kérpern, welche 
ein Volumen > 1 haben, die Higenschaft, mit irgend zwei Punkten stets 
die ganze sie verbindende Strecke zu enthalten, stellt also ein ,,konvexes 
Gebilde“ in jener Mannigfaltigkeit vor. 

Geht man auf die Tangentialebenen des Gebildes ein, so ist sein 
konvexer Charakter gleichbedeutend mit folgendem Theorem: 

Auf der Kugelfliche vom Radius 1 mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt denke man sich Masse in einer beliebigen stetigen und durchweg 
positiven Flachendichtigkeit ausgebreitet, doch so, daB der Schwerpunkt 
der ganzen Belegung in den Nullpunkt fiallt; alsdann existiert eine ge- 
schlossene konvexe Flaiche, bei welcher an jeder Stelle das Produkt der 
Kriimmungsradien gleich der Flachendichtigkeit an dem Punkte der Kugel 
mit gleicher Normale ist; und diese Fliche ist véllig bestimmt bis auf 
eine beliebige Translation, durck die man sie noch variieren kann. 

In diesem Theorem erkennt man eine Aussage iiber eine gewisse 
quadratische partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Lis- 
barkeit unter bestimmten Bedingungen hier durch eine eigenartige, wohl 
noch mancher weiteren Anwendungen fahige Methode sichergestellt wird. 


§ 1. Stiitzebenenfunktion eines konvexen Korpers. 


1. Es seien x, y, 2 rechtwinklige Koordinaten eines Punktes im Raume, 
und Mt bedeute eine abgeschlossene Menge von Punkten x, y, 2, die ganz 
in einer Kugel von endlichem Radius enthalten ist, aber nicht véllig in 
eine einzige Ebene fallt. Sind u,v, w irgendwelche festen Werte, so 
hat der Ausdruck wa +vy + we fiir die Gesamtheit der Punkte 2, y, z 
in M ein bestimmtes Maximum, das H(u, v, w) heibe. 

Diese Funktion H(u, v, w) von drei beliebigen reellen Argumenten erfiillt 
offenbar folgende Bedingungen (1)—(A): 

A) H(0, 0, 0) =0, 

(2) H(tu, tv, tw) =tH(u, v, w), 

wenn ¢>0 ist. Sind w,,%,, w, und u,, v, w, irgend zwei Systeme der 
Argumente, so gibt es in )t immer wenigstens einen Punkt 2, y, 2, wofiir 


(thy + ty) + (vy + )Y + (Wy + Wy) = Hu, + tg, MF Va, Wy + Ws) 
wird, und da fiir diesen Punkt sicherlich 


Ue + YY + Wy, < Au, %, Wy), Ugv + Vey + Wye < H(uz, Vg, We) 
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ist, so gilt daher immer: 
(3) H(uy + ty, % + U9, ©, + 2) < Hm, %, W) + H(ug, %, Ws). 
Das Maximum von —(ux + vy + w2) in Mt ist H(—u, —v, —w), also gilt 
in Mt stets: 
— H(—u, —v, —w) Suet vy+uz< Au, »v, w). 


Wenn die Werte u,v, w+ 0,0,0 sind, muB daher, da Yt nicht ganz in 
einer Ebene liegen soll, stets 

(4) H(u, v, w) + H(—4, —»v, —w) > 0 

sein. 

2. Eine Ebene, welche wenigstens einen Punkt der Begrenzung von 
M enthalt, aber auBer den Punkten, die sie mit Yt gemein hat, Pt ganz 
auf einer Seite von sich liegen l4Bt, nennen wir eine Stiitzebene an Me. 

Ist H(u, v, w) eine beliebige reelle Funktion von drei reellen Argumenten 
u,v, w, welche allen den Bedingungen (1)—(4) geniigt, so bezeichnen wir 
den Bereich R von Punkten x, y, 2, welcher durch die sdmtlichen Un- 
gleichungen 
(5) ux+vy+wz< Au, v, w) 
fiir alle méglichen Wertsysteme u, v, w definiert ist, als einen konvexen 
Korper. 

Die Funktion H nennen wir die Stiitzebenenfunktion von ®, da aus den 
Ungleichungen (5) offenbar genau die Stiitzebenen an ® zu erkennen sind. 

Ist H(u,v,w) wie in 1. aus der Punktmenge St hergeleitet, so wird 
der durch die Ungleichungen (5) definierte Bereich & der kleinste, Nt ent- 
haltende konvexe Korper, d.h. ® ist ein notwendiger Bestandteil jedes 
konvexen Kérpers, der )J¢ ganz in sich aufnimmt. 

Ist R* ein zweiter konvexer Kérper mit der Stiitzebenenfunktion 
H*(u,v,w), so ist dann und nur dann ® ganz in * enthalten, wenn stets 
H(u, v, w) < A*(u, v, w) 

ausfallt. 

3. Ein konvexer Kérper ist andererseits vollig durch die Higen- 
schaften zu charakterisieren, erstens, daB jede Gerade mit ihm sei es eine 
Strecke, sei es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, zweitens, daB 
zu ihm wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte gehéren. 

4. Ist p ein beliebiger Punkt, so verstehen wir unter ® +p den 
Kérper, der aus & durch diejenige Translation entsteht, durch welche der 


Nullpunkt nach p gelangt. Sind a, b, ¢ die Koordinaten von p, so wird 
die Stiitzebenenfunktion von & + p: 


H(u,v,w) + au + bv + cw. 
Unterwerfen wir & einer Dilatation vom Nullpunkte aus nach allen 
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Richtungen in einem festen positiven Verhiltnisse ¢:1, so bezeichnen wir 
den entstehenden Kérper mit ¢&; eine Stiitzebenenfunktion wird tH(u, v, w). 

5. Wir bezeichnen mit © die Kugel 27+ y?+ 22<1, vom Radius 1 
mit dem Nullpunkt 0 als Mittelpunkt, mit € die Kugelfliche a? + y?+ 2?=1, 
mit «, 6, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes auf ©, bzw. die 
Richtung vom Nullpunkte nach diesem Punkte. Infolge der Eigenschaft 
(2) sind alle Werte der Funktion H bereits durch deren Werte H(a, 8, y) 
fiir die Punkte auf © bestimmt. Die Ungleichung 


ax + By + v2 < Ha, B, 7) 
bezeichnen wir als die Bedingung der Stiitzebene an R mit der dupBeren 
Normale (a, B, 7). 

Die Funktion H(u,v,w) ist nach den Higenschaften (1)—(4) eine 
stetige Funktion ihrer Argumente, und besitzen infolgedessen die Werte 
H(a, B, y) auf € ein bestimmtes Maximum G. Ist ein Wert H(c, B,) < 0, 
so ist nach (4) der zugehérige Wert H(—a,—£,—y) positiv und von 
gréBerem Betrage; G ist daher jedenfalls > 0. Mit Hilfe von (3) und (2) 
gewinnen wir die Ungleichung 


(6) |H(u— tp, 0— 04, w — 10) — H (tty, %, 4) |< Ve FF wi 


§ 2. Anniherung an einen beliebigen konvexen Korper durch 
vollkommene Ovaloide. 

6. Ist gp =O die Gleichung einer Ebene und der konvexe Kérper & 
ganz im Bereiche g < 0 enthalten, so heiBt pg <0 ein Halbraum um &. 
Ist ein Halbraum g <0 um & so beschaffen, daB man nicht p=t, 9, + 2@, 
setzen kann, so dab ¢,>0, 4>0 und g,<0, 9, <0 zwei verschiedene 
Halbraume um 8& sind, so hei®t mg <0 ein extremer Halbraum um &. Die 
Ebene » =O ist dann jedenfalls eine Stiitzebene an ® und heiBt eine 
extreme Stiitzebene an &. Hin konvexer K6rper mit einer endlichen Anzahl 
von extremen Sttitzebenen heiBt ein (konvexes) Polyeder. 

7. Unter einem vollkommenen Ovaloid wollen wir einen konvexen 
Kérper verstehen, bei dem die Begrenzung durch eine analytische Glei- 
chung in den rechtwinkligen Koordinaten a, y, 2 definiert wird und tiber- 
‘dies in jedem Punkte eine bestimmte und immer nur eine Beriihrung erster 
Ordnung eingehende Tangentialebene besitzt. 

8. Ist R ein beliebiger konvexer Korper mit dem Nullpunkte als imnerem 
Punkt und-s« eine beliebige positive Gripe, so lapt sich stets ein vollkom- 
menes Ovaloid 2 bestimmen, so daB SX. den Korper & enthilt und selbst 
in (1+ €) & enthalten ist. 

Es sei H(u,v, w) die Stiitzebenenfunktion von %. Da der Nullpunkt 
im Inneren von & liegt, ist jede GréBe H(a,B,y)>0. Hs sei nun g 
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das Minimum der Werte H(a, 6 y) auf der Kugelfliache ©, so ist auch 
g>0. Wir denken uns den ganzen Raum durch ein Netz von lauter 
gleichen Wiirfeln mit einer Kante 0 erfiillt. Es sei % der Gesamtbereich 
aller derjenigen Wiirfel dieses Netzes, welche iiberhaupt wenigstens einen 
Punkt von & aufnehmen, und §§ der kleinste, diesen Bereich YW ganz 
enthaltende konvexe Kérper, so ist $8 ein Polyeder, und fiir jede Richtung 
(a, B, y) ist der Abstand derjenigen Stiitzebene an $$, welche («, B, y) als 
iuBere Normale hat, vom Nullpunkte einerseits > H(«, 8, y), andererseits 


< He, B, 7) + 0V3 < H(e, 8, ») (1+ 2). 
Danach enthilt 98 den Kérper & im Inneren und ist selbst ganz in 


(1 + 18) R enthalten. 

Das Polyeder 8 besitze n Seitenflichen; da $8 den Nullpunkt im 
Inneren enthalt, kénnen wir die Bedingungen dieser » extremen Stiitz- 
ebenen an $$ in der Form 
(7) m1, wS1,--, Sl 
schreiben, so daB dabei 7,, 75, ---, %, homogene lineare Ausdriicke in @, y, 2 
sind. Es sei nun w eine beliebige positive GréBe, die wir >lgm an- 
nehmen, und &) der durch die Ungleichung 
(8) Q = CPM + EMH2 tt... + En SS ner 
bestimmte Bereich. 

Dieser Bereich 0 enthilt jedenfalls das durch die Ungleichungen (7) 
definierte Polyeder $8 in sich. Andererseits ist OQ ganz in (1 +8") % 
enthalten; denn in jedem Punkte auferhalb des letzteren Polyeders erweist 
sich stets wenigstens eine der GréBen y,, y,.-.., x, als >1+ we und 


die rechte Seite in (8) daher als > ne”. Nach der Lagenbeziehung von $ 
zu & wird weiter OQ den Kérper R enthalten und selbst in 


115) ( aa) 
(ane S) tue eee 
enthalten sein. Wir kénnen nun @ so klein und @ so groB annehmen, 
daB der hier stehende Faktor von & sich <1+é6 erweist. 

Die Begrenzung von © ist die analytische Flache Q = ne®. Wir 
finden den Ausdruck 

AQ OQ 

(9) ber og git oo = OUPh+ ose CR Aiton erat GF Y RE eG 
mithin auf der Begrenzung von 0 stets > we” — “—, denn dort ist in 


jedem Punkte wenigstens eine der GréBen y>1 und andererseits gilt 
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: 1 c S c 
immer fe > — —- Mit Beriicksichtigung von e” > ersehen wir hieraus, 


é 
daB auf der Begrenzung von © niemals =, oe e gleichzeitig Null sein 


kénnen, mithin in jedem Punkte dieser Ber care stets eine bestimmte 
aneentinebere existiert. 

Weiter finden wir, wenn z, y, z als lineare Funktionen eines Para- 
meters ¢ dargestellt werden, immer 

2 

(10) a o *( (GB) Pha (By (ok ROSES, et (“#) etn) > 0. 

Aus dieser Beziehung folgt, daB auf einer beliebigen geradlinigen Strecke 
der Ausdruck Q(a, y, 2) seinen gréBten Wert immer an wenigstens einem 
der Endpunkte annimmt, da8 mithin OQ mit irgend zwei Punkten stets 
die ganze sie verbindende Strecke enthilt. Andererseits ist aus (10) er- 
sichtlich, daB jede Tangentialebene an 0 mit 0 nur eine Beriihrung 
erster Ordnung eingeht. Nach allen diesen Umstiinden besitzt © in der 
Tat die in unserem Satze verlangten Higenschaften. 

9. Auf Grund dieses Satzes kénnen wir weiter zu einem gegebenen 
konvexen Kérper &, der den Nullpunkt 0 im Inneren enthilt, mit einer 
Stiitzebenenfunktion H, immer eine unendliche Reihe von vollkommenen 
Ovaloiden 0’, 0”,... mit solchen Stiitzebenenfunktionen Q’, Q”,... her- 
stellen, daB die Reihe der Quotienten 

Oe, By) OB.) 
- A,B, 7)’ Aa, 8,7)’ 
nach der Grenze 1 konvergiert und zwar gleichmdpfig fiir alle Systeme 
a, B, y auf der ganzen Kugelfliche ©. Trifft der hier bezeichnete Umstand 
zu, so wollen wir sagen, die Reihe der konvexen Kérper 0’, Q”,... hat 
den konvexen Kérper 8 als Grenze, oder konvergiert nach 8. 

Ist p ein beliebiger Punkt, so bezeichnen wir weiter den K6rper 

& +p, der p als inneren Punkt enthalt, als Grenze der Korper 


2) 4- p, se Dee 


§ 3. Volumen eines konvexen Korpers. 
10. Jedem konvexen Kérper kommt ein bestimmtes Volumen zu, 
ferner ein bestimmter Schwerpunkt, welcher stets ein innerer Punkt des 


KG6rpers ist. 
11. Wir fihren fiir die Punkte a, B, y der Kugelfliche © Polar- 


koordinaten ein und setzen 

ae=—sindcosy, B=sindsiny, y= cost, 
wobei wir ® und w in den Grenzen OS Oa, ONY < 2m annehmen. 
Wir schreiben ferner 


236 Zur Geometrie. 


a = SS — cost cosy, B, = 26 — cos # sin y, 175 = — sind, 
1 da ‘ ee del ages Aogett 401 ars 
OP meer a ee Le Sear ene Te ping 0 =, 


dabei ergeben die drei Gleichungen 
(11) E=aqat+Bytn2, y= oct Boy tee, SE= aut By + v2 


stets eine orthogonale Transformation der Koordinaten x, y, 2 mit einer 
Determinante = +1. 

12. Es sei & ein vollkommenes Ovaloid, % seine begrenzende Fiche, 
H(u, v, w) die Stiitzebenenfunktion von &. Wir schreiben 


He, B, 7) Ts (%, p) = #1. 

Die Stiitzebene an & mit der auBeren Normale (a, 6, y) hat die Gleichung 
(12) f= H(4, ¥); 

sie ist hier zugleich Tangentialebene an % und beriihrt § in einem be- 
stimmten Punkte p. Die ganze Flache % erscheint damit punktweise, 
durch parallele Normalen, auf die Kugelfliche © bezogen. Wir wollen 
nun unter x,y, 2,a, Bh, y, #, w speziell die betreffenden Bestimmungsstiicke 
fiir den Punkt » verstehen und die Veranderungen dieser Gréfen beim 
Ubergang zu einem anderen Punkte auf § durch Vorsetzen von A andeuten; 
ferner sollen AE, Ay, AE die Werte der Ausdriicke (11) bedeuten, wenn 
darin Az, Ay, Az an die Stelle von x,y, 2 treten. Dann gilt auf § in 
einer gewissen Umgebung von » fiir Ag eine Entwicklung nach Potenzen 
von A&, Ay: 


1 
DN a erred (BY 2 lr 27 AVY AN fe MA) CANA) 
darin bilden die quadratischen Glieder eine definite negative Form, es ist 
also P>0O, PT—2Z?>0. Wir kénnen alsdann, da PT — Pa ist, 
in einer gewissen Umgebung von p die Werte AE, Ay durch 24° und 


ons i ausdriicken, welche letzteren GréBen sich sofort mittels Aa, AB, Ay 


Manage 


darstellen lassen. Daraus erkennen wir, daB die Koordinaten 2, y, z des 
Punktes p von %, wo die duere Normale die Richtung «, 6, y hat, und 
weiter der zugehdrige Wert H(a, 8, y) analytische Funktionen der GréBen 
a, B, y auf © sind. 

Da die Ebene (12) Tangentialebene an % ist, haben wir 
(18) eS + BSE +755 = 9, aay (uSE + Boe + 7X2) =O, 


sind 
und mit Riicksicht hieraus folgen aus den ee Formeln (11) zur 
Bestimmung der Koordinaten a, y, 2 des Punktes p die Gleichungen: 


aH (o, 1 dH(e, 
(14) p= SY 1=a5 5 ma € = H(#,v). 
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13. Um nun das Volumen V des Kérpers § auszudriicken, zerlegen 
wir die Kugelflache € in Flaichenelemente dw = sinddddy; jedem Ele- 
ment da entspricht als Abbild durch parallele Normalen ein Element 
df auf der Fliche §, und wir konstruieren jedesmal die Pyramide mit 
dem Nullpunkt 0 als Spitze und dem Element df als Grundfliche; die 
Héhe dieser Pyramide, mit gewissem Vorzeichen genommen, ist = H(«, B,y) 
und ihr Volumen mit demselben Vorzeichen daher 

1 il On Ox 
(15) re OM +" a9” Ow 
(Wir bezeichnen hier und weiterhin eine dreireihige Determinante, in 
welcher die Glieder der ersten Reihe von der Koordinate x abhingen und 
die der zweiten und dritten in der entsprechenden Weise mit Hilfe des 
Zeichens y baw. z darzustellen sind, einfach durch Angabe bloB der ersten 
Reihe). Der Kérper & ist nun derart das Aggregat aller jener Elementar- 
pyramiden, daB sein Volumen genau 


1 1 Ox OX 


wird, wo die Integrale iiber die ganze Flache %, bzw. die ganze Kugel- 
fliche € zu erstrecken sind. 
14. Wir setzen jetzt 


laa de. 


dt dy 


Oa ary 022 1 a*x ery Cea Ae 
amas t Bags t V57g3 = — &, ans (“anou + ange + ’aec8) — S, 


1 Ora ory 072 
alae a Boy an Y5—3) a 


Durch Differentiation der zwei Gleichungen (13) einmal nach #, einmal 
nach w erhalten wir noch die Beziehungen 
Ox oy Oz se Ox oy 02 
R= w x5 am Brag + 7159 to sale + ize ae real 
Ox Oy 02 Amy ot Ox oy Oz\ 
S = a, =5 + Boag + Vaagy T= 5 (% 55 thas yt dige) 
Nun gilt 
Ou Ox 1 


07x 07a 
oo Ot Oy 
aus den Gleichungen (11) gewinnen wir dann mit Riicksicht auf die 
letzten Ausdriicke und auf (13): 
A&t=RAG+4+ SsindAy+---, An=SAG+TsindAyt+-:--:, 
1 


At = — (RAS? + 25 sind AG AY + Tain FAY) +---, 


As’ +2 


und hieraus geht durch Elimination von A& und Ay eine Entwicklung 
eed RAn? 
At=—- (2 2SAEAn + 1) +(AE, Anyone 


2 RT-— 8? 
hervor. 
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Wir entnehmen daraus fiir die in 12. benutzten GréBen P, 2, T: 


7 —s 
P=a7—-s» *=pr—s» | RTOs 
so daB ; 
BO 2 pest 
das Produkt, 
P+T 
i+ P= prs 


die Summe der Hauptkriimmungsradien der Flache % im Punkte p dar- 


— F die Neigung der Kriimmungskurven auf § 
durch p gegen die Richtungen «,, B,, 713 %,, By, Ye abhangt. 
Von den Relationen (14) ausgehend, erhalten wir folgende Ausdriicke 


fir R, S, T allein durch die Funktion H = H(@, y): 


stellen, wahrend von 


CH 
vat i 03? = Neg 
ib Ge daL cos? 0H 
(17) aera te ~~ sin? Ow? 
1 cost 0H 


~ sin? > oa at sind Oo + Hf. 
Dabei wird immer R>0, RT —S?>0, und in diesen Ungleichungen 
sind bereits die allgemeinen Bedingungen (1)—(4) fiir die Stiitzebenen- 
funktion H vollig eingeschlossen. 

Ox 02 
Ly 7 5) aw 
der Determinante 1 der Substitution (11) zusammen, so finden wir sie 


= H(RT — S*) sin®, so daB aus (15): 


Setzen wir die Determinante zu ihrer linken Seite mit 


(18) df = (RT —8*)do 
und aus (16): 

(19) v1 (mer- S) do 
hervorgeht. 


Das Volumen V erscheint hiernach als ein gewisser homogener Ausdruck 
dritten Grades in den Werten H(9,w). 

15. Ist ein konvexer Kérper ® die Grenze einer unendlichen Reihe 
vollkommener Ovaloide 0’, O”,..., so konvergieren die Volumina dieser 
Ovaloide nach dem Volumen von &. Man erschlieBt diese Tatsache ganz 
allein mit Hilfe des Umstandes, daB, wenn ein Ovaloid ein anderes in 
sich enthalt, das erstere stets ein gréBeres Volumen besitzt. Ferner kon- 
vergieren die Koordinaten der Schwerpunkte yon 0’, Q”,... nach den 
Koordinaten des Schwerpunktes von &. 
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§ 4. Scharen konvexer Kérper. Gemischtes Volumen dreier Kérper. 


16. Sind H,, H,,..., H,, die Stiitzebenenfunktionen von m konvexen 
Korpern &,, &,,..., &,,, 80 gentigt die Funktion 

Hu, v, w) = t, H,(u, v, w) +t H;(u,v,w) +---+1,H,,(u, %, &), 
wenn die Parameter ¢,,¢,,...,¢,, samtlich >0, aber nicht durchweg = 0 
sind, stets ebenfalls allen Bedingungen (1)—(4) in § 1 und bildet daher 
wiederum die Stiitzebenenfunktion eines konvexen Kérpers. Diesen Kérper 
bezeichnen wir durch 
(20) Rime PIG Bott 
und die Gesamtheit aller in solcher Weise aus gegebenen Grundkérpern 
R, herzuleitenden Kérper 8 nennen wir eine Schar konvexer Korper. 

17. Sind R,, R,,..., K,,, vollkommene Ovaloide, so gilt das gleiche von 
jedem Korper ® der Schar (20). Bezeichnen wir die Punkte auf den 
Begrenzungen von St, &,, in welchen eine bestimmte (und die namliche) 
auBere Normale «, 8, y vorhanden ist, mit x, y, 2; %,, y,, 4,, 80 finden wir 
auf Grund der Gleichungen (14) die Beziehungen giiltig: 

(21) B= 12, yt +t, hy, 

Stellen wir nun das Volumen V von & gema® der Formel (16) dar, so 
resultiert mit Riicksicht auf diese Gleichungen (21) fiir V ein homogener 
Ausdruck dritten Grades in den Parametern ¢;: 


(22) Vm SS) Vas titats (j,#,b=1,2, .«., m)3 


die Koeffizienten V;,, mit nicht lauter gleichen Indizes denken wir uns 
dabei so eingefiihrt, daB sie bei Permutationen der Indizes sich nicht 
andern. Hin jeder Koeffizient V;,, ist allem von den drei zugehérigen 
Kérpern &,, &,, 8, abhiingig; wir bezeichnen ihn auch mit V(S,, &,, &,) 
und nennen ihn das gemischte Volumen der Kérper &,, &,, &,. 

18. Betrachten wir nun das gemischte Volumen V,,; = V(&,, &,, ®5) 
dreier vollkommener Ovaloide &,, &,,,. Schreiben wir 

Ox, OX, 


foam Ef faut 


~und definieren die ee Ausdriicke fiir die Permutationen der Indizes 
1, 2, 3, so ist 
6 Ves = (Stas + Sis2) + (Sasi + Jers) + Seis + Ass1)- 


1 07 x, 
lige ieneant rari 


981 — Fise + mio Hy 


dtdy 


Nun gilt 
1 i? 
3B, 0a 
J a6 
3, aw 


noe) ee a 
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Die linken Seiten in diesen zwei Gleichungen sind gleich Null, weil die 
Integranden Differentialquotienten nach #, bzw. w sind und die Integra- 
tionen sich tiber die ganze Kugelfliche € erstrecken. Durch Subtraktion 
der damit hervorgehenden Relationen folgt nun 


(23) i23 + ise = Jos1 + Jo135 
und durch zyklische Vertauschung von 1, 2, 3 hier finden wir weiter 
diese Ausdriicke = J3,. + J3.,, so daB sich 


1 
Vieg = = (Siss 7 Ji 32) 
herausstellt. 


Multiplizieren wir in J,,, die Determinante Ot, 0% 


X45 on? Ow 
Seite mit der Determinante 1 der Substitution (11), und bezeichnen wir 
die den Formeln (17) geméB herzustellenden Ausdriicke R, S, 7 fir 


R,, K,, K; mit den entsprechenden Indizes, so entsteht 


Ji93 = 1 fA@, Ds. 2S3)da; 


analog driicken wir J,,. aus, und wir erhalten endlich 


zur linken 


(24) ae 4 fH, TROIS STR Vio. 


Nach der Gleichung (23) besteht fiir diesen Ausdruck die wichtige Eigen- 
schaft, daB er bei beliebigen Permutationen von 1, 2, 3 seinen Wert nicht 
andert. 

19. Wir kntipfen an diese Formel einige einfache Bemerkungen an. 
Die GréBen R,, S;, Z; bleiben bei einer Translation von &, ungedndert, 
mithin bleibt dabei auch V,., ungedndert, und da V1.5 = V3, = Vygq_ ist, 
so folgt allgemein: 

Der Wert V(&,, &,, Rs) bleibt bet beliebigen Translationen der ein- 
zelnen Korper &,, &,, &; wngedndert. 

Der Ausdruck R,7, — 28,8, + 7,R, ist als die Simultaninvariante 
zweier positiver binarer quadratischer Formen stets >0. Hat &, den 
Nullpunkt im Inneren liegen (was sich stets durch eine Translation von 
R, hervorrufen lift), so ist durchweg H,(®,~) > 0 und also dann auch 
Vi23 > 0. Mit Riicksicht auf den eben bewiesenen Satz gilt daher all- 
gemein: 

Die GroBe V(K,, KR, R,) ast stets > 0. 

Ist der Korper &, in einem anderen vollkommenen Ovaloide ,* mit 
der Stiitzebenenfunktion H,* enthalten, so gilt stets H,(8, »)< H,*(4, v) 
und entnehmen wir aus (24): 


(25) V(K,, Ky, Ks) SV (RL, Ke, Ks). 
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Endlich bemerken wir die Regel: Ist ¢ ein positiver Faktor, so gilt 
(26) VER, &3, 8&3) = tV(S,, Ss, Sts). 

20. Sind die Kérper &,, 8,, Rs mit einem und demselben Kérper & 
identisch, so wird V(8,, 8,3) das Volumen von &. 

Die Stiitzebenenfunktion der Kugel G(x? + y? + 2? <1) ist fiir die 
Systeme a, 6, y auf © konstant 1. Beziehen sich H, R, S, 7 auf ein 


vollkommenes Ovaloid & und bezeichnen wir das Ohardachenclantout dieses 
Kérpers mit df, seine ganze Oberfliiche mit O, so folgt daher aus (24): 


(27) 3 V(G, &, ®) - f(er- S)do = far- 0, 


und durch (23) gelangen wir noch zu dem Ausdrucke 


(28) 0=3V(8, 6,8) —+ | H(R+ T)do. 


Andererseits wird 


alii 
(29) 3 V(G, G, R) = + fas Die eens ae 


= (B+ f) 
die GréBe ap oF hier bedeutet die mittlere Kriimmung am Flachen- 
element df und kénnen wir danach 3V(, ©, &) als das Integral der 
mittleren Kriimmung von & bezeichnen. Wir haben dann noch die Be- 


ziehung 
(30) 3V(G, 6, 8) —3V(8, 6, 6) — efi Hao. 


21. Sind &,, R,, ..., &,, beliebige konvexe Korper, so kénnen wir 
nach § 2 jeden dieser Kérper &, als Grenze einer Reihe vollkommener 
Ovaloide 0, darstellen. Auf Grund der in 19. abgeleiteten Regeln laBt 
sich dann zeigen, daB dabei ein jeder Ausdruck V(O,, 0, 0,) immer nach 
einer bestimmten, von der Wahl der annihernden Ovaloide unabhangigen 
Grenze konvergiert, die wir mit V(S,, &,, %,) bezeichnen und das gemischte 
Volumen von &;, &,, , nennen. Es iibertragen sich dann alle Regeln aus 
19. und die Entwicklung (22) sofort auf beliebige konvexe Kérper. 

Fiir die gemischten Volumina bestehen einige fundamentale Unglei- 
chungen, die in dem Satze gipfeln, daB irgend drei K6rper vom Volumen 1 
stets ein gemischtes Volumen >1 ergeben. Als Vorbereitung zum Nach- 
weis dieser Ungleichungen behandeln wir zunichst die entsprechenden 


Fragen fiir die Ebene. 
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§ 5. Ovale. Gemischter Flicheninhalt zweier Ovale. 

22. Wir betrachten jetzt Figuren in einer Ebene z= const. Ks sei 
H(u,v) eine reelle Funktion zweier reeller Argumente mit den Higen- 
schaften: 

H(0,0)=0, HA(tu, tv) =tH(u,v), wenn ¢>0_ ist, 

(uy + ty, %+%) < Amy, %) + Hus, %2); 

H(u, v) + H(—u, —v)>0, wenn u,v+0,0 ist. 
Den durch die sdimtlichen Ungleichungen 

ux+vy < A(u, v) 

fiir alle méglichen Systeme w, v definierten Bereich § von Punkten 2, y 
in der Ebene ¢ = const. bezeichnen wir als ein Oval in dieser Hbene, 
und wir nennen H(u,v) die Stiitegeradenfunktion dieses Ovals. Jedem 
solchen Oval kommt ein bestimmter Flaicheninhalt, ferner ein bestimmter 
Schwerpunkt zu; der Schwerpunkt wird stets ein innerer Punkt des Ovals. 

Ist s ein positiver Wert >0, so stellt sH(u, v) wieder die Stiitz- 
geradenfunktion eines Ovals vor, das wir dann sq} nennen. 

23. Wir bezeichnen ein Oval % als ein vollkommenes Oval, wenn die 
Begrenzung von % durch eine analytische Gleichung in x, y gegeben ist 
und in jedem Punkte eine bestimmte und immer nur eine Bertihrung erster 
Ordnung eingehende Tangente hat. 

Ist % ein beliebiges Oval mit dem Nullpunkt als Schwerpunkt, und 
é eine beliebige positive GréBe, so kann man stets ein vollkommenes 
Oval %*, ebenfalls mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, finden, welches 
@® enthalt und selbst ganz in (1+ <¢) % enthalten ist. Jedes Oval kann 
als Grenze vollkommener Ovale mit dem namlichen Schwerpunkt dar- 
gestellt werden. 

24. Es sei § ein vollkommenes Oval, H(u, v) seine Stiitzgeraden- 
funktion. Wir bezeichnen mit a, 6 die Koordinaten eines Punktes der 
Kreislinie 2? + y?= 1 bzw. die Richtung von «=0, y =O nach diesem 
Punkte, fiihren «=cos#, B=sin®?, O<&< 2am ein und schreiben 
H(«, 8) = H(#) = H. Der Kriimmungsradius der Begrenzung von § in 
einem Punkte p, wo die auBere Normale die Richtung (a, 8) hat, wird 


2 
R= H+ ae und der Flacheninhalt von % bekommt den Ausdruck: 


(31) pat fa ae er) a0. 


Wir haben nun in bezug auf den Flacheninhalt § noch einige Be- 
merkungen zu entwickeln, die bald Anwendung finden werden. 
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Hs sei a der kleinste, A der gréBte Wert von « in § und bezeichnen 
wir fiir ein «>a und <A mit y(a) die Linge der zur y-Achse parallelen 
Sehne von %, auf welcher der betreffende Abszissenwert 2 konstant ist. 
Die Funktion y(x) ist im Inneren des Intervalls a<a< A regular und 


an den Grenzen niahert sie sich stetig dem Werte Null. Ferner ist darin 


d ° : 
eine mit wachsendem x stets abnehmende Funktion. Infolgedessen ist 


weiter insbesondere 
Jie 


a 


eine stets abnehmende und analog 
von &. 


Der Flacheninhalt F von % besitzt nun auch den Ausdruck 


qt eine stets wachsende Funktion 


(32) F=f y(x)de. . 


Setzen wir, wenn a<2< A ist, 


fu@ac =tF, 


so ist r= (x) eine solche Funktion der oberen Grenze x dieses Integrals, 
welche kontinuierlich yon 0 bis 1 zunimmt, wihrend x von a bis A lauft, 
und kénnen wir daher wmgekehrt die obere Grenze dieses Integrals als eine 
bestimmte Funktion x(t) des Wertes t im Intervalle 0O<+t <1 einfiihren. 
Dabei gilt 


WF xx, or ACY) 
Nach der zweiten Gleichung hier wird —~ 


eine mit wachsendem 1 stets 
2 
abnehmende Acme von t; infolgedessen ist weiter i eine stets ab- 


nehmende, fa 


Die faire der Sehne be von % auf der Geraden x= anaes 


> eine stets zunehmende Funktion von Tt. 


, also 


y (2+), sei = h. Die Tangenten an % in den Endpunkten dieser Sehne 


bilden mit den Geraden a =a und «=A ein Trapez, welches § ganz 
in sich enthalt; also folgt 


(33) (A—a@h>F. 
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Andererseits enthalt das Dreieck abc mit jener Sehne bc als Basis und 
der Spitze in dem Punkte a von %, fiir den x =a ist; daher gilt 


4(A-ah <x(*44)F, 
atA 


woraus mit Riicksicht auf (33) nun o(44 )>4 — hervorgeht; analog 


finden wir o (+) 2% 


a+tA 
; da 


aus; 


Fiir einen Wert +> + fallt danach stets «(r) > 


2 
ve z und <<, mit wachsendem x bzw. t zunehmen, haben wir alsdann 


h iB 
z+> eee ’ — fose> SP ae 
3 (4—9) 
woraus mit Riicksicht auf (33) sich 
(34) A—xu(t)<(A—a)yl—t 
ergibt, und erhalten wir andererseits 
y? h® 4 yas. Mane es 
(35) 1 =e (eT ois 
2 


Nehmen wir an, der Schwerpunkt von % liege im Nullpunkte, so 
fiihrt die Betrachtung der x-Koordinate des Schwerpunktes zur Gleichung 


A 1 
0= za xy dx = [ xdr, 
a 0 
woraus durch partielle Integration 


A 

(36) A= bide A pe 
folgt. Zerlegen wir % in die Dreiecke mit a als Spitze und den einzelnen 
Bogenelementen des Umfangs von % als Grundlinien, so ist fiir den 
Schwerpunkt eines jeden dieser Dreiecke offenbar A — x > = (A—a) und 
muB die gleiche Relation daher auch fiir den Schwerpunkt von § selbst 
gelten, d. h. wir haben 

(37) Pips igeceaalay 


25. Hs seien %, und %, zwei ar ake Ovale und H,(u, v), H,(u, v) 
ihre Stiitzgeradenfunktionen; alsdann bildet (1 — ¢) H,(u, v) + tH,(u, v), 
wenn ¢>0 und <1 ist, immer ebenfalls die Stiitzgeradenfunktion eines 
Ovals, das mit § = (1—¢)%, + tGy bezeichnet werde. Dieser Herstellung 
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von % steht folgende Erzeugungsweise desselben Ovals dual gegentiber. 
Man verbinde jeden Punkt f, von §, mit jedem Punkte f, von @»_ und 
teile immer die Verbindungsstrecke f,f, in einem Punkte f so, daB 


f=A—-Ofi + th 

ist (d. h. da& die Lingen der Strecken f,f und ff, sich wie ¢:1—¢ ver- 
halten). Die Menge aller verschiedenen Punkte f, die auf diese Weise 
gefunden werden, bildet dann genau den Bereich des Ovals %. Bei dieser 
Konstruktion yon % denken wir uns zweckmaBig $, und %, in zwei ver- 
schiedenen Ebenen ¢ = const., etwa §, in = 0 und %, in z = 1 gelegen; 
alsdann stellt § = (1 —7)%, + ¢%, den Schnitt des kleinsten, die beiden 
Ovale %, und %, ganz enthaltenden konvexen Kérpers mit der Ebene 
@=t vor. 

Der Flacheninhalt des Ovals % besitzt einen Ausdruck 
(38) Fo—1—7hi+20—)th, +k, 
wobei fF, den Flicheninhalt von %,, Fy, den von %, und F, eine weitere 
Konstante bedeutet, die wir den gemischten Flicheninhalt von §, und %, 
nennen. /', andert sich nicht bei beliebigen Translationen von %, oder 
von %. 

Sind %, und %, vollkommene Ovale, so finden wir, von der Formel 


(31) ausgehend, 


27 
1 a 
F,-+f H,(H, +92) ae ~4 fa (H, + 5S) )ae, 
0 


worin H, fiir H,(cos 4, sin) und H, fiir H,(cos 4, sin #) steht. 

Stellt %, die Kreisfliche x? + y?<1 vor, so ist H, hier konstant = 1, 
Fy, =x und wird 2F, die Linge des Umfangs von §,. 

26. Wir wollen nun den Satz beweisen, daf stets die Ungleichung gilt: 


(39) F', = } Fy; Fs. 

Diese Ungleichung ist gleichbedeutend mit folgender Beziehung fiir den 
in (38) entwickelten Ausdruck Ff’: 

(40) VF >(1-O)VF, +tVF- 

Von besonderem Werte ist es, auch die Grenzfalle der Ungleichung 
(39) mit aufzukliren. Wir werden den Zusatz gewinnen, daf im dieser 
Ungleichung dann und nur dann das Gleichheitszeichen eintritt, wenn §; 
und % homothetisch sind (d. h. ausemander durch Translation und Dila- 
tation hervorgehen, miteinander ahnlich und ahnlich gelegen sind). 

Wir denken uns der Einfachheit wegen den Schwerpunkt von §, 
wie den von %, im Nullpunkte gelegen (was stets durch Translation 
dieser Ovale zu erreichen ist). Alsdann sind H,(a,f) und H,(q, B) 
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immer >0. Auf der Kreislinie a? + 6?=1 hat die daselbst stetige 
Funktion 
VF, Fi, (@, B) 
41 SS See Se 
( ) VE, 22 H, (, B) 


ein bestimmtes Maximum, das wir D nennen. Dieser Wert hat die Be- 


1 ee ° . $s 
deutung, daB das Oval VF, vom Flacheninhalt 1 im Oval VF %, Yom 


Flacheninhalt s? enthalten ist, wenn s>JD ist, aber nicht ganz darin 
enthalten, wenn s< D ist. Sind %, und %, homothetisch, so decken sich 


die Ovale Ti J und eames und ist daher auch ihr gemischter Flachen- 
22 


b F, 
inhalt = 1, also Fi, = VF, Fy, und wird andererseits D = 1. 
Jetzt verfolgen wir die Annahme, daB %, und %, nicht homothetisch 


sind. Alsdann mu8 D> 1 ausfallen. Wir werden nun eine Ungleichung 
aufstellen 


Fy, 


VE Fy, 


worin TI(D) eine stetige Funktion von D sein wird, die fiir em D> 1 


stets > 0 ist. Diese Beziehung setzt dann in Evidenz, daB stets F',, >V F,, Fo. 
wird, wenn %, und %, nicht homothetisch sind. 


Eine Beziehung von diesem Charakter mit einer stetigen Funktion 1(D) 
braucht offenbar nur fiir vollkommene Ovale erwiesen zu werden. Durch 
unseren Hilfssatz in 23. tiber die Annaherung eines beliebigen Ovals durch 
vollkommene Ovale gilt sie dann sofort fiir alle Ovale. 


27. Hs seien nunmehr %, und %, zwei vollkommene Ovale und sie seien 
nicht homothetisch. Wir drehen die Koordinatenachsen um den Nullpunkt 
derart, daB die positive 2-Achse in eine solche Richtung fallt, woftir die 
Funktion (41) ihren gré8ten Wert D erhilt, d. h. also, wir nehmen 


a os TID), 


VFi1 F, (1, 0) 
oe VF: A, (1, 0) 


=> 


an. 

Hs sei jetzt ¢ irgendein bestimmter Wert >0 und <1; wir ge- 
brauchen fiir das Oval § =(1—4)%, + ¢%, die Zeichen a, A, y(z) in 
derselben Weise, wie sie fiir ein Oval § in 24. erklirt sind; die ent- 
sprechenden Grdfen fiir %, und %, bezeichnen wir mit a,, A,, Y1 (2), 
@,, As, Y,("); insbesondere ist A, = A, (1, 0), A, = H,(1, 0). Alsdann 
bestehen fiir a und A, den kleinsten bzw. gréBten Wert von x in §%, die 
Ausdriicke 


(43) a=(1—t)a,+ta, A=(1—fA,+tA. 
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Die Flacheninhalte von %, und §, stellen wir gemiB der Formel (32) dar: 


Ay Ay 
(44) Fy, = {u@ae, F=f u(@de. 
2 a 


Wir setzen nun, wenn a, <4, < A,, a, <a, < A, ist, 
(45) Ju (2)dz=7F,, fuloae = THs 


und fiihren die oberen Grenzen dieser Integrale als Funktionen z,(r), x(t) 
des Wertes + ein, der sich im Intervalle 0<+<1 bewegt. Indem wir 
unter t in diesen beiden Funktionen ein und dasselbe Argument ver- 
stehen, wird ein gewisser Zusammenhang zwischen den zur y-Achse 
parallelen Sehnen von %, und von %, hergestellt.*) 

Wir ziehen jetzt die in 25. angegebene Methode zur Erzeugung des 
Ovals % aus den Punkten von %, und %, heran und bringen sie zunichst 
auf die Punkte der Sehne p,q, von %, auf der Geraden wv = 2,(r) und 
der Sehne p,q, von %, auf der Geraden 7 = x,(r) in Anwendung; dadurch 
erkennen wir, daB zu % auf der Geraden 
(46) ¢ = (1 —#)a,(r) + ta, (2) 
jedenfalls alle diejenigen Punkte gehdren miissen, welche diese Gerade 
aus dem Trapeze ),q,4,), herausschneidet. Die Lingen der Sehnen p, q, 
und p,q, sind y,(%,(t)) bzw. y_(a_(t)); danach muB fiir die Linge y(a) der 
Sehne pq von % auf der durch (46) angewiesenen Geraden jedenfalls die 
Ungleichung 
(47) y(w) = (1 — t)y, (@%@)) + tye (aa(0)) 


gelten. 
Fiir den Flacheninhalt #’ des Ovals % haben wir 


EOE 


Nun wichst die durch (46) gegebene Funktion x kontinuierlich und lauft 
nach (43) in den Grenzen a bis A, wenn t von 0 bis 1 zunimmt, und 
kénnen wir sie daher als Variable in dieses Integral fiir /’ einfiihren. 
Schreiben wir zur Abkiirzung 2,, y, und 2, y, fiir ,(7), y,(@,(7)) und 
2_(t), Yg(q(t)) und machen von (47) Gebrauch, so ergibt sich 


*) Die Idee dieser Zuordnung der parallelen Sehnen in zwei Ovalen nach dem 
Verhiltnis der je zwei Flachenstiicke, in welche sie die Ovale zerschneiden, rihrt 
yon Herr H. Brunn her (vgl. Ovale und Eifldchen, Inauguraldissertation, Mtinchen, 


1887, S. 23). 
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dx, 
Pe fid—an tig (0-988 +4 ¢ 22) de. 


Jetzt ziehen wir den Ausdruck (38) fiir / heran und benutzen die Glei- 
chungen (44); dadurch erhalten wir 


d 
2n42 fv! +4 TA) dc. 


Hier fiihren wir gemaB (45): 
dx, gen F,,; du, ee Take 


dt Yi? de Yo 


ein, und wir erzielen endlich 


(48) 2(Fis — V Fis Fs) og VE dt. 


YY 
Andererseits haben wir der Formel (36) zufolge: 


1 if 
tat tat 
A,= Fy yy? A, = Fry ae 
0 0 


4 
mithin 
hl Bere Vig A, 
7 fi YW a A ae VFis iz an DE F, 5 v 


Mit Hilfe der letzteren Beziehung suchen wir eine positive untere 
Grenze fiir das Integral auf der rechten Seite in Go) herzuleiten; dabei 
entsteht eine Schwierigkeit durch den Umstand, da8 Vig be Anniherung 
an t= 1 then jede Grenze hinauswichst. Es sei nun 6 eine positive 
GroBe << — 


_, so gilt 


1 1 
ad d 

Py, te <r (HR A, = 2, (1—8); 
it nie a 


mit Riicksicht auf (34) und (37) finden wir die rechte Seite hier < 3A, /0, 
und wir erhalten aus (49) die Ungleichung 
1-4 


(60) ([ee=eVFe ae > (DA 8Va)—1)4 


WY, 


VF.* 


Die Ungleichung (48) bleibt bestehen, wenn wir die Integration 
rechts nur bis zur oberen Grenze 1 — 0 erstrecken. Im Intervalle 0 bis 


1—0 sind zufolge einer in 24. gemachten Bemerkung “ und % 


Ve 
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bestindig abnehmende Funktionen und haben wir mit Riicksicht auf (35) 
und (37) und auf + <1 durchweg 


Y1 Y2 ial Fy Foe , 
ee > 979 Ah Aly? 


damit erhalten wir aus (48) die Beziehung 


1-0 
ee a ie eV Be 
2(Fis —VF ii Fn) =O see VF xn — 2 VF) | 
0 


Yr°Y2* 
Bezeichnen wir den Integranden in (50) zur Abkiirzung mit ¥, so ist 
1-6 
f (WW + s)?dt 
0 
fiir jeden reellen Wert von s stets >0 und gilt infolgedessen 


T. 


1 1-0 
1 2 
0 


Diese Beziehung fiihrt uns nun mit Riicksicht auf (50) und, wenn wir 
noch hier rechts 1 — 6 im Nenner durch 1 ersetzen, zu 


ID ced tines Wala 
FV Biglay)ics age S- (D(1—3V8)—1). 
pes 


aL ie 
eln, 


Das Maximum yon 3/6 (D — 1 — 3DY) tritt fir 3//= 


2D 
— 2 
eae Mit diesem 


Werte von 0 entsteht, wenn wir noch von (42) Gebrauch machen: 


F, ta tye 
(52) Vr, (oP DF 


wobei di<=, also gewiB eh, und wird = 


In der hier geschriebenen Form (mit dem Zeichen >) tibertragt sich 
diese Relation unmittelbar auf beliebige Ovale; sie liefert in der Tat den 
Satz, daf stets F,, > VF, Foy ist, wenn %, und %, nicht homothetisch sind. 

28. Nehmen wir fiir %, eine Kreisfliche vom Radius 1, so bedeutet 
2F,, die Linge des Umfangs von %,, wahrend /,,—2 zu setzen ist. 
‘Die fiir diesen Fall aus (39) entstehende Ungleichung 


2F > = V= 
2 4 


besagt, daB jedes Oval, welches von einem Kreise verschieden ist, immer 
kleineren Inhalt besitet als ein Kreis von demselben Umfange. Diese Aus- 
sage liBt sich sogleich auch auf nicht konvexe Flichen ausdehnen, indem 
zu jeder abgeschlossenen und zusammenhingenden Figur, welche nicht 
ein Oval vorstellt und welcher ein bestimmter Flicheninhalt und eine 


250 Zur Geometrie. 


bestimmte Linge des Umfanges zukommt, immer ein bestimmtes kleinstes, 
die Figur ganz enthaltendes Oval gehért, und fiir dieses der Flacheninhalt 
groBer, der Umfang kleiner ausfallt als fiir die Ausgangsfigur. 


§ 6. Eine kubische Ungleichung fiir die gemischten Volumina. 


29. Wir suchen jetzt die entsprechenden Tatsachen fiir den Raum 
abzuleiten. Zunichst schicken wir einige Hilfsbemerkungen voraus. 

Es sei & ein vollkommenes Ovaloid, ¢ der kleinste, C der gréBte 
Wert von z in &; fiir jeden Wert 2>c und <C bezeichnen wir mit 
%(z) den Schnitt von R mit der Ebene, in welcher der betreffende Wert z 
konstant ist, mit (f(z))? den Flacheninhalt von §(z). Fiir die Werte im 
Inneren des Intervalls c<z<C stellt $(z) Ovale vor und ist die Funk- 
tion f(z) immer regulir, an den Grenzen nihert sich f(z) stetig dem Werte 
Null. Iste<a2&<e<ce’<C z=(1—f#)e + tz”, so enthalt das Schnitt- 
oval %(z), da & ein konvexer Kérper ist, jedenfalls das ganze durch 
(1 — 4) (2) + the”) dargestellte Oval in sich und gilt daher zufolge der 
Ungleichung (40) sicherlich 


f(2) 2A —OfE) + fe). 


Auf Grund dieser Higenschaften erkennen wir, wenn wir ¢ und f als 
rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene deuten, daB der Bereich 


(53) e<e<G, 0<fS<f) 


ein Oval in dieser Ebene vorstellt, und nimmt infolgedessen — mit 
wachsendem z bestandig ab. 
Das Volumen V von & driickt sich durch 


(54) V= f (f(@))?dz 


aus. Setzen wir nun, wenn c<z< C ist, 

[Vyas = er, 
so wachst t = t(z) kontinuierlich von 0 bis 1, wahrend die obere Grenze z 
von ¢ bis C zunimmt; wir kénnen dann umgekehrt die obere Grenze z 
dieses Integrals als eine bestimmte Funktion z(r) des Wertes t einfiihren, 
die ihrerseits kontinuierlich von c bis C zunehmen wird, wahrend + von 
0 bis 1 wichst. Dabei gilt, wenn wir zur Abkiirzung f(z(r)) =f setzen, 


dz 
p=. 
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Wir entnehmen daraus weiter 


a(f*) _ gat Hs , 
Pe dt 
so daB auch mit wachsendem + ee abnimmt; infolgedessen wird 


ipo 


weiter — eine bestaéndig abnehmende und andererseits 


; fe = eine bestandig 
zanehmende Funktion von rt sein. 

Betrachten wir wieder das durch (53) bestimmte Oval in seiner 
2f-Ebene. Es sei h die Lange derjenigen Sehne dieses Ovals, auf der 
i= af € ist, also h =f (=), Die Tangente des Ovals im Endpunkte 
f=h dieser Sehne bildet mit den Geraden s=c, ¢ =C und f=0 ein 

rapez, in welchem das Oval ganz enthalten ist; dadurch ergibt sich 


(55) V< > (C— om. 
Andererseits ist das Dreieck mit jener Sehne als Basis und der Spitze 
z2=c, f=O ganz im Bereiche z< pee des Ovals enthalten, und geht 


hieraus 


4 (C—oh<r(*t*) 7 


_ hervor; mit Riicksicht auf die Relation (55) erhalten wir sodann 


SSF 
Analog finden wir 1 — cm < = also 7(-t°) = = 
Fiir einen Wert + >= wird demnach immer 4(r) > —— ee sein; es 

folgt dann 

fe) (l—1)V= ‘(fe)’ C= 

C—z iin, eae? 3 (C— ec)? 

= (C —c) 
woraus mit fae von (55) die Uigllehnne 
(56) O—ec)<(C—od V1—t 
hervorgeht, und es ergibt sich ferner 
; Dy hs 85, (fw) 81—2/3 V\8 
(57) (a> e+C >>, v ay t & aan 
1 —r( 9 *) 


Nehmen wir den Schwerpunkt von & im Nullpunkt gelegen an, so 
fiihrt die Betrachtung oo z-Koordinate dieses Schwerpunkts zur Gleichung 


1 C 
(58) 0=5 de edt, O= ame a 
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Zerlegen wir & in lauter Pyramiden mit der Spitze in demjenigen Punkte 
von &, fiir den z=c ist, und mit den einzelnen Oberflachenelementen 
von & als Grundflichen, so ist fiir den Schwerpunkt einer jeden dieser 


Pyramiden O—2>-+ (C—e) und gilt daher die gleiche Relation auch 
fiir den Schwerpunkt von & selbst, d. h. man hat 


(59) O— ¢<AG: 


30. Es seien jetzt ®, und &, zwei beliebige konvexe K6rper mit 
den Stiitzebenenfunktionen H, und H, und ¢ ein beliebiger Wert > 0 
und <1. Verbindet man jeden Punkt f, von ®, mit jedem Punkte f, von 
KR, und teilt die Strecke f,f, immer in dem Punkte f = (1 — 4)f, + tf, so 
erfiillt die Gesamtheit aller verschiedenen in dieser Weise entstehenden 
Punkte £ genau den konvexen Kérper ® = (1 — ¢)®, + t&,, der als Stiitz- 
ebenenfunktion H = (1 — t)A, + tH, besitzt (vgl. hierzu die Formel (21) 
in § 4). Das Volumen dieses Kérpers ® wird durch einen Ausdruck 


(60) V=(1-—09),4+ 30 —d#tV, + 3(11 -—)#PV,4+ FV, 
dargestellt, worm V,, V,, Vz, V,; die gemischten Volumina 
(61) V(Sy, &,, &), V(Sy, &,, Ky), Vy, Ky, Ky), Vy, K, Ky) 


bedeuten, insbesondere also V, das Volumen von &, und V; das von &, 
vorstellt. Diese vier Konstanten bleiben bei beliebigen Translationen von 
R, und von &, ungeandert. 

Wir wollen nun den Satz beweisen: 

Fir diese Konstanten im Ausdruck von V gilt stets die Ungleichung 
(62) re = Ve V; 
und zwar tritt hier das Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn 
R, und &, homothetisch sind (auseinander durch Translation und Dilatation 
hervorgehen). 

Wir denken uns von vornherein mit &, und &, solche Translationen 
vorgenommen, daf sowohl der Schwerpunkt von &, wie der von §, in 
den Nullpunkt zu liegen kommt. Alsdann sind die Stiitzebenenfunktionen 
dieser Kérper, H,(u, v, w) und H, (u, v, w), fiir alle Argumente wu, v, w+ 0,0, 0 
stets > 0. Es sei D das Maximum der Funktion 


ees 
VV Hy, (By) 
VV, H, (a, 6,) 
auf der ganzen Kugelfliche € (a? + 6? + y? = 1); alsdann ist der Kérper 


1 8 


Vy &, vom Volumen 1 im Kérper ;— 8, vom Volumen s° enthalten, 


(63) 


8 0 
wenn $ > D ist, aber nicht ganz darin enthalten, wenn s << D ist. Wenn 
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K, und RK, homothetisch sind, gilt D = a und entnehmen wir aus der 


Regel (26) in 19., daB alsdann ¢ is UA-F =-2und daher V,°= V,2 Vj, ist. 
Sind &, ona R, nicht homothetisch, was wir jetzt annehmen wollen, 
so fallt D> 1 aus, und wir werden zeigen, daB alsdann eine Ungleichung 


besteht: 
V, 


sgl = 1D ); 
0 8 

worin TT(D) eine stetige Funktion von D vorstellt, welche fiir ein D>1 
stets >O ausfallt. Hine derartige Relation mit einer stetigen Funktion 
T1(D) braucht nur fiir vollkommene Ovaloide &,, 8, bewiesen zu werden; 
vermége unseres Hilfssatzes aus § 2 iiber die Annaherung beliebiger 
konvexer K6rper durch vollkommene Ovaloide gilt sie dann sofort fiir alle 
konvexen Korper. 

31. Es seien jetzt ®, und &, zwei vollkommene Ovaloide und sie 
selen nicht einander homothetisch. Wir geben den Koordinatenachsen 
eine solehe Lage, daB die positive z-Achse in eine Richtung fallt, wofiir 
die Funktion (63) ihren gré8ten Wert D annimmt. Wir verwenden die 
Zeichen c, C, &(2), f(z) fir den Korper = (1 — 4), +t, wie sie 
fiir den Kérper ® in 29. erklirt sind, und bezeichnen die entsprechenden 
_ GréBen und Bereiche in bezug auf ®, oder R, analog unter Hinzufiigung 
des Index 1 oder 2. Alsdann ist C, = H,(1, 0,0), C, = H,(1,0,0) und 


nach der eben gemachten Voraussetzung wird 


pe soe 
(64) VVC =D>1. 

 VuG, 
Der kleinste und gré8te Wert von z in §& bestimmen sich gemaB 
(65) e=(1—f)e,+tq, C=1—4C,+tC,. 


Wir setzen nun, wenn ¢, <4, <C,, g <4 <Q, ist, 


(66) f (f,@)%de=V,, GC (@))?dz = Vy, 


und fiihren umgekehrt die oberen Grenzen dieser zwei Integrale als Funk- 
tionen z,(t), 4,(t) der Variablen + ein, die sich im Intervalle OS r<l 
bewegt. Indem wir fiir + in beiden Funktionen dasselbe Argument ver- 
wenden, erhalten wir eine gewisse Zuordnung der Schnitte %,(4,(r)) von 
RK, und %,(4,(r)) von K,. 


Andererseits stellen wir das Volumen yon & in der Formel 


(67) V = f(feytae 
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dar. Setzen wir 

(68) a= (1 —t)4,(¢) + ta,(7), 

so nimmt diese Funktion von t, wenn t von 0 bis 1 lauft, kontinuierlich 
wachsend die Werte von c bis C an. Wir wenden nun die in 30. erérterte 
Konstruktion, welche aus den Punkten von §, und von &, die Punkte 
von & herzuleiten gestattet, speziell auf die Punkte f, von &, in seinem 
Schnitte %,(¢,(r)) und die Punkte f, von &, in seinem Schnitte %,(z,(z)) 
an, wobei tr irgendein Wert >0 und <1 sei. Die Menge der dabei 
hervorgehenden Punkte f = (1—?#) f, +¢, bildet alsdann genau den Bereich 
(69) (1 — 4) 51 (41. @) + te (42(0)) 

in derjenigen Ebene z = const., die durch den Wert z in (68) bestimmt 
ist; danach muB der zu diesem Werte z gehdrige Schnitt F(z) von & 
gewiB den ganzen Bereich (69) in sich enthalten. Ziehen wir die Rela- 
tion (40) aus 26. heran, so geht daraus 

(70) f(@) 20-4) + th@) 

hervor. Aus (67) erhalten wir nunmehr, wenn wir fiir z,(t), f,(4,(0), 
2,(t), fg(#_(t)) zur uate 21, fi, 25 fe schreiben: 


72 fa —on +an(0—o%8 +6 128) ae, 


Wir verwenden jetzt den Ausdruck (60) fiir V, machen noch von 


1 
Vom {p29 ae 
0 


Gebrauch und lassen endlich in der entstehenden Ungleichung die GréBe ¢ 
sich der Grenze Null nahern; dadurch kommen wir zur Ungleichung 
dz dz, 
27.2 [its +n ds) ae 
Nach den Gleichungen (66) haben wir 
f? ue ra Vo, i 2. aa 


Ah Se 


und so ergibt sich weiter 


3V, = fir A, +20, 2) de 


Setzen wir 


hy 
7 — ) —as 
(71) i We 
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so laBt sich diese letzte eee ie in 


(72) 3 (Fa 


eibwandehi4 
Andererseits haben wir gemaB (58): 


(S sae aia )ar— flnxeptogtees OEE 
Oe 


1 


1 
C, = [%% C, = fe 
Vy, gy,’ VV, 9,7? 


0 


mithin 


(73) fxentert ay GG 1) Vises). 
0 


Nehmen wir jetzt eine positive GréBe 6 <= an, so wird unter Ver- 
wendung von (56) und (59): 
1 


1 
sh ae at _ O —% (L— 9) 
2 2 
Gp es D2 V V; 


und mit Riicksicht hierauf folgt aus (73): 


(74) fiscrigccon +9)" de> (D(1—4 ¥8)—1) 


il 


C, 
Vv 
Die Ungleichung (72) bleibt giiltig, wenn wir auf der rechten Seite 
die Integration nur bis zur oberen Grenze 1 — 0 erstrecken. Bezeichnen 
wir den Integranden in (74) mit Y, so wird der Integrand in (72): 


(P: +22) Pi> Po? we 
ai) (P, + 9:)?2? a 
Nun ist im Intervalle O0<1+<1—0 zufolge (57) und (59): 


ball, EG V, 

ae wy ale 
t 73-4 

wobei von den zwei unteren Grenzen hier wegen mn die erste die groBere 


PO St wenn g, >, ist, und 


wenn gy, >, ist. Danach fallt der Faktor von Y? 


ist; Ss aa hat man 


Po (91 +2 Gs) = 
(G, + 2)” 4? 
in (75) im Intervalle 0<1<1—0d stets 


ot VV, Vs gf 
ey ae AON 
aus. Auf Grund der auch schon friiher verwandten Hilfsformel (51) er- 
halten wir nunmehr: 


256 Zur Geometrie. 


v, 38 (naan 
3 ( eee 3 
73 .Qi4 


V V,?V; 
Das Produkt (4/6) (D — cc OD) nimmt seinen groBten Wert fiir 
Ana! ’ Dregs 
AYO = ————* an, wobei 0< = also sicher < 5 ist, und wird dann 
2 
~iD=0, Mit diesem Werte fiir 0 folgt endlich 


Veg 


Vi, Sat OF 
In solcher Form iibertragt sich diese Ungleichung sofort auf zwei 
beliebige konvexe Kérper &, und &, und setzt in der Tat in Evidenz, 
dap, wenn &, und &, nicht homothetisch sind, stets 


pe ITE 


(76) 


ausfallt. 

32. Vertauschen wir die Rollen von &, und &,, so treten, wie aus 
(61) zu ersehen ist, an Stelle von os V,, Vz, V, diese GréBen in um- 
gekehrter Folge und geht aus V, >VV,?V, die Ungleichung V,>)/V,V;5? 
hervor. Diese zwei Ungleichungen zusammen ergeben fiir den Ausdruck V 
in (60) die Abschatzung 
(77) VV>(L-)VM%+tVTs- 

Bezeichnen wir das Minimum der Funktion (63) auf der Kugelflache 
€ mit d, so ist der Kérper gue R, = &, ganz im Korper mae R= 

Ve Vv, 


enthalten; infolgedessen gilt: 


ae Ls, (ne 2V&; a %s), 


lis ? — 2s 
= mS 


Verbinden wir hiermit die Uiseeehung (76), so folgt 


78 Pel ae eee 
( ) d ~~ 910, 34. 73 D 


Nannon wir die Rollen von &, und &,, so ist D durch = und 


dab: 
—1. 


d durch —, zu ersetzen und diirfen wir mithin in dieser Relation (78) noch 
D und as choke ae vertauschen. 


33. Nehmen wir fiir R, eine Kugel vom Radius 1, so ist VY,= = 
und 3 V, definiert uns die Oberfliche von &,. Die aus (62) entstehende 


Ungleichung TA : % 
} At 


besagt: 
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Jeder konvexe Korper, welcher nicht eine Kugel ist, besitzt immer eine 
groBere Oberfliche als eine Kugel von demselben Volwmen.*) 

Ks sei jetzt §, zunichst ein vollkommenes Ovaloid. Wir bezeichnen 
mit df ein Element der Begrenzung von §,, mit «, B, y die Aufere 
Normale dieses Elements, mit dw* ein Element der Kugelfliche €, mit 
a, B*, y* die duBere Normale von dw*. Alsdann hat die orthogonale 
Projektion der Begrenzung von St, auf eine zur Richtung o*, B*, y* senk- 
rechte Ebene einen Flacheninhalt 


P(o*, B*, 7*) = 4 fice + poo vy* | df. 


Das arithmetische Mittel aller Gripen P(a*, B*, y*) in bezug auf alle 
moglichen Richtungen (a*, B*, y*) wird nun 


P (a*, B*, y*) da* 

d. 1. gleich dem vierten Teile der Oberfliche von &,. Dieses Resultat tiber- 
tragt sich sofort von vollkommenen Ovaloiden auf beliebige kenvexe 
K6rper. Verbinden wir damit den vorhin gefundenen Satz, so ergibt 
sich die Folgerung: 

Jeder konvexe Korper, der nicht ene Kugel ist, besitzt stets unter den 
ihm umbeschriebenen Zylindern solche, welche einen groBeren Querschnitt haben 
als die einer Kugel von demselben Volumen wie der Korper wmbeschriebenen 
Zylinder. 

34. Wir nehmen ferner fiir ®, den Wiirfel von der Kante 1: 


1 1 1 1 1 1 
ewe ne ae Pa ee ee 


fiir diesen Kérper ist H,(a, B, vy) = a &|+ |8|+ |y|) und stellt infolge- 
dessen 3V,= 3 V(K,, &,, &,) nach (24) und (18) die Summe der Flachen- 
inhalte der drei senkrechten Projektionen des Kérpers ®, auf die drei 
Koordinatenebenen dar, wihrend V; = 1 ist. Aus unserer allgemeinen Un- 
gleichung (62) folgt hier der Satz: 

Wird ein konvexer Korper vom Volumen V senkrecht auf drei zueinander 
orthogonale Ebenen projiziert, so ist die Summe der Fldcheninhalte dieser 


‘drei Projektionen stets >3V* und nur dann = 3 vi, wenn der Korper 
ein Wiirfel mit Seitenflichen parallel den drei Ebenen ist. Unter solchen 
drei zueinander orthogonalen Projektionen des Kérpers befindet sich dann 


. . + . 2 
gewiB wenigstens eine von einem Flicheninhalt > V°. 


*) Von der Literatur iiber diesen Satz seien erwihnt: Steiner, Uber Maximum 
und Minimum bei den Figuren usw., Crelles Journal, Bd. 24, 1842 (auch Werke, Bd. I), — 
H. A. Schwarz, Géttinger Nachrichten, 1884 (auch Ges. Abhandlungen, Bd. II). — 
J. O. Miller, Inauguraldissertation, Géttingen, 1903. 
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§ 7. Weitere Ungleichungen fiir die gemischten Volumina. 

35. Es seien wieder &, und &, zwei beliebige konvexe K6rper und 
es mégen fiir sie V), V,, V,, V; die bisherige Bedeutung (s. (61)) haben. 
Das Volumen eines Kérpers 5,8, + s,8,, wobei s,>Q0O und s, > 0 ist, 
hat den Ausdruck 

8° Vo + 35)75¢V, + 38877 V, FSV - 
Wenden wir diese Formel auf einen Korper 

(1 + A) 8, + tsRK, = KR, + t(K, + sK,) 
an, wo ¢ und s>0 seien, und ordnen die entstehende Formel nach ¢, so 
kommen wir zu folgender Bemerkung: 

Wenn &,, &, durch &,, R, + sR, ersetzt werden, so treten an die 
Stellen von V,, Vi, Vz, V, die GréBen 

Vy, Vot sy, Vot28V,+57V,, Vyo+3sV, +38 V,+8*V,. 


Aus der Ungleichung V,3?— V,?V; > 0 entsteht nun bei dieser Substitution 
die Ungleichung 

(Vo + sV,)%— V,2(V, + 3s V, + 3s? V, + 5? V3) 

= 3(38V,(V,’°—V,V,) +sVi— V,7V.)) = 0. 


Lassen wir hierin die positive GréBe s nach Null abnehmen, so gewinnen 
wir die folgende in den GréBen V, quadratische Ungleichung: 
(79) Vo Kila: 

36. Vertauschen wir die Rollen der Kérper ®, und &,, so treten an 
die Stelle von V,, V,, V,, Vs diese GréBen in umgekehrter Folge und aus 
(79) geht die andere Ungleichung 
(80) VD VT, 
hervor. 

Andererseits fiihren die zwei quadratischen Ungleichungen (79) und 
(80) bei Elimination von V, zu 

Viz sri, 
mithin zurtick zu der kubischen Ungleichung, von der wir ausgegangen 
sind, so da jene kubische Ungleichung und die quadratische (79) einander 
gegenseitig zur Folge haben. 

Doch besteht in der Abhangigkeit dieser Ungleichungen voneinander 
ein wesentlicher Unterschied, insofern als die Grenzfalle der quadratischen 
Ungleichung sofort auch die Grenzfille der kubischen ergeben, dagegen 
nicht umgekehrt aus den Bedingungen, unter welchen in der kubischen 
Ungleichung das Gleichheitszeichen statthat, vollkommen zu ersehen ist, 
wann das Gleichheitszeichen in der quadratischen eintritt. 
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37. Man kann nun die quadratische Ungleichung V,?> V,V, auch 
auf einem direkten Wege durch analoge Uberlegungen, wie sie zu der 
genaueren Ungleichung (76) fiihrten, herleiten und gelangt alsdann auch 
zur Kenntnis der Grenzfille dieser quadratischen Ungleichung. Wir be- 
gniigen uns hier, das beziigliche Resultat ohne Beweis anzugeben. 


Wir bezeichnen eine Stiitzebene gm <0 an einen konvexen Kérper & 
als eine Eckstiitzebene an &, wenn wir »=t,9,+%9,+ 4, setzen 
kénnen, so daB 1,, %, ¢; simtlich > 0 und g, <0, 9, <0, 9, <0 drei 
solche Sttitzebenen an § sind, deren au8ere Normalenrichtungen unabhdngig 
sind, d.h. nicht einer einzigen Ebene angehéren. Hin konvexer Kérper & 
heiBe ein Kappenkérper eines konvexen Kérpers ®’, wenn mit Ausnahme 
nur von gewissen Hckstiitzebenen alle anderen Stiitzebenen an & zugleich 
auch Stiitzebenen an §’ bilden. Der allgemeinste Kappenkérper einer Kugel 
wird erhalten, indem man die Kugel als Grundbestandteil nimmt, auf 
ihrer Oberflache eine endliche oder unendliche Anzahl von Kalotten be- 
zeichnet, von denen keine die GréBe einer halben Kugelflache erreicht 
oder tiberschreitet und die untereinander héchstens in den Randpunkten 
zusammenstoBen, und sodann die Kugel auf jeder dieser Kalotten mit der 
Kegelkappe versieht, bei der die Kalotte als Basis dient und die Erzeugen- 
den des Mantels die Kugel in dem Rande der Kalotte beriihren. 


Hs besteht nun der Satz: 


In der Ungleichung V,2? > VV, fiir zwei beliebige konvexe Korper &, 
und &, hat dann und nur dann das Gfleichheitszeichen statt, wenn &, 
homothetisch mit &, oder mit einem Kappenkorper von &, ist. 

Bei einem vollkommenen Ovaloide kommen keine Eckstiitzebenen vor 
und kann ein solches daher niemals Kappenkérper eines anderen konvexen 
K6rpers sein. Wenn also §, ein vollkommenes Ovaloid ist, gilt in 
V2 > V,V, das Gleichheitszeichen nur dann, wenn &, und &, selbst homo- 
thetisch sind. 

Nehmen wir fiir &, eine Kugel vom Radius 1, so ist V, das Volumen, 


3V, die Oberfliche, 3V, das Integral der mittleren Kriimmung von &, 


und Vi. =. Alsdann gilt V,2>V,V, und hat hier das Gleichheits- 


‘geichen dann und nur dann statt, wenn §&, eine Kugel oder ein Kappen- 
kérper einer Kugel ist. Zweitens gilt V,? > V,V, und in dieser Unglei- 
chung hat das Gleichheitszeichen dann und nur dann statt, wenn St, selbst 
eine Kugel ist. 

Danach liefern unter allen konvexen Kérpern von gleicher Oberflache 
die Kugeln und die Kappenkirper von Kugeln das Maximum des Produkts 
aus Volumen und Integral der mittleren Kriimmung und andererseits allen 
die Kugeln das Minimum des Integrals der mittleren Kriimmung. Aus 
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diesen beiden Tatsachen zusammen folgt, da unter allen konvexen Kérpern 
von gleicher Oberfliche die Kugeln das gré8te Volumen darbieten. 
88. Es seien jetzt ®,, ,, R, drei beliebige konvexe Kérper; das 
Volumen eines Kérpers 8 = 5,8, + 5,8, + 5,83, wobei s,, S,, 8; > 0, aber 
nicht durchweg 0 sind, stellt sich durch eine terndére kubische Form 


V= > eae, 
dar, wo jeder der Indizes die Werte 1, 2,3 zu durchlaufen hat. Der 
Koeffizient V;,,, bedeutet das gemischte Volumen V(&,, &,, 8). 

Wir wenden nun die fiir zwei konvexe Kérper nachgewiesene Un- 
gleichung V,2—V,V, 20 derart an, daB wir fiir den ersten Kérper 
pK, + pyK, + pzR3, fiir den zweiten g,8, + q,8,+ q,R; nehmen, wobei 
Pi» +++) 43 lauter positive Parameter seien. Setzen wir 


Vins P1 + VijnePe + VinsPs = Pia, 
so wird hier 


Vy = > Pied jPss V; ->P ikD;Uer Vo => P AAs 


Wir nehmen noch 
L= Pry, = Wet rs,, I3= Pst 1s 
an; dabei kinnen r,, r2, 7, beliebige reelle Werte bedeuten und bei positiven 


Pi, Pg, P; kann stets ¢ so groB gewahlt werden, daf auch g,, g,, g3; samt- 
lich >0O sind. Die in Rede stehende Ungleichung verwandelt sich nun- 


mehr in 
a aeial oe (RD iPr co, Pyyrjr,) > 0 


Wir nehmen jetzt p;—1 an und lassen die positiven Werte p,, », 
sich der Grenze Null nihern; es entsteht dann hieraus: 


(Viss%'1 + Voss%2)? — Vass (Varsta® + 2 Vies7i%2 + Voo3%s") = 0 
und dabei muf diese Ungleichung fiir beliebige Werte r,,7, gelten. Setzen 
wir nun 


Vis, Vises, Viss 
A®) = Vers, Vers, Voss 
Vsis, Vises, V5 
und bezeichnen die adjungierte Unterdeterminante zum Element Vijz3 hier 
mit W;, so schreibt sich diese Ungleichung 
(81) — Wore t 2WO rr — WEre = 0. 
Die Determinante der biniren quadratischen Form rechts hier ist Vacg ©) 


und folgt daher 
AN?) > Oe 


Ferner haben wir insbesondere — Wi) >0, —W®)>0. Ist nun etwa 
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— W$> 0, so geht vermige der ay 
(3) Ws) — 3)\2 3 
die Ungleichung ACE ie Wee 
SO Vita — Virs Voes = 0 
hervor. Analog erschlieBt man diese Ungleichung, wenn — W> 0 ist. 
Hat man jedoch sowohl — W%)=0 wie — W{)=0, so muB, da die 
Ungleichung (81) fiir beliebige r, und r, statthaben soll, durchaus auch 
W{}) = 0 sein, und dann sind in A® die erste und dritte und ferner die 
zweite und dritte Reihe proportional und folgt dadurch 
A®—0, —WH=0. 
In allen Fallen gilt hiernach 


(82) | Viss = Vass Veos- 
Verbinden wir diese Ungleichung mit den zwei Ungleichungen 
(83) Vi32 = Vis Vise , Vos = Vieoo Voge , 


welche die Bezichung V,*>V,’V, fiir R, und R, bzw. fiir R, und RK, 


vorstellen, so gelangen wir durch Hlimination von V,,, und V9, zu 


(84) V§ & Van Vi09 V333- 


123) 

Dabei kann in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen nur statthaben, 

wenn in beiden Ungleichungen (83) das Gleichheitszeichen gilt. Damit 
kommen wir zu folgendem Satze: 

Drei beliebige konvexe Korper vom Volumen 1 (ier F é 


R,, Ve 
Vass Vees 


V, 23 - ; 
Vai Vase Voss 
das >1 und nur dann =1 ist, wenn alle drei Korper einander homo- 
thetisch sind. 

Die friihere Ungleichung V,? > V,?V; geht aus diesem Satze, ebenso 
die Ungleichung V,? > V, V, aus (82) als spezieller Fall hervor, wenn der 
zweite und dritte Kérper identisch gesetzt werden. 

39. Es seien &,, R,,..., &,, m beliebige konvexe Kérper. Wir wenden 


die Ungleichung (82) fiir drei konvexe Kérper an, indem wir ftir den 
ersten einen Kérper ->'p,8,, fiir den zweiten einen Kérper (tp, + 7)8,, 
fiir den dritten einen Kérper 3,8, (¢ = 1, 2,...,m) nehmen, wobei die 
r, beliebige GréBen und die Werte p,, tp;+7;, 5; samtlich positiv sind. 
Setzer wir 


V(&,, K,, &,) = Vijay Vint Ss ca V 5x98 3 oe laity Vem = Sia, 


so wird die betreffende Ungleichung 


(>s Spi) —(>'s ixPjPs) (8,7 ube r) 203 


7=%) ergeben stets ein gemischtes Volumen eae 5 
8838 
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sie bedeutet, daB die quadratische Form >’ S,,7;%, bei einer Transformation 
in ein Aggregat von Quadraten reeller unabhingiger linearer Formen mit 
positiven oder negativen Vorzeichen ein einziges Quadrat mit positivem und 
im tibrigen lauter Quadrate mit negativem Vorzeichen darbieten mu. Im 
besonderen muf danach die Determinante dieser Form mit (— 1)"~* multi- 
pliziert, stets >0 sein, d.h. fiir beliebige positive Werte s,, s,,..., 5, 
mu stets die Ungleichung 


(85) Ca) ee VynrS1 + VynaSe Fo -° + Vea pad) 


bestehen. 


§ 8. Stetig gekriimmte konvexe Korper. 


40. Das allgemeine Theorem V,* > V,? V, fiir zwei beliebige konvexe 
Kérper ist aufs engste mit gewissen Fragen tiber die Kriimmung konvexer 
Korper verkniipft. 

Sind ® und ’ zwei beliebige konvexe Kérper, so wollen wir den 
Wert 3V(R’, 8, R) die Relativoberflache von R in bezug auf K’ nennen. 
Es seien H und H’ die Stiitzebenenfunktionen von & und &’. Wir nehmen 
R zunachst als ein vollkommenes Ovaloid an und verwenden dafiir die in 
§ 3 eingefiihrten Bezeichnungen; alsdann gilt nach (24) und (18) der 
Ausdruck 


(86) 3V(®’, ®, &) [a (RT 8?) de = [a af; 


darin bedeutet df das Flachenelement der Begrenzung von &, welches durch 
parallele Normalen dem Element dw der Kugelflache © entspricht, und 
RT — S? das Produkt der Hauptkriimmungsradien, die reziproke GauBsche 
Kriimmung, an der Stelle von df. 

Setzen wir H’= H+ 0H, so hat der Kérper (1 — )® + t&’, wenn 
t>0O und <1 ist, die Stiitzebenenfunktion H+ t0H. Die Differenz aus 
dem Volumen dieses Kérpers und dem Volumen von & ist dann bis auf 
GréBen von der Ordnung ¢? gleich 


if oncRr — S*)do=t [onar. 


41. Diese Beziehungen, die jedenfalls bei einem vollkommenen Ovaloide 
R statthaben, veranlassen uns nun zu folgender Definition: 

Ein konvexer Korper & soll stetig gekriimmt heiBen, wenn fiir thn eine 
auf der Kugeloberfliche © stetige und durchweg positive Funktion = F(«,B,y) 
existiert derart, dap die Relativoberfliche von R in bezug auf einen be- 
liebigen konvexen Korper &' mit der Stiitzebenenfunktion H’ immer den 
Ausdruck hat: 
(87) 3 V(R’, R, &) = | H'Fae ; 
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Diese Funktion F'(«, B, y) (oder F'(%, ~)) wollen wir dann die Kriim- 
mungsfunktion des Kérpers ® nennen. Zunachst leuchtet ein, daB bei 
einem stetig gekriimmten Kérper & diese Funktion jedenfalls eine durch- 
aus bestimmte ist. Denn nehmen wir an, es gibe fiir ® noch eine zweite 
auf © stetige und positive Funktion F(a, B, y), welche in derselben 
Weise wie F’ in (87) eintreten kénnte, so ware dann fiir jeden beliebigen 
konvexen Kérper &’ stets 


(88) ([HPrdo =| Wa, fu (F*— F)do=0. 

Da F*— F auf € nicht durchweg Null ist, kénnen wir auf © einen Punkt 
finden, wo F’*— F#'+-0 ist, und hernach kénnen wir, da F*—F auf €& 
stetig ist, eine ganze Kalotte um diesen Punkt bestimmen, (die wir kleiner 
als eine Halbkugel wihlen), so daB £’*— F' daselbst iiberall +0 und also 
von konstantem Vorzeichen, etwa stets >0O ist. Wir setzen auf die 
Kalotte die Kegelkappe, bei welcher die Kalotte die Basis bildet und die 
Erzeugenden des Mantels die Kugelflache © im Rande der Kalotte be- 
riihren, und nehmen nun in der Gleichung (88) fiir ®’ einmal den Kérper, 
der aus der Kugel © und dieser Kappe besteht, ein andres Mal © selbst, 


so hat das Integral f H'(#* — F)do im ersten Falle einen gré®eren Wert 
als im zweiten Falle und kann daher nicht in beiden Fallen Null sein. 

42. Nehmen wir mit dem Korper &’, fiir den (87) gebildet ist, die 
Translation vom Nullpunkte nach einem Punkte a, b, ¢ vor, so ist 
H’ (a, B, y) durch , 

A'(@, B, vy) + a0 + bB + cy 

za ersetzen. Da nun hierbei der Wert 3V(&’, 8, ®) sich nicht andert und 
die GréBen a, b, ¢ vollig beliebig sind, so ersehen wir: 

Die Kriimmungsfunktion F fiir einen stetig gekriimmten Korper muB 
stets die drei Bedingungsgleichungen erfiillen : 


(89) [uFdo=o, [aFdo=o, yFdo =0. 


Andererseits erhellt, daB, wenn wir mit & eine Translation vornehmen, 
dabei die Kriimmungsfunktion invariant ist. Unter den saimtlichen, aus 
® durch Translationen abzuleitenden Kérpern kénnen wir einen bestimmten 


Kérper durch die Lage des Schwerpunkts fixieren. 
Ist ¢ ein positiver Parameter, so hat ¢& die Kriimmungsfunktion ¢?F, 


wenn F’ die Kriimmungsfunktion von & ist; dieses folgt unmittelbar aus 


der Formel 


3 V(K’, t&, tX) = 3420 (K’, K, K). 
43. Unsere weiteren Entwicklungen nun werden darauf gerichtet sein, 
den folgenden sehr bemerkenswerten Satz zu beweisen: 
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Ist F(a, B,7) eine auf der Kugelfliche € beliebig vorgeschriebene, daselbst 
stetige und durchweg positive Funktion, welche die drei Bedingungsgleichungen 


[eFdo=0, ([pFao—0, [rFdo=0 


erfiillt, so gibt es immer einen stetig gekriimmten konvexen Korper ® mit 
F(a, B, y) als Kriimmungsfunktion, und dieser Korper ist bestimmt bis 
auf eine willkiirliche Translation, durch die man ihn noch abdéndern kann, 
also eindeutig festgelegt, wenn noch zusitzlich gefordert wird, daB sein 
Schwerpunkt im Nullpunkte legen soll. 

Wir beweisen zunachst den Nachsatz, ‘daB den hier gestellten 
Forderungen, wenn tiberhaupt, jedenfalls nur durch einen einzigen K6rper 
gentigt werden kann. In der Tat, nehmen wir an, es sei ein konvexer 
Kérper & gefunden mit F als Kriimmungsfunktion und mit dem Schwer- 
punkte im Nullpunkte, und es sei H die Stiitzebenenfunktion von 8. 
Zunichst ist klar, daB unter den mit & homothetischen Kérpern kein 
anderer diese beiden Higenschaften mit & teilt. 

Das Volumen von & ist durch 


— HFdo 


dargestellt. Ist sodann R’ mit der Stiitzebenenfunktion H’ und dem 
Volumen V’ ein beliebiger konvexer Kérper, der mit ® nicht homothetisch 


ist, so ergibt das allgemeine Theorem ess vo auf die Kérper & und 
R’ angewandt: vy VY, 


90 af 7 Fie> > [yor 
a) Vind. SP Viviane 


: ; dah 8 kx F 
Darin sind nun und ~— die Stiitzebenenfunktionen der Ké 
VV Vv as 


1 1 
= ~—£f und Q! = —— Ata 
Vv Vine 
und diese zwei mit & bzw. ’ homothetischen Kérper sind dadurch charakte- 
risiert, daB sie ein Volumen = 1 haben. 
Damit kommen wir zu folgendem Ergebnisse, welches zeigt, daB der 
Korper & eindeutig bestimmt ist. 


Man betrachte fiir alle méglichen konvexen Korper 2 vom Volumen 1 
das Integral 


J(Q) == | LFdo, 


wobei L = L(a, B, y) die Stiitzebenenfunktion von & und F = F(a, B, y) 
die gegebene Funktion fiir die Argumente «, B, y, die Normale in da, be- 
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deute; gibt es eimen stetig gekriimmten konvexcen Kéorper & mit F als 
Kriimmungsfunktion, so hat dieses Integral J(&) fiir einen ganz bestimmten 
Kérper & mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt (und fiir die aus ihm durch 
Translationen hervorgehenden Kérper) einen kleinsten Wert J, und alsdann 
ist R identisch mit VIL oder geht aus leteterem Kérper durch eine Trans- 
lation hervor. 

44. Zugleich werden wir hierdurch auf ein gewisses Variationsproblem 
hingewiesen, das in nahem Zusammenhange mit der von uns zu behandeln- 
den Aufgabe steht; und in der Tat erkennen wir sofort, daf die Differen- 
tialgleichung zu diesem Variationsproblem 

RT — 8*= F(4, v) 
wird, worin fF’ die gegebene, den Gleichungen (89) geniigende Funktion 
ist, und die in fh, S, 7 auftretende Funktion H(%, ~) gefunden werden 
soll. Diese Gleichung ist nach den Ausdriicken von FR, S, 7’ in (17) fiir 
A(#,w) eine quadratische Differentialgleichung zweiter Ordnung von dem 
Monge-Ampéreschen Typus; sie transformiert sich, wenn wir auf der 
Oberflache des gesuchten Kérpers die Koordinate z als Funktion von 2, y 
einfiihren, in die Gleichung: 
rt—s°=f (p,q) 

fiir diese Funktion 2(x, y), wobei 

02 Oz 072 072 072 

pms uae Ati «2 judy? Oy? 
gesetzt ist und 


t 


A(p,Q) 
(+p + 9’) a 
als eine beliebige eindeutige und stetige Funktion in 
pl ete Ee ee ea 
Vit +a Vite +a Vite+a 


vorgeschrieben sein kann, die nur den Gleichungen (89) zu gentigen hat. 

Wir werden jetzt ein gewisses Problem mit einer nur endlichen An- 
zahl yon Parametern, sozusagen eine Art von Differenzengleichung erledigen 
und hernach von diesem Probleme aus durch einen Grenziibergang zur 
Lésung der hier gestellten Aufgabe, die von einer kontinuierlichen Funk- 
tion F’ handelt, gelangen. 


§ 9. Bestimmung eines Polyeders durch die Normalen und die 
Inhalte der Seitenfliichen. 


45. Es sei $$ ein beliebiges Polyeder mit m Seitenflachen, die in 
irgendeiner Ordnung numeriert seien. Wir wollen annehmen, der Null- 
punkt liege in $8 selbst, sei es im Inneren, sei es auf der Begrenzung 
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von $8. Wir bezeichnen fir i=1,2,..., mit («,, B,, y,) die dubere 
Normale, mit F, den Flacheninhalt der i" Seitenfliche von , mit p; 
die Lange des vom Nullpunkt auf die Ebene dieser Flaiche gefiallten Lotes, 
endlich mit V das Volumen von ‘. 

Die Richtungen («,, 6,, y,) sind gewiB so beschaffen, daB sie nicht 
siimtlich einer Ebene angehéren; die GréBen F, sind sémtlich >0. Bei 
einer Translation des Polyeders $8 bleiben alle GréBen «;, B;, y,, Fj, un- 
geaindert. 

Indem wir das Polyeder 8 nach der in § 2 entwickelten Methode als 
Grenze von vollkommenen Ovaloiden darstellen und die Formel (86) heran- 
ziehen, gewinnen wir die folgende Regel: 

Ist 2. ein beliebiger konvexer Korper, Q seine Stiitzebenenfunktion und 
setzen wir allgemein Q(c,, B;, ¥;) = 4, 80 wird das gemischte Volumen 


(91) VQ, 8, 8) =F (Fiat hat---+ Fa). 


Insbesondere entnehmen wir daraus fiir das Volumen von $ den 
Ausdruck 


(92) V == (Fin, + Fup, +--+ + Fyp,): 


Genau so, wie wir aus (87) die drei Gleichungen (89) folgerten, 
schlieBen wir aus (91) durch beliebige Translation des Kérpers 0 auf das 
notwendige Bestehen der drei Gleichungen: 


(93) al g=0, SF B=0, Sy,=0 G12, gay 
Bezeichnen wir das Volumen von 0 mit V,, und bilden wir unsere 

allgemeine Ungleichung i a in bezug auf das Polyeder ‘8 als ersten 

und den Kérper 0 als zweiten Kérper, so finden wir, daB stets 

(94) Fa + pera enn S Ss2esr a tt EnPn 


ist und hierin das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn 0 mit $8 homo- 
thetisch ist. 

Wir werden nunmehr den folgenden Satz beweisen*): 

Eis seien n beliebige Richtungen («,, B;,y;) fiir i=1, 2,..., gegeben, 
die nicht simtlich eimer Ebene angehdren, und dazu n beliebige positive 
Gripen F, so daB die drei Gleichungen bestehen 


a o,—= 0, aF,B,= 0, aF,y,= 0 (@@=1,2,...,0)5 
alsdann gibt es stets ein Polyeder 8 mit n Seitenflichen, woftir die Richtungen 


*) Diesen Satz habe ich zuerst in dem Aufsatze: Allgemeine Lehrsitze tiber die 


konvexen Polyeder, Gottinger Nachrichten, 1897, publiziert. (Diese Ges. Abhandlungen, 
Bd. I, 8. 103, 
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(@,, B;,7;) die duperen Normalen und die GriBen FE’, die Flicheninhalte 
dieser Seitenfliichen bilden, und dieses Polyeder $8 ist vollkommen. bestimmt 
bis auf eine beliebige Translation, durch die man dasselbe noch variieren 
kann, also eindeutig festgelegt, wenn ferner noch die Lage seines Schwer- 
punktes beliebig vorgeschrieben wird. 

46. Um zu einem Beweise dieses Satzes zu gelangen, fassen wir jetzt 
die Gesamtheit aller méglichen Polyeder mit oder weniger Seitenflichen 
ins Auge, welche die aiuBeren Normalen der Seitenflichen nur unter den 
m Richtungen («,,8,,7;) besitzen und welche ferner den Nullpunkt in 
sich schlieBen. 

Sind 9,,4%,--+,4, irgendwelche » Gréfen, simtlich > 0 und derart, 
daB die ~ Ungleichungen 
(95) a0 + By + 7,2 54, G12, . 2.9) 
ein wirkliches Polyeder definieren, so bezeichnen wir dieses Polyeder mit 
RG, Yor +- + Q,) Oder K(q,), sein Volumen mit V(q,, q@,.--, g,) oder V(q,), 
Dabei kann auch ein Teil dieser Ungleichungen eine Folge der tibrigen 
sein, das Polyeder also weniger als m wirkliche Seitenflichen besitzen. 
Wir bezeichnen ferner mit q¢;* den gréBten Wert von ox + B,y + y,2 in 
K(q,); fiir diejenigen Indizes 7, wobei & eine wirkliche Seitenflache mit 
der Normale («,, 6;, y,) besitzt, ist immer q;*=q;, waihrend wir bei den 
anderen Indizes nur q; > q;* behaupten kénnen. Wir nennen q,*, g,*, ..., q,,* 
die tangentialen Parameter von &(q,, 4) -++)%,); offenbar ist 

KG1» Yor + +r In) = ROL, 997) +++) In) 

Existiert nun ein Polyeder $ = &(p,, p,,..-,p,) gemiB den Forderungen 
unseres Satzes, so zeigt die Ungleichung (94), da unter allen vorhan- 
denen Kérpern &(q,, dg, +++) Qn) eben dieses Polyeder $$ und die ihm homo- 
thetischen Kérper den kleinsten Wert des Ausdrucks 

Fu + Fe% +: :: t+ Pn 
(Vis de1-++1 Gn)? 
liefern. Daraus erhellt zuniichst der letzte Teil jenes Satzes, daB namlich 
das gesuchte Polyeder $$ gewif8 nur auf eine Art, abgesehen von einer 


“Translation, bestimmt werden kann. 
Nunmehr wollen wir die wirkliche Existenz jenes Polyeders $$ dartun. 
47. Wir zeigen vor allem, daB, wie die m Richtungen («,, B,, 7,) 


vorausgesetzt sind, gewiB irgendwelche Polyeder 8(g,,4%,---,@,) Vor- 
handen sind. In der Tat, der durch die » Ungleichungen 
(96) a2 + By +72 <1 (@=1,2,...,n) 


definierte Bereich @(1, 1,..., 1) = &(1) stellt ein solches Polyeder, und 
zwar wirklich mit » Seitenfliichen vor. Denn diese Ungleichungen sind 
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die Bedingungen von n verschiedenen Tangentialebenen an die Kugel ©; 
der Bereich enthilt daher die Kugel © in sich und besitzt jene » Ebenen 
als extreme Stiitzebenen. Andererseits kann dieser Bereich ®(1) sich nicht 
ins Unendliche erstrecken; denn der Abstand eines beliebigen Punktes 
x,y, in ihm von der 7" jener Stiitzebenen wird 


i=1—ae — py — 7220 


und entnehmen wir aus den Gleichungen (93) dann 


2 F,t,= SF, (i=1,2,...,n). 

Da die Werte F’, simtlich > 0 sind, besteht hiernach fiir eine jede 
GréBe ¢, eine obere Grenze. Nun kénnen wir unter den Stiitzebenen (96) 
gewiB drei solche herausgreifen, die sich in einem Punkte schneiden; 
durch die oberen Grenzen der drei zugehérigen GréBen ¢, werden dann 
drei zu ihnen parallele Ebenen angewiesen, welche mit den ersteren zu- 
sammen ein Parallelepipedum bestimmen, in dem der Bereich ®(1) ganz 
enthalten sein muf. Danach liegt dieser Bereich ganz im Endlichen. Das 
a alsdann hat &(U,7,...,7) das Volumen 1. 
Weiter wird tiberhaupt fiir beliebige endliche Werte q,, q,..., q, der durch 
die Ungleichungen (95) bestimmte Bereich ganz im Endlichen liegen und 
bei lauter positiven Werten g, stets ein wirkliches Polyeder, wenn auch 
nicht immer mit  Seitenflachen, vorstellen. 

48. Wir betrachten jetzt in der n-fachen Mannigfaltigkeit Yt von n 
beliebig veranderlichen reellen GroBen 9,,q,.--,q, Gen Bereich 8 aller 
solchen Systeme @,, 42) - ++) Gry yf unkte“ (q;), wober g, > 0, g, > 0, ..., g, 0 
ast und den GriBen G1, %2,++ +4, em Polyeder ®(q,, 42) -++)Qn) VON ermem 


Volumen 
. VG, Gay++ 5 ee 
entspricht. 


Sind (r,) und (s,) (¢ = 1, 2,..., m) zwei beliebige Punkte dieses Bereichs 
B und (7,*) baw. (s,*) die tangentialen Parameter von ®(r,) und &(s,) und 
ist ¢ ein Wert >0 und <1, so besitzt der aus diesen zwei Polyedern 
abzuleitende Bereich (1 — ¢)R(r,) + t&(s,) nach (77) ein Volumen 
2(1-)VV@)+tVV@)yr2d—)+y=1. 
Die Stiitzebenenfunktion des letzteren Bereichs hat fiir die Argumente 
«;, B;, y,; den Wert (1 — t)r;* + ts;*, und danach ist dieser Bereich ent- 


weder identisch, oder, wenn nicht identisch, so doch jedenfalls ganz ent- 
halten in dem Bereich 


a” + By + v2 <1 — tr# + ts* (@=1,2,.. +»), 


der dadurch gewif auch ein Polyeder vorstellt, und um so mehr dann 


Volumen von &(1) setzen wir = 
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enthalten im Polyeder ®((1 — ¢)r,+ ts,). Mithin ist fiir das letztere Polyeder 
notwendig ebenfalls das Volumen > 1, also 
V(_—ér,+ ts) >1. 

Der Bereich 8 hat danach die Higenschaft, mit irgend zwei Punkten 
(7,), (s,) stets die ganze sie verbindende ,,Strecke“ von Punkten ((1 — 4)r,; + ts,) 
zu enthalten, und ist deshalb als ein ,,konvewes Gebilde“ in der Mannig- 
faltigkeit Nt anzusprechen. Da V(q,, q,...,¢,) eine stetige Funktion der 
Argumente ist, wird ferner der Bereich 8 abgeschlossen sein und wird 
seine Begrenzung von denjenigen Punkten (q,) gebildet werden, fiir welche 


VQty Gy ++ +9 I) = 1 
ist. Wir haben jetzt nach dem kleinsten Werte des mit den gegebenen 
positiven GréBen F, zu bildenden linearen Ausdrucks 


(97) 1 AC a iP ae i Urs 
im ganzen Bereiche 8 zu fragen. Der Bereich 8 erstreckt sich ins Un- 
endliche. Insbesondere ist q,= g,=-:-=q,=/ ein Punkt aus 8. Nun 


wird durch die Ungleichung 


Oia Gori umemets HG Ue he oe eer) 


ein Teil von 8 bestimmt, der ganz im Endlichen legt und zum mindesten 
jenen speziellen Punkt enthalt. In diesem Teile hat der Ausdruck (97) 
sicher einen bestimmten kleinsten Wert, welcher nun zugleich das Minimum 
dieses Ausdrucks (97) im ganzen Bereiche 8 sein wird. 

Dieser kleinste Wert von (97) in % sei 3 ve, MMCSCS Sel Ps sy te 
ein Punkt in %, fiir den dieser Wert eintritt. Der Punkt (7,) liegt dann 
jedenfalls auf der Begrenzung von %, es stellt also X(r,) ein Polyeder 
vom Volumen 1 vor. Nehmen wir mit diesem Polyeder diejenige Trans- 
lation vor, wodurch sein Schwerpunkt in den Nullpunkt fallt, so treten 
an Stelle der Parameter r, gewisse Werte r,+ aa,+ b8,+ ey,; fiir diese 
hat dann aber der Ausdruck (97) genau denselben Wert, da wir fiir die 
GréBen J’, die Gleichungen (93) als bestehend angenommen haben. Danach 
kénnen wir auch von vornherein uns die Parameter 1; so beschaffen denken, 
daB der Schwerpunkt von 8(r,) sich im Nullpunkte befindet. Alsdann 
_ sind notwendig die GréBen 7,,7,,...,7, samtlich >0. Fiir alle Punkte 
(q,) in B gilt nun die Ungleichung ; 

(98) Ei dpoli Gs erctencelde BVO 

und haben wir hierin also die Bedingung einer ,,Sttitzebene“ an 8 durch 
den Punkt (r,), d. h. einer solehen Ebene, welche auf einer Seite von sich 
gar keinen Punkt von 8 liegen hat. 

Fiir das Polyeder ®(7,,75,..-,7,) bedeute allgemein ®, den Flachen- 
inhalt der Seitenfliche mit der ‘iuBeren Normale («,, B,, y,), wobe1 wir 


270 Zur Geometrie. 


,= 0 zu setzen hitten, falls eine solche Seitenfliche im Polyeder nicht 
wirklich vorkame. Alsdann kénnen wir zeigen, daB die Hbene 


= (Og, + OE Aa a es AC ey Se 


die jedenfalls durch den Punkt (r,) geht, die einzige Stiitzebene an B 
durch diesen Punkt vorstellt, da8 mithin die » Gleichungen 
F, , 
(99) o,= (=, 2a) 
V3 
gelten miissen. Denn hitten nicht diese » Gleichungen samitlich statt, 
so kénnten wir in der durch (98) dargestellten Stiitzebene an 6 einen 
Punkt (7,+ s,) finden, fiir den 


5 (5, + OP ee On) 


ausfallt und noch alle Werte r,+s,>0 sind. Nun ist V(r,)=1 und 
nach (91) das gemischte Volumen 


V(r, + 5), RY), RY) =1+ F_>)%s,> 1; 


infolgedessen wird das Volumen von (1— /)8(r,;) + ¢R(r,+ s,) dem Aus- 
drucke (60) zufolge bei hinreichend kleinen positiven Werten ¢ sicher 
> 1 und umsomehr nach den oben gemachten Bemerkungen dann 


Vil—dr,+ tir, + s)) = V(r, + ts, > 1. 
Dieses kénnte aber nicht der Fall sein, weil der Punkt (r,+ ¢s,) in einer 
Stiitzebene an B liegt, somit gewi8 nicht ein innerer Punkt von B 
sein kann. 
Damit ist in der Tat bewiesen, daB die m Gleichungen (99) gelten 
miissen, Setzen wir V? r;=p;, So besitzt alsdann das Polyeder R(p,) zu 


den Normalen («,, B;, y,) die Inhalte F, der Seitenflichen, entspricht mit- 
hin genau den Forderungen unseres Satzes in 45, 


§ 10. Bestimmung eines konvexen Korpers zu einer gegebenen 
Kriimmungsfunktion. 


49. Auf den soeben gewonnenen Satz tiber Polyeder griinden wir 
nun den Beweis des Satzes in 43. tiber die Existenz eines stetig gekriimmten 
konvexen Kérpers zu einer gegebenen Kriimmungsfunktion. Dabei wird 
uns namentlich die in (76) abgeleitete untere Grenze fiir die Differenz 
V,—VV,?V, von Nutzen sein. 

Zunaichst haben wir eine Bemerkung tiber gewisse Hinteilungen auf 
der Kugelflache € (a? + y? + 2?= 1) vorauszuschicken. Unter der Winkel- 
distanz zweier Punkte yr und r* auf € wollen wir den Winkel ror* der 


pe een 


Volumen und Oberfliche. TL 


Radien vom Nullpunkte 0 nach diesen Punkten verstehen. Es sei 6 ein 
beliebiger positiver Wert, den wir <a annehmen. Wir bestimmen auf 
© sukzessive Punkte r,,1,,... derart, daB die Winkeldistanz jedes folgen- 
den Punktes von allen vorhergehenden > @ ist. Da die Oberfliche von © 
eine endliche Gréfe hat, kénnen wir eine solche Reihe von Punkten nicht 
unbegrenzt bilden, sondern wir gelangen schlieBlich zu einer endlichen 
Rethe v1, t2,-.-,%, derart, dap nun fiir jeden beliebigen Punkt v auf & 
unter den n Winkeldistanzen von 1 nach t,, t,,...,t, immer wenigstens eine 
<8 ausféllt. 
Hs seien &,, 4,, &; die Koordinaten von 1,(i =1, 2,...,”). Die m Un- 
gleichungen 
"ny + oe <1 (@=1, 2,...,”) 
bestimmen alsdann ein Polyeder mit » Seitenflachen ,, das ganz in der 
Kugel mit 0 als Mittelpunkt vom Radius eb enthalten ist. Die Pyramide 
of, mit o als Spitze und R, als Basis schneidet aus der Kugelfliche € 
eine Partie ©; heraus, den Bereich aller der Punkte r auf ©, fiir welche 
die Winkeldistanz von dem betreffenden Punkte r, nicht gréBer als von 
irgendeinem der anderen »—1 Punkte tv, (j+ 7) ist. Hs sei E, der 
Flacheninhalt von ©; das Gebiet ©, enthalt gewi8® alle Punkte auf © mit 
einer Winkeldistanz = von r, und ist selbst ganz enthalten im Gebiet 


aller Punkte auf © mit einer Winkeldistanz < 6 von 1,; daraus folgt 


2% (1—cos 5) < E;,< 2x (1— cos 6). 
Da iiberdies 
E,+F,+-::-+H,=4x 


ist, so haben wir 
=n(1— cos 5) <1<jn(1— cos 8). 


50. Es sei nun F'(«, B, y) die gegebene auf © durchweg stetige und 
positive Funktion, welche die drei Gleichungen 


(100) [Fao =0, ([BFdo =0, [yao =0 


- erfiillt und als Kriimmungsfunktion eines gewissen konvexen Ké6rpers 


erkannt werden soll. 
Verstehen wir unter «*, B*, y* ebenfalls einen beliebigen Punkt auf €, 
so stellt 


(101) S(@*, BY, 7) =A flack + BBY + r7*| F(a, B, 7) do 


eine Funktion der Argumente «*, 6*, y* dar, welche gleichfalls auf © durch- 
weg stetig und positiv sein wird, und besitzt diese Funktion dann auf c 
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ein bestimmtes Minimum, das wir S, nennen und das auch noch > 0 
sein wird. 

51. Wir denken uns jetzt eine Massenbelegung der Kugelflache © 
vorgenommen, wobei die Flachendichtigkeit an einem Punkte «,$,y durch 
F(a, B, y) dargestellt ist. Der Schwerpunkt der Belegung des Gebiets &, 
wird alsdann, da der Sektor 0, mit o als Spitze und ©, als Basis ein 
konvexer Kérper ist und die Punkte auf ©, eine Winkeldistanz < @ von 1, 
haben, ein Punkt q, sein, der eine Entfernung g,>cos@ und <1 von 0 
besitzt und so gelegen ist, daB der Strahl oq, in seiner Verlingerung 
einen Punkt p, innerhalb ©, trifft. Wir bezeichnen mit «,, B;, y; die 
Koordinaten von p,, so daB 0,0,, 0;6;, 0;7; die von q;, sind. Setzen wir noch 


(102) Fdo ==, 

. ) 
so wird 
(108) ferdo=aF, [pFdo=B,F, [7Fdo= nF; 

(;) (;) (©) 

darin sind die vier Integrale tiber den Bereich ©, zu erstrecken. Fir die 
damit eingefiihrten » Richtungen «,, B,, y, und m positiven GréBen F; 
werden nunmehr auf Grund der Gleichungen (100) die Beziehungen 


(104) > «,F,= 0, = b;F,=0, 27,F;=0 (¢=1,2,...,m) 
statthaben. 

Jeder Punkt auf € besitzt von wenigstens einem der Punkte r, eine 
Winkeldistanz <6, und sodann yon dem zugehérigen Punkte p, gewib 
eine Winkeldistanz < 20, weil immer rt, von p, eine Winkeldistanz < 6 


hat. Da wir nun 20< = vorausgesetzt haben, kénnen hiernach die 


nm Richtungen a;, B,, vy; gewi® nicht simtlich in einer Ebene liegen. 

Nach dem Satze in 45. wird es nunmehr ein ganz bestimmtes Polyeder 
S$ geben mit » Seitenflichen, den Richtungen («,, 8,;, y;) als AuBeren Nor- 
malen und den Gréfen F; als Flaicheninhalten dieser Seitenflachen, und 
zudem noch mit dem Schwerpunkte im Nullpunkte. 

52. Wir haben jetzt noch einige allgemeinere Abschatzungen zur 
Sprache zu bringen. 

Ist & ein beliebiger konvexer Kérper mit dem Schwerpunkte im Null- 
punkte, H die Stiitzebenenfunktion von &, so wollen wir das Integral 


(105) Ff He 8, ) Fw, By 7)do =F) 


schreiben. Es sei G das Maximum unter den Werten H(«, 8, y) auf &, 
also der Radius der kleinsten, den Kérper & ganz in sich enthaltenden 
Kugel mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt, und etwa Ga*, Gp*, Gy* 
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ein solcher Punké der Begrenzung von &, der vom Nullpunkte die Ent- 
fernung G hat. Nach der Definition der Stiitzebenenfunktion ist dann 
sicherlich immer 

(106) G (ao* + BB* + yy") < H(a, B, 7). 

Andererseits haben wir, weil der Schwerpunkt von & sich im Nullpunkte 
befindet, mit Riicksicht auf die Ungleichung (59) stets 

(107) Tie py i= 3H a, 8, — 9): 

Wir wenden nun auf das Integral (105) die Ungleichung (106) fiir 
alle diejenigen Richtungen «, 6, y an, wobei aa*+ BB*+ yy* > 0 ist, 
und machen fiir die anderen Richtungen von (107) Gebrauch; beachten 
wir noch, da zufolge der Gleichungen (100) das Integral 


1 

4 flat + BB*+ pr*| EC, B, y)do, 
erstreckt tiber die halben Kugelflachen von €, wo wa*+ BB*+ yy*¥ > 0 
bzw. <0 gilt, beide Male denselben Wert hat, mithin, nach der in 50. 


erklarten Bedeutung der GroBe S,, jedesmal > = S, sein muB, so folgt 


(108) T(&) =F (Sy + FS) =F SE. 
Setzen wir 

(109) [FO 8,7) do = 04, 

so wird andererseits 

(110) = OG > I(S). 


Bei der Annahme F («, B, vy) =1, wobei die Relationen (100) jeden- 
falls erfiillt sind, geht auf diese Weise insbesondere 


(111) *G>1(Hio=*¢ 
hervor. 
Setzen wir H(«,, B;, y;) =4@,;, 80 ist nach (91) das gemischte Volumen 
1 
(112) V(&, 8, B)=4 Mat hat--:+ Fig): 


Jeder Punkt «, B, y auf © besitzt von wenigstens einem Punkte «,, B,, y; 
eine Winkeldistanz < 20, also eine geradlinige Distanz < 2 sin @ und gilt 
_ alsdann nach der Ungleichung (6) in § 1 immer: 
| H(«, B, 7) — H(@, Bi, %)| <2 sind: G. 
Mit Hilfe dieser Beziehung und der Formeln (102) gewinnen wir 
aus (105) und (112) einerseits: 


(113) J(&) > V(&, B, B) —2sind- OG; 
andererseits: 
(114) —; V(&, B, B) > J(&) — 2sind- OG. 
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53. Die abgeleiteten Ungleichungen benutzen wir zunachst, um in 
betreff der Ausdehnung des in 51. konstruierten Polyeders $8 gewisse 
Grenzen nachzuweisen. Es sei P(u, v, w) die Stiitzebenenfunktion von ff, 
N das Maximum unter den Werten P(a, 6, vy), ferner V das Volumen 
von $. Aus (111) entnehmen wir 


4 1 4 
(115) “n> Pl, 6,r)do>“2n. 
Die Oberflache von $f ist 
(116) Fit, +--+ F,< 0, und >Scosé- GO. 


Wenden wir nun die allgemeinen Ungleichungen V,° > V,?V,, V,? > V, V,? 
fiir zwei beliebige konvexe K6rper auf das Polyeder $$ und die Kugel & 
an, so erhalten wir mit Riicksicht hierauf: 


(117) = 0,9 = F%,. “= NO> V7, 
Aus (113) gewinnen wir 

(118) J($) > V—2s8ind- O.N 

und aus (114) und (108): 


(119) > J(®) — 2Qsind- OpN = (| S)— 2sind- 0) N. 
Mit Hilfe der zweiten Ungleichung in (117) folgt hieraus 


cos 0 


5 
(120) V¥>(F) cosd (+ 8,—2sind- 0,) 
Wir nehmen nun einen Winkel 6, so klein an, daB jedenfalls 
di Rane 
0 


ist, und gewinnen dann aus (120) eine von 6 unabhingige positive GréBe V, 
und hernach aus der zweiten Ungleichung in (117) eine von @ unabhingige 
GréBe N, derart, daB immer 


(121) V2NV, N2N 
statthat, wenn @ < 4, ist, was wir von nun an voraussetzen. 
Das Polyeder 8 hat das Volumen 1. Aus (119) entnehmen wir 


(122) (3)-47<(4) a sare) —— N,* + 2 sin 0, - HS 


die hier rechts stehende GréBe setzen wir = + Sy M,, dann ist also 


(123) 7(4) <+8,My. 


54. Es sei jetzt 2 ein beliebiger konvexer Kérper vom Volumen 1 
und mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, L(u,v, w) die Stiitzebenen- 
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funktion von &. Wir fragen, unter welchen Umstinden sich 
(124) J@) <I(4) 
Vs 


herausstellen kann. Nach der Formel (108) und infolge der Ungleichung 
(123) wird hierzu jedenfalls nétig sein, daB 2 ganz im Inneren der Kugel 
vom Radius M, mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt enthalten ist, daB 
also stets L(a, B, vy) < M, gilt. Nach (113) ist sodann 
(125) J(2) > V(&, B, $) — 2sind- O,M,. 

Jetzt ziehen wir die Resultate des § 6 heran. Bezeichnen wir mit D 
das Maximum unter den Quotienten 


V3 Le 6,7) 
eval PeeBy 
so gilt nach (76) die Ungleichung 
Ve, B, B) (D—1)° 
(127) pari ee, 
worin x die numerische Konstante aera bedeutet. Aus (125), (124), 
210.34 
(119) und (121) schlieBen wir nun 
1 M,N (D —1)8 
(128) (<5 —1) + 2sind- 0» ert r)>* 7am 


Aus dieser Ungleichung entnehmen wir fiir D—1 eine obere Grenze, die 
nach Null konvergiert, wenn 9 nach Null abnimmt. 

Andererseits haben wir, wenn d@ das Minimum der Funktion (126) be- 
deutet, nach (78) und der an diese Ungleichung angeschlossenen Bemerkung: 


(129) | DA Sx, 
und hieraus ergibt sich weiter fiir 1—d eine obere Grenze, die mit 0 


zugleich nach Null konvergiert. Wir werden somit auch eine GroBe «, 
die zugleich mit @ nach Null konvergiert, angeben kénnen, so daf 


l+e>D, a> 


gilt, und wir haben damit das Resultat erlangt: 


Soll JQ <J é B ) 


ausfallen, so oe jedenfalls 2 ganz in (1 + \= = g enihalten sein und selbst 


das Polyeder = 3 oT in sich enthalten, wobei € Mes gewisse vom Winkel @ 


abhiingende Gripe bedeutet, die mit nach Null abnehmendem 6 ebenfalls 
nach Null konvergiert. 


276 Zur Geometrie. 


55. Dieses Resultat zeigt uns sofort (s. 9.), daB, wenn wir den 


Winkel @ nach Null abnehmen lassen, das Polyeder ae nach einem be- 


stimmten konvexen Korper & als Grenze konvergieren muB, welchem die 
Kigenschaft zukommen wird, da8 fiir ihn unter allen konvexen K6rpern 
vom Volumen 1 und dem Nullpunkt als Schwerpunkt das Integral 


IQ) 4 L(w, 8, )F(, 8, ») do, 


unter L die Stiitzebenenfunktion von & verstanden, den kleinsten Wert 
hat. Bezeichnen wir das betreffende Minimum dieses Integrals mit J, 


so konvergiert gleichzeitig V? nach J (s. (118) und (119)) und das Polyeder $ 
nach dem Kérper R = J FQ, 

Ist jetzt ®’ ein beliebiger konvexer Kérper, H’ seine Stiitzebenen- 
funktion, G’ das Maximum der Werte H’(a, 6, y), so folgt aus (113), 
(114) und (110): 

| T(&) — VR’, B, B)|< (FU —eos 8) + 2sin 6) 0,4", 


Da nun fiir ein nach Null abnehmendes @ die Gréke V(R’, $8, 8) nach 
V (&’, &, &) konvergiert, so ersehen wir hieraus, daf allgemein die Dar- 
stellung 1 
V (®’, &, ®) —J(®), ai. =i Fdo 

gilt. Danach ist in der Tat der gefundene konvexe Kérper & ein stetig 
gekriimmter mit F’'(w, 6, y) als Kriimmungsfunktion, mithin der Beweis 
fiir den Satz in 43. vollstindig erbracht. 

56. Wir kénnen diesen Satz tiber die Bestimmung eines konvexen 
K6rpers zu einer gegebenen Kriimmungsfunktion F’ auch auf Fille ausdehnen, 
wo diese vorgelegte Funktion £’ nicht durchweg stetig ist. Insbesondere 
lassen sich alle konvexen Korper, welche in der Regel konstante positive 
Kriimmung und nur an singularen Stellen unendliche Kriimmung besitzen, 
durch folgende Aussage charakterisieren: 

Es seien auf der Kugelfliche € beliebige Partien 3t abgegrenzt, 
denen ein bestimmter und von Null verschiedener Flicheninhalt zukommt 
und so, daf der Schwerpunkt dieser Partien M fiir sich, wie der der 
ganzen Kugelfliche €, im Nullpunkte liegt. Alsdann gibt es stets einen 
und nur einen konvexen Kérper & mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, 
derart da® fiir jeden beliebigen konvexen Koérper &’ die Darstellung 


V (8, ®, 8) = 1 [Hao 
(2) 
gilt, wo H’ die Stiitzebenenfunktion von &’ bedeutet und das Integral nur 
tiber die Partien 9 der Kugelfliche € zu erstrecken ist. 


XXVII. 
Uber die Kérper konstanter Breite. 


(In russischer Sprache erschienen in: Mathematische Sammlung (Matematiteskij 
Sbornik), Moskau, Band 25, S, 505—508.) 


§ 1. 

Unter der Breite eines Kérpers in einer gegebenen Richtung soll der 
Abstand der zwei zu dieser Richtung normalen Stiitzebenen des Kérpers 
voneinander verstanden werden. Als Stiitzebene des Korpers wird hier 
jede Ebene bezeichnet, welche an den Kérper in wenigstens einem Punkte 
anstéBt, ihn aber nicht durchsetzt. 

Hin K6rper, der in allen Richtungen gleiche Breite hat, soll von 
konstanter Breite heiBen. 


§ 2. 

Ks sei irgendein Kérper K vorgelegt. Wir verwenden rechtwinklige 
Koordinaten x, y, 2 mit einem Punkte O im Inneren von K als Anfangs- 
punkt, und fiihren zur Festlegung der Punkte a, 6, y auf der Kugelflache 
vom Radius 1 um O Polarkoordinaten #, y ein, so daB 
a=sn@cosy, P=sindsiny, p=—csd®(OCF<a, OS y<2z) 
ist. 

Der Abstand derjenigen Stiitzebene an K, welche a, 8B, y als die 
vom Kérper abgewandte Normalenrichtung zeigt, vom Nullpunkt heiBe 
H(t, w). 

Der zu einer Richtung a, 8, y(#%, w) entgegengesetzten Richtung 
— a, — B,—y entsprechen dann die Werte «— #, + (mod 27) dieser 
Polarkoordinaten. 

Die Breite von K in der Richtung «, 6, y wird alsdann durch 

B(S, v) = A(S, ») + Ha — 8,04 2) 
dargestellt. Dieser Ausdruck bleibt ungeaindert, wenn wir a, B, 7 durch 
die entgegengesetzte Richtung — a, — B, — y ersetzen. 

Denken wir uns H(#, ~) in eine Reihe nach Kugelflachenfunktionen 


entwickelt, 
H(4, ) = Lok Y, (4, ) am Y, (4, 7) steeahsy 
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worin Y, eine Konstante und Y,,(@, ) eine Kugelfunktion m‘* Ordnung 
vorstellt, so folgt 
H(x —6,y+2)=Y,— ¥,(8,4) + ¥,(8,4)+--- 
B(a, v) =2Y, a6 2 Y, (4, v) + 2Y,(4, v) es 
Damit K einen Kérper konstanter Breite vorstellt, ist hiernach not- 


wendig und hinreichend, dab die Terme gerader Ordnung Y,(#, ¥), 
Y,(8, ¥),--- in der Entwicklung von H(&, ~) sdimtlich identisch verschwinden. 


und 


§ 3. 

Unter dem Umfange eines Korpers in bezug auf eine gegebene Richtung 
wollen wir den Umfang des Querschnittes bei demjenigen Zylinder verstehen, 
der von allen der betreffenden Richtung parallelen Stiitzebenen des Kérpers 
umbiillt wird. 

Kin Kérper, der in bezug auf alle Richtungen gleichen Umfang hat, 
soll von konstantem Umfange heifen. 

Wir werden hier den Satz beweisen: 

Die Korper konstanter Breite und die Korper konstanten Umfanges 
sind miteimander identisch. 


§ 4. 
Der Umfang des Kérpers K speziell in bezug auf die Richtung der 
z-Achse ist der Umfang der in der wy-Ebene von den simtlichen Geraden 


xeosy+ysiny = H(z, ¥) —h(y) 


umhiillten geschlossenen konvexen Kurve. Fiir die Punkte 2, y dieser 
Kurve haben wir neben dieser ersten Gleichung noch die andere 


—asiny +y cosy = 2, 


so daB fiir sie 


x —heosy — 5" sin y, y=hsind + 5 cos w, 


O*h\ . *h 
da — —(h-+ 5) sin v dy, dy =(h + 5) cos pay 
gilt und also der Umfang jener Kurve durch 


27 


22 
O*h 
KG + jaa) av = fray 
dargestellt wird. P : 
Setzen wir nun 


¥,,(8; ») = 4) P™(cos ) + >'(A, cos vp +B, sin vy) P,™ (cos) 


vol 
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an, wobei 
POL) —=1, Pe-9CO)=0, PO) —(1yb25—GI=9 
ist, 


PEe\A)=O (vy =1,---, m), 


so erkennen wir, daB 
22 
J ¥n(Z¥) a0 
0 


bei ungeradem m verschwindet und bei geradem m sich als das Produkt 
aus dem Werte der Funktion Y,,(#,~) fiir den Pol &=O in eine gewisse 
von m abhangige Konstante @,,= 27P™ (0) ergibt. 

Indem wir dieses in bezug auf die Richtung der z-Achse gewonnene 
Resultat auf eine beliebige Richtung tibertragen, sehen wir, daB aus der 
angenommenen Entwicklung fiir H(#, w) sich fiir den Umfang von K in 


bezug auf eine beliebige Richtung (9, ~) die folgende Entwicklung 
Ua, v) =2nY,+ @, Y, (8, p) aE 0, Y,(4, 2) maa 
herausstellt. 

Damit K ein K6rper konstanten Umfanges ist, finden wir hiernach 
notwendig und hinreichend, daB in der Entwicklung von H(@,w) nach 
Kugelfunktionen die Terme Y,, Y,,--- simtlich Null sind. 

Kin Vergleich dieses Resultats mit dem vorhin gewonnenen tiber die 
K6rper konstanter Breite zeigt in der Tat, daB ein K6rper konstanter Breite 
jedesmal zugleich ein Kérper konstanten Umfanges ist und umgekehrt. 
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XXVIII. 


Uber die Bewegung eines festen Korpers in einer 
Flissigkeit. 
(Sitzungsberichte der K. PreuBischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 


Band XL. 1888. §. 1095—1110.) 
(Vorgelegt von Herrn von Helmholtz.) 


Gustav Kirchhoff*) hat aus dem Hamiltonschen Prinzipe Diffe- 
rentialgleichungen fiir die Bewegung eines festen Kérpers in einer Flissig- 
keit hergeleitet, und dieselben Gleichungen hat Sir William Thomson**) 
mit Hilfe seiner allgemeinen Bestimmung der nach Impulsen eintretenden 
Zustiinde gefunden. Hs liegen diesen Gleichungen die Vorstellungen zu- 
grunde, da8 der Kérper von unverinderlichem Gefiige, die Fliissigkeit 
homogen, inkompressibel und reibungslos ist, ferner, daB die Fliissigkeit 
nach allen Richtungen sich in die Unendlichkeit erstreckt, dort iiberall 
ruht, und da an jedem ihrer Punkte ein einwertiges Geschwindigkeits- 
potential existiert. Diese Vorstellungen halte ich im folgenden fest, und 
ich gebe fiir den Fall, daB keine Krifte wirken, eine Reduktion jener 
Gleichungen auf ein Problem, das mit dem der ktirzesten Linien auf einem 
Ellipsoide Ahnlichkeit hat. Bisher sind, selbst fiir diesen elementarsten 
Fall, nur einzelne Integrale, partikulare Losungen, und Folgerungen, die 
sich auf Kérper von spezieller Gestalt und Massenverteilung beziehen, 
bekannt; hier werde ich keinerlei Beschrinkungen hinsichtlich des Kérpers 
eintreten lassen. 

Zunichst suche ich in § 1 diejenige Zerlegung der Bewegung eines 
Korpers in einer Flissigkeit auf, welche das Analogon ist zu der Zer- 
legung der Bewegung eines Kérpers im leeren Raume in die Bewegung 
des Trigheitsmittelpunktes des Kérpers und die Rotation um diesen Punkt. 
In § 2 ist die Bedeutung der Differentialgleichungen von Kirchhoff und 
Thomson auseinandergesetzt, und werden diejenigen Bewegungszustinde 


*) Crelles Journal, Bd. 71, S. 237—262. — Auch in den Vorlesungen tiber 


Mechanik, XIX. Vorl. 
**) Philosophical Magazine, 1871, Vol. 42, pp. 362—366. 
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eines Kérpers in einer Flissigkeit bestimmt, die sich, ohne Hinflu8 von 
Kriften, unverandert erhalten. Verschiedene von den Resultaten dieses 
Paragraphen finden sich bereits in den Aufsitzen der Herren H. Lamb*) 
und Th. Craig**); aber die Entwicklung derselben geschieht hier einfacher 
und iibersichtlicher. In § 3 leite ich die Bewegung des K6rpers — so 
wie sie vom Kérper gesehen sich darstellt — fiir den Fall, daB keine 
Krafte wirken, aus dem einen, der Bewegung eines Tragheitsmittelpunktes 
analogen Teile allein ab. Indem ich dann auch aus dem Ausdrucke des 
Hamiltonschen Prinzips die Koordinaten des anderen Teiles herausschaffe, 
tritt eine neue und sehr anschauliche Minimaleigenschaft zutage. Diese 
erméglicht schlieBlich eine Anwendung der Satze von C. G. J. Jacobi*™*) 
tiber diejenigen Probleme der Mechanik, welche nur zwei zu bestimmende 
GréBen enthalten. 

Eine ganz dhnliche und nicht minder bemerkenswerte Gelegenheit, 
von diesen wichtigen Satzen Nutzen zu ziehen, bietet sich, worauf ich 
indessen hier nicht eingehe, in dem Probleme der Rotation eines, der 
Schwere unterworfenen Koérpers um einen festen Punkt; ob die Rotation 
im leeren Raume oder in einer unendlichen, schweren Fliissigkeit vor sich 
geht, macht fiir die mathematische Behandlung nur insoweit einen Unter- 
schied aus, als im letzteren Falle von den drei, auf den festen Punkt be- 
ziiglichen Haupttragheitsmomenten auch eines gréBer als die Summe der 
beiden anderen sein kann, was im ersteren Falle ausgeschlossen ist. 


Sol. 

In fester Verbindung mit dem betrachteten Kérper sei ein recht- 
winkliges Koordinatensystem angenommen; anstatt von der Bewegung des 
Kérpers kénnen wir von der Bewegung dieses Systems sprechen. Es 
selen U, 0, w die augenblicklichen Geschwindigkeiten des Anfangspunktes 
dieses Systems parallel zu den Achsen desselben, p, g, 7 die augenblick- 
lichen Drehungsgeschwindigkeiten des Systems um diese Achsen. Uber 
den Sinn positiver Drehungen sei die gewéhnliche Festsetzung getroffen, 
derzufolge die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeiten eines Punktes, dessen 
Koordinaten x, y, 2 sind, lauten: 


(1) u+eq—yr, v+ar—ep, w+ yp—a4q. 
Mit unseren Voraussetzungen tiber die Ausdehnung und die Bewegung 
der Fliissigkeit erreichen wir, daB durch die Werte von u, v, Ww, p,q,7 


*) Proceedings of the London Mathematical Society, 1877, VII. pp. 273—286. 
™*) American Journal of Mathematics, 1879. Il. pp. 162—171. 
**) Vorlesungen tiber Dynamik, XXII. Vorl. — Ges. Werke, Supplementband, 1884, 
8. 175. 
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jedesmal auch der Bewegungszustand der Flissigkeit véllig bestimmt ist, 
und daS wir uns den Zustand des ganzen, aus Kérper und Fliissigkeit 
bestehenden Systems von der Ruhe aus momentan, durch einen gewissen, 
auf den Korper ausgeiibten Impuls, entstanden denken kénnen. Infolge 
dieser Umstande ist dann die gesamte lebendige Kraft des Kérpers und 
der Fliissigkeit, die wir mit 7’ bezeichnen, eine homogene Funktion zweiten 
Grades von u,v, w,p,q,7 mit konstanten Koeffizienten, deren Werte 
von der Gestalt des KGrpers, der Masse dieses und ihrer Verteilung, sowie 
von der Dichtigkeit der Fliissigkeit abhaingig sind; und der in Frage 
kommende Impuls, den wir kurz den augenblicklichen Impuls der Be- 
wegung nennen, und der eine, 7’ gleiche Arbeit zu leisten haben wiirde, 
ist Aquivalent einer im Anfangspunkte der Koordinaten angreifenden im- 
ee py 
du’? dd’ Ow 


impulsiven Kraftepaare von den Komponenten 


pulsiven Kraft, deren Komponenten sind, verbunden mit einem 


& a , 2" Diese Diffe- 
rentialquotienten sind hier nur als Symbole fiir gewisse lineare Ausdriicke 
in U, 0, W, p, g, r aufzufassen, die ich auch der Reihe nach mit wu, v, w, 
), q, t bezeichne. 

Zerlegung der lebendigen Kraft. In derselben Beziehung, wie die 
letzten sechs GréBen zum Anfangspunkte der Koordinaten, stehen, vermége 
der Ausdriicke (1), zu einem Punkte, dessen Koordinaten wz, y, 2 sind, 
die GréBen: 


UUme Dertaae Usa 0 ait CA eh, Via YO 


Da hiernach die Bedeutung der impulsiven Hinzelkrafte u,v, — ahnlich 
wie die der Drehungsgeschwindigkeiten p,q, — von der Wahl des An- 
fangspunktes véllig unabhingig ist und nur von den Richtungen der 
Achsen abhingt, so fiihre ich diese GréBen u, v, w als neue Variable an 
Stelle von u,v, w ein. Das kann geschehen, da die in Frage kommende 
Determinante niemals verschwindet, weil 7 eine wesentlich positive Form 
ist. Die Form T mit sechs Variablen zerfallt aber dadurch in eine Form 
der drei Variablen u, v, w, und eine Form der drei Variablen p, q, r, die 
ihrerseits beide wesentlich positiv sein miissen; ich schreibe: 


Hise Eu, v, w) ta G(p, q, r). 
Die GréBen u, v, tv werden lineare Funktionen in u,v, w, p,q, 7 mit 
konstanten Koeffizienten. Aus den Ausdriicken (1), welche gewisse 


Funktionen eines beliebigen Punktes vorstellen, geht hervor, daB derjenige 
Punkt im Kérper, dessen Koordinaten 


a(gq7 ae)? (ae — ap (Bp — 99) 
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sind, eine von der Wahl des Koordinatensystems véllig unabhangige Be- 
deutung hat. 

In diesen Punkt, den ich im Hinblick auf eine spiter auseinander- 
zusetzende Higenschaft das Zentrum der Hauptachsen des Korpers nenne, 
soll fiir die Folge stets der Anfangspunkt des im Kérper festen Koordi- 
natensystems gelegt sein, d. h. ich setze die vorstehenden Differenzen gleich 
Null voraus. Dann lassen sich die Differenzen 

OE OE OE 
Pe ee 
die nicht mehr von u,v, w abhingen, als partielle Differentialquotienten 
nach p,g,7 von einer gewissen quadratischen Form in p,q, 7 darstellen, 
die ich mit — F(p,q,7r) bezeichne; die Differenzen 
0G 0G 0G 
p— Op’ q ~ 0q? ied Or 
sind hernach gleich den partiellen Differentialquotienten nach u,v, w von 
+ F(u, v, w). 

Kin identisches Verschwinden dieser Form F’ — wie es beispielsweise 
immer eintritt, wenn der Korper der Gestalt und Verteilung der Masse 
nach ein Rotationskérper ist, oder wenn die Dichtigkeit der Fliissigkeit 
Null ist, d.h. die Bewegung im leeren Raume erfolgt — zeigt an, daB 
der betrachtete Kérper hinsichtlich des Ausdrucks der lebendigen Kraft 7 
den Charakter solcher Korper traigt, die der Gestalt und Massenverteilung 
nach einen Mittelpunkt aufweisen. 

Der Ort des Zentrums der Hauptachsen und die drei Formen £, F, G 
mit je drei Variablen involvieren zusammen dieselbe Zahl von Konstanten, 
namlich 21, wie die eine Form 7’ mit sechs Variablen. 

Ebenso wie die gesamte lebendige Kraft, erscheint die Bewegung 
des Kérpers in zwei, von der Wahl eines Koordinatensystems véllig un- 
abhangige Teile zerlegt, nimlich in eine Verschiebungsgeschwindigkeit 
(p =0, g=0, r=0) und eine Bewegung, deren Impuls ein impulsives 
Kriftepaar ist («= 0, v=0, w=0). Im leeren Raume wiirde der erste 
Teil die Bewegung des Triagheitsmittelpunktes, der zweite die Rotation 


um diesen Punkt vorstellen. Die Verschiebungsgeschwindigkeit hat zu 
Komponenten: 22,22 92 gag impulsi Kraft pee cee 
p at a Dan puisive rattepaar: Op’ oq’ oe. 
Um diese Zerlegung weiter zu verfolgen, denke ich mir fiir einen 
Moment die Koordinatenachsen in Hauptachsen einer Flache zweiten Grades 


F(a, y, 2) = konst. gelegt, so daB fiir F(x, y, 2) ein Ausdruck 
= (aa + by? + cz?*) 


bestehe. Dann soll eine Linie, die in einer Richtung, deren Kosinus &, 1, £ 
sind, von dem Punkte 


u 
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(2) t= (0—e) nk, y= (C—a)fE, c= (a—d)ég (P+ 79+ G=1) 
oder von dem, diesem Punkte in bezug auf das Zentrum der Hauptachsen 
gegentiberliegenden Punkte — x, — y, — z ausgeht und sich ins Unend- 
liche erstrecken mag, der zu der Richtung £:1:€ gehdrende erste, bew. 
zweite Radius des Korpers heiBen. Als gleichwertig mit &:7:€ kénnen 
hier offenbar nur solche Proportionen m&:mn:mé gelten, in welchen m 
ein positiver Faktor ist. Zwei zu entgegengesetzten Richtungen gehdrende 
erste, bzw. zweite Radien greifen stets an demselben Punkte an; die Linie, 
die sie gemeinsam bestimmen, soll ein erster, bzw. zweiter Durchmesser des 
Korpers heiBen. 


Man bestiitigt leicht mit Hilfe der Ausdriicke (1), daB durch das 


4 . - G : 
impulsive Kraftepaar <, eine Schraubenbewegung um den zu der 


Richtung p:q:r gehdrenden ersten Radius entsteht, wobei die Geschwin- 


digkeit der Drehung die GréBe + /p?+ q?+ 77 und die der Steigung die 
GréBe — 22 @4:") 

pags ths 
Verschiebungsgeschwindigkeit 


erlangt. Ganz analog reduziert sich der Impuls der 
OE 0B OE 
Ou? av’ Ow 
+Vu?+v?+w* lings dem zu der Richtung w:v:w gehérenden zweiten 


2F (u,v, w) Vu? + vw? + w? um diesen 


ut ott w? 


auf eine impulsive Kraft 


Radius, und ein impulsives Kraftepaar 


Radius. 

Die zu den simtlichen Richtungen gehérenden ersten (oder zweiten) 
Durchmesser bestimmen im Korper ein, noch von der Dichtigkeit der 
Flissigkeit abhangendes, Strahlensystem zweiter Klasse mit ausgezeichneten 
metrischen Higenschaften: Die Mittelpunkte der Strahlen, identisch mit 
den Punkten (2), sind zugleich die Fu{punkte ihrer kiirzesten Entfernungen 
vom Zentrum der Hauptachsen; sie bilden in ihrer Gesamtheit eine ge- 
schlossene Steinersche Flache, welche sich auf die Flache eines Kreises 
oder gar auf das Zentrum der Hauptachsen zusammenzieht, wenn F'= konst. 
eine Rotationsfliche oder eine Kugel wird. Sieht man ferner irgend drei 
zueinander senkrechte erste (oder zweite) Durchmesser als nichtzusammen- 
hingende Kanten eines Parallelepipedums an, so fallt der Mittelpunkt 
dieses in das Zentrum der Hauptachsen. 


§ 2. 

Man kann zunichst aus dem Hamiltonschen Prinzipe sehr einfach 
die am Anfange von § 1 auseinandergesetzte Bedeutung der Differential- 
quotienten der lebendigen Kraft 7’ nach den Geschwindigkeiten erschlieBen; 
dann sind die Differentialgleichungen von Kirchhoff und Thomson nur 
ein Ausdruck fiir die fast selbstverstindliche Tatsache, daB der augen- 
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blickliche Impuls der Bewegung in jedem Zeitelement dt genau um den, 
von den gerade vorhandenen Kraften wahrend d¢ ausgetibten Impuls zu- 
nimmt, vorausgesetzt, da ein jeder Impuls nicht allein der GréSe nach, 
sondern auch nach Richtung und Lage im Raume geschatzt wird. 

Wirken keine Krifte, und auch nur in solchem Falle wird daher der 
Impuls der Bewegung einen unverinderlichen Ausdruck im Raume haben. 
Diese Bedingung bestimmt den ganzen Bewegungsvorgang; denn man er- 
kennt aus ihr, welche Anderungen der Geschwindigkeiten mit jeder Orts- 
anderung des Kérpers einhergehen miissen. 

Der augenblickliche Impuls der Bewegung besitzt, wie jeder Impuls, eine 
einzige, vollig sichere Darstellung, sei es als nichtverschwindende impulsive 
Kraft mit einem, zu der Kraft senkrechten impulsiven Kraftepaare, sei es bloB 
als impulsives Kraftepaar. Unter der Achse des Impulses versteht man in 
dem einen Falle die der Richtung und Lage nach vollig bestimmte Linie, in 
welcher die impulsive Hinzelkraft wirkt, in dem anderen Falle die nur der 
Richtung nach bestimmte Achse des alsdann allein vorhandenen impulsiven 
Kraftepaars. Die Grdfe des Impulses sei definiert durch den Inbegriff 
zweier GréBen J und J,, von denen die erste, J, die absolute GréBe der 
impulsiven Hinzelkraft, und die andere, J,, die im Sinne der Achsen- 
richtung des Impulses gemessene GréBe des Moments des impulsiven 
Kraftepaars bezeichnen soll. 

Wenn keine Krdfte wirken, so mup also die Grope des Impulses kon- 
stant und seine Achse im Raume unverdnderlich sein. DaB alsdann auch 
die gesamte lebendige Kraft 7’ konstant sein wird, leuchtet aus dem Satze 
von der Hrhaltung der lebendigen Kraft ein. 

Den analytischen Ausdruck dieser Bedingungen findet man in folgender 
Weise, wobei man den Fall J = 0 als Grenzfall eines unendlich kleinen J 
auffassen kann. Zunichst ist fiir die Gréfe des Impulses: 
(3) wt vt w= J? 

(4) up +vg+wrtsdd,, 

(wenn d = 0, d.h.w=0, v =0, w = 0 ist, so hat man: p? + q?+ 1? =d,*, J, > 0). 
Die Achse des Impulses besitzt in bezug auf das im Kérper angenommene 
Koordinatensystem die Gleichungen: 


(5) p+ 2v—yw:g+ ecw —2u:t+ yu— vor, =urviwid 


J>0 


(oder ist im Falle J = 0 durch p:q:+ der Richtung nach bestimmt); nach 
Verlauf eines Zeitelements dt haben sich hierin wu, v, w, p,q, um ihre 
Differentiale wihrend dt geiindert; da aber die Achse des Impulses dieselbe 
geblieben sein soll, und nur der Ort des Koordinatensystems sich geindert 
hat, so miissen die Gleichungen dieser Linie nach Verlauf von dt auch 
zum Vorschein kommen (bis auf unendlich kleine GréBen zweiter Ordnung), 
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wenn man in (5) nur zu #, y,z die in dt multiplizierten Geschwindig- 
keiten (1) hinzufiigt. Halt man die Bedingung, daB die auf diese zweierlei 
Arten aus (5) entstehenden Gleichungen dieselben Punkte x, y, z definieren 
sollen, mit der anderen zusammen, daf J und J, Konstanten, d. h. die 
Differentialquotienten der linken Seiten von (3) und (4) nach ¢ Null sein 
sollen, so hat man Beziehungen genug, um den Differentialquotienten jeder 
der Groen uw, v, w, p,q, v nach ¢ als Funktion eben dieser GréBen dar- 
zustellen, worauf die Differentialgleichungen von Kirchhoff und Thomson 
hinauslaufen. 

Stationdre Bewegungen. Wie der Kérper auch beschaffen sein mag, 
so gibt es stets fiir ihn stationdre Bewegungszustiinde, d.h. es gibt Wert- 
systeme der Geschwindigkeiten u, »v, W, p,q, 7, die, einmal erzeugt, un- 
verandert bestehen, so lange als keine Krifte wirken. Hine Bewegung, 
die mit Geschwindigkeiten solcher Art beginnt, setzt sich als gleichformige 
Schraubenbewegung fort. 

Die charakteristische Bedingung fiir stationdére Bewegungszustinde ist 
die, dap die Achse der Bewegung (ndmlich der durch die Geschwindigkeiten 
bestemmten Schraubenbewegung) und die Achse des Impulses der Bewegung 
der Lage nach zusammenfallen miissen. 

Denn soll irgendein Bewegungszustand eime Weile andauern, der 
Korper also eine gleichformige Schraubenbewegung ausfiihren, so mu8 der 
Impuls der Bewegung diese Schraubenbewegung sozusagen mitmachen; 
dabei bleibt natiirlich seine GréBe ungeandert, seine Achse aber ist nur 
dann fest, wenn sie in die Achse der Bewegung fallt. 

Die genannte Bedingung ist, falls eine der Achsen nur der Richtung 
nach definiert, also keine Drehungsgeschwindigkeit oder keine impulsive 
Einzelkraft vorhanden ist, dahin aufzufassen, da den Achsen gleiche oder 
entgegengesetzte Richtungen zukommen miissen. 

Fiir die Achse des Impulses ist bereits ein analytischer Ausdruck an- 
gegeben; die Achse der Bewegung hat, wenn die Drehungsgeschwindigkeit 
nicht Null ist, die Gleichungen: 


Vee Ge UT Wee i eA YO 1G —— pg: Ff, 
anderenfalls ist sie durch u:v:w der Richtung nach definiert. Damit 
diesen zweierlei Bestimmungen eine Linie geniigen kénne, ist notwendig 


und hinreichend, daB mit irgendwelchen Werten von 4 und w die Be- 
ziehungen bestehen: 


wrviwil=p:g:r:dA=u— Ap:d — Aq: w—At:p, 
see 


0= 46 (1—adJ,— 4 P) [=0(7 +74), wenn J =0 ist]. 


Danach haben in stationéren Bewegungen die Geschwindigkerten solche 
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Werte, dap die, bei festgehaltener Gripe des Impulses genommene erste 
Variation der lebendigen Kraft identisch verschwindet (dasselbe ist von der 
ersten Variation bei festgehaltener GréBe der Schraubenbewegung aus- 
zusagen ). 

Um einen Uberblick iiber simtliche tiberhaupt existierenden statio- 
niren Bewegungen eines Kérpers zu erhalten, kann man sie nach den 
Werten ihres 2 anordnen; 4 bedeutet fiir sie das Verhiltnis ihrer Drehungs- 
geschwindigkeit zu ihrer impulsiven Hinzelkraft, und zwar, wenn dasselbe 
nicht Null oder unendlich ist, mit positivem oder negativem Vorzeichen, 
je nachdem ihre zwei Achsen der Bewegung und des Impulses gleiche 
oder entgegengesetzte Richtung haben: 

Die Verhaltnisse der Geschwindigkeiten in den stationiren Bewegungen, 
welche zu einem festen Werte von 4 gehoren, erfiillen die Proportion 
u:v:w:l=p:q:r:4 und die Bedingung, daB die durch w:v:w (oder 
p:q:r) bestimmte Richtung die eimer Hauptachse der Flache zweiten 
Grades 


(6) T— Add, = E(u, v, w) — 2a F (u, v, w) — VG (u, v, w) = konst. 


sein mu8, wenn man u,v, w als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes 
(an Stelle von wz, y, 2) ansieht. Der Parameter 2 kann hier jeden reellen 
Wert haben, und fiir jeden Wert von 4 gehéren so zu jeder Hauptachse 
der Flache (6) je zwei, einander entgegengesetzte stationiire Bewegungen 
mit beliebigem Werte der lebendigen Kraft 7. 

Die Gesamtheit der Hauptachsen aller Flichen (6) bestimmt im 
K6rper fiir gewohnlich einen Kegel sechster Ordnung. Auf der, diesem 
Kegel parallelen, von den Doppelachsen simtlicher stationaren Bewegungen 
gebildeten geradlinigen Flache haben irgend drei, zu demselben 4 gehdrende 
und zueinander senkrechte Doppelachsen stets eine solche Lage, daB der 
Mittelpunkt des Parallelepipedums, fiir welches sie nichtzusammenhingende 
Kanten sind, in unseren Koordinatenanfangspunkt fallt. 

4=o0. Der letzten Higenschaft ist nun auch die fiir diesen An- 
fangspunkt gewahlte Bezeichnung als ,,Zentrum der Hauptachsen“ ent- 
nommen. Unter Hauptachsen sollen namlich hier, ahnlich wie bei einem 
Kérper im leeren Raume, die Doppelachsen derjenigen stationaren Be- 
wegungen des Kérpers verstanden werden, welche durch ein bloBes impul- 
sives Kraftepaar zu erzeugen sind, d. h. der Annahme J=0 (4 = co) 
entsprechen. Die Hauptachsen sind hiernach erste Durchmesser des Kérpers, 
und zwar diejenigen, welche zu den Richtungen der Hauptachsen eines 
Ellipsoids G = konst. gehéren. 


Fir die Folge sollen stets die im Kérper festen Koordinatenachsen in 
die Richtungen dreier zueinander senkrechter Hauptachsen gelegt sein, und 
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setze ich demgemif fiir G (p,q, r) einen Ausdruck = (Ap? + Bq? + Cr?) 
voraus; die Gleichung (4) fiir J, 14Bt sich dann in der Form schreiben: 
(4a) Aup + Bog + Cwr =Jdd, —2F (u,v, w), 


deren Vorziige spiter hervortreten werden. 

4=0. Die Annahme 4=0 liefert stationdire Bewegungen ohne Drehung, 
also bloBe Verschiebungen. Die Richtungen solcher stationa’ren Ver- 
schiebungsgeschwindigkeiten sind, wie bereits Kirchhoff angegeben hat, 
durch die Hauptachsen eines Ellipsoids H = konst. bezeichnet; die Achsen 
ihrer Schraubenimpulse sind die zu ihren Richtungen gehdrenden zweiten 
Durchmesser des Kérpers. — 

Wird ein stationiirer Bewegungszustand, wie wir ihn hier betrachten, 
stabil genannt, wenn aus keiner unendlich kleinen Stérung des Zustandes 
im Laufe der Zeit endliche Anderungen seiner Geschwindigkeiten hervor- 
gehen k6nnen, so ist eine, durch ein bloBes impulsives Kraftepaar ent- 
standene stationire Bewegung, etwa eine solche um die der z-Achse 
parallele Hauptachse — bei der zuletzt getroffenen Wahl des Koordinaten- 
systems — in folgenden Fallen stabil: Wenn das Moment C < Aund < B, 
oder C> A und > B ist, mit Ausnahme des Falles) wo C= A+ B und 
nicht zugleich der Schnitt der xy-Ebene mit einer Fiche 

2 2 
F(a, Y; 2) —i(Sa+ oa + os) (a + y? + 2’) = konst. 
eine Ellipse z + 4 = konst. ist; endlich wenn A = B= C und die z-Achse 
zugleich eine Hauptachse einer Flache # = konst. ist. 

Fiir die iibrigen stationiren Bewegungen, bei welchen eine impulsive 
Einzelkraft mitwirkt, kann die Entscheidung iiber die Stabilitét in ein- 
facher Weise von einer gewissen quadratischen Gleichung abhingig gemacht 
werden. Hs erweist sich hier als eine hinreichende Bedingung fiir Sta- 
bilitét in dem angegebenen Sinne, wenn bei festgehaltener GréBe des 
Impulses die zweite Variation der gesamten lebendigen Kraft wesentlich 
positiv ist. Letzteres wieder, und um so mehr Stabilitat tritt sicher dann 
ein, wenn in der Fliache (6), die zu der betrachteten Bewegung gehort, 
und wo nun die Konstante der rechten Seite posziiv angenommen sein 
soll, das reziproke Quadrat desjenigen Durchmessers, mit welchem die 
Achse der Bewegung parallel ist, numerisch kleiner ist als das reziproke 
Quadrat irgendeines anderen Durchmessers. 


§ 3. 


Nunmehr untersuchen wir, welchen Verlauf eine beliebige Bewegung 
des Kérpers mit konstantem Impulse darbietet. 
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J=0. Ist der Impuls ein bloBes impulsives Kraftepaar, so existiert 
nur der Teil der Bewegung, welcher von den Drehungsgeschwindigkeiten 
~p, 4,7 abhangt; und letztere haben in jedem Augenblicke dieselben Werte, 
und ist dadurch auch die Winkelstellung des Kérpers im Raume jederzeit 
dieselbe, als ob der Kérper mit gleichem Impulse sich im leeren Raume 
bewegte, und dabei seine lebendige Kraft um den Tragheitsmittelpunkt 
den Ausdruck G(p,q,7) hitte. Letztere Bewegung wiirde nach bekannten 
Formeln zu berechnen sein, befolgt tibrigens auch die weiter unten fir 
den Fall J>0 aufgestellten Satze, indem aus jenen Satzen, wenn die 
Bewegung im leeren Raume vor sich geht, (wenn E(u,v,w) ein Viel- 
faches von wu? + v0? + w? und F identisch Null ist), die Gréfe der im- 
pulsiven Hinzelkraft ohne weiteres herausfallt. Sind die Drehungen des 
Korpers bereits ermittelt, so findet man die vom Zentrum der Hauptachsen 
parallel zu irgendeiner im Raume festen Richtung  zuriickgelegte Strecke 
durch das Zeitintegral: 


all cos (nx) + x cos (my) + a ee (n2)) ce 


Dieses Integral bleibt fiir Richtungen parallel zur Ebene des impulsiven 
Kraftepaars in der Regel immer endlich. Verschwindet die Form F 
identisch, so tibernimmt das Zentrum der Hauptachsen offenbar die Rolle 
eines festen Punktes. 

J>0O. Hat der Impuls der Bewegung eine nichtverschwindende 
impulsive Hinzelkraft, so wird durch folgende Gleichungen zuniachst aus- 
gedriickt, daB fiir diese Kraft GréBe und Richtung im Raume unveranderlich 
sind: 

(7) hae mira Lak, Seyi Cae cl i 
dt at > at 


Diese Gleichungen sind hinsichtlich p,q,7 nicht voneinander unabhingig, 
sondern liefern die von p,q,r freie Relation wdu+ vdv+ wdw =O, 
welche zu der Gleichung (3) fiihrt; bringt man sie aber in Verbindung 
mit der Gleichung (4a) fiir J,, die ebenfalls linear in p,q, 7 ist, so gelangt 
man zu Beziehungen: 

(Aw + Bo? + Cw’) p = (JJ, — 2F lu, v, w)) wu + Cw — Bv a usw. 
mit deren Hilfe man, da Au? + Bu? + Cw* hier gewiB von Null ver- 
schieden ist, die Drehungsgeschwindigkeiten p,q, 7 durch die impulsiven 
Hinzelkriifte u,v, w und deren Differentialquotienten nach ¢ darstellen 
kann. Fiihrt man alsdann fiir w, v, w solche Funktionen zweier Argumente, 
e, und ¢, ein, daB die Gleichung wv? + v° + w? = J® identisch erfiillt wird, 
so spricht sich der Inhalt der nach § 2 fiir uw, v, w, p,q, r bestehenden 
Differentialgleichungen erster Ordnung, soweit er nicht bereits durch (3), 


? 
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(4a) und (7) erschépft ist, in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
fiir e, und e aus, Gleichungen, die, wie ich nach umstindlichen Rechnungen 
gefunden habe, folgende Auslegung gestatten: 


Man fixiere einen beliebigen Punkt und eine beliebige Richtung im 
KGérper; in einem Zeitelement dt sei do der Weg des Punktes lings der 
unveranderlichen Achse des Impulses, do, der Weg der Richtung um 
diese Achse; die Projektionen des Punktes auf die in Rede stehende Achse 
machen die Strecke do anschaulich, den Winkel do, beschreiben die Pro- 
jektionen der Richtung auf eine zu dieser Achse senkrechte Ebene. Die 
Gropen e, und e, sind innerhalb einer beliebigen Zeitperiode solche Funktionen 
threr ersten und threr letzten Werte und der Zeit, da die erste Variation 
des wiber die Periode ausgedehnten Integrals 


© = {(Tdt— Ido — J,do,) 
verschwindet. 
Die Integrale fat, fae, fade, tiber die betreffende Periode wollen wir 
t, 6, 6, nennen. 
Sind, in bezug auf das im Kérper feste Koordinatensystem, a,b, ¢ die 
Koordinaten des Punktes, w, 8, y die Kosinus der Richtung, so hat man:*) 


pie as [u(u + eg — br) + v (v + ar — cp) + w (w + bp — aq)] dt, 


Ait maf Ce Ea PS IN a 

: wu? + v? + w? — (au + Bo + yw)? 

DaB es auf die besondere Wahl des Punktes und der Richtung nicht an- 
kommen kann, schlie8t man aus dem Umstande, daB die Differenz der 
GesamtgréBen o oder o, fiir zwei Punkte bzw. zwei Richtungen sich ohne 
Integralzeichen, allein durch die Anfangs- und Endwerte von e, und ¢ 
darstellen laBt. 

Nach der Definition von do, muB der Winkel 6, eine sprungweise 
Anderung um + 2 erleiden, so oft die Richtung, auf welche sich 6, bezieht, 
eine Lage passiert, in welcher sie der Achse des Impulses parallel wird, 
was offenbar nur in nicht stationéren Bewegungen und hier jedesmal nur 
fiir einfach unendlich viele Richtungen im Ké6rper eintreten kann. Doch 
bleibt 6, in dem Falle stetig, wenn zu gleicher Zeit die augenblickliche 
Drehungsachse der Achse des Impulses parallel wird, d. h. du = 9, 
dv = 0, dw=0 ist, in welchem Falle nicht auch d’u=0, d’v =0, 
dw-=0 sein kann, weil sonst die Bewegung stationir weitergehen 


miiBte. . 
DaB die gesamte lebendige Kraft 7’ konstant ist — wir wollen ihren 


*) s. Kirchhoff, Crelles Journal, Bd. 71, S. 256. 
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konstanten Wert Z nennen — driickt sich nach Elimination von p, q, 7 
in der Gleichung aus: eh ine ave 
U Vv Ww 
1 (JJ, —2FR,0, w))? , 1 BC @ + CA Gi) + AB(F) Mes 
(8) E(u,v,w) +> Au? + Bu? + Ow? 1 2 Au?+ Bue+Cu? res 


die offenbar dazu verwandt werden kann, das Element dt aus den Differen- 
tialgleichungen ftir e, und e, herauszuschaffen. Man kommt dadurch zu 
folgendem rein geometrischen Resultate: 

Ist die Arbeit des Impulses der Bewegung (L) und seine Gripe (J, J,) 
bekannt, und sind von den Stellungen, welche die Richtung der im Raume 
unverdnderlichen Achse des Impulses zu den verschiedenen Zeiten in bezug 
auf den Korper einnimmt, irgend zwei (e,°, °; €,, &) gegeben, so ist 

(4 5. &2) 
Y = feta — Jdo — J,dé,) 
(4°, €99) 


De Saeko, 


auf dem wirklichen Wege dieser Richtung im Korper ein Minimum (be- 
ztehlich, wenn die zwei Stellungen wetter auseinander liegen, ein Grenzwert). 

Es empfiehlt sich, fiir die Bestimmungsstiicke e, und e, dieser Stel- 
lungen die zwei elliptischen Koordinaten zu nehmen, die einem Punkte, 
dessen rechtwinklige Koordinaten (abgesehen von der Dimension) 


oder 


ga talons Dirt eave ie 
yA J’ VB vo J 
sind, auf dem, mit dem Ko6rper fest verbundenen Ellipsoide 
Ax’? + By? + C2 =1 
zukommen. Die Gleichung (8) zeigt nimlich, daB die Geschwindigkeit, 
die ein so gewahlter Punkt in seiner Bahn auf diesem Ellipsoide hat, 
allein eine Funktion seines Ortes auf letzterem ist; und heiBt diese Ge- 


schwindigkeit “° oder s’, so nimmt dazu das Element des Integrals ¥ einen 


Ausdruck an: 
ABC 
A®g? + Bry? + C?z3 
Hierin sind die Funktionen F, und F, Null (fiir a, b, c= 0, 0, 0), wenn 
die Form F' identisch verschwindet und zugleich die Konstante J, 
Null ist.. — 
Auf die im vorstehenden entwickelten Minimalsatze sind nun die 
Methoden von Hamilton und Jacobi sehr einfach anzuwenden.*) Driickt 


; do d : s 
man in T—-J—7— J, a die GréBen u,v, w, p,q, 7 durch 


s‘ds+ F,de, + Fyde. 


*) Siehe C. G. J. Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik, Vorl. XIX und XXII. 
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de, , ade ; 
C1) a) Ge = 1) Ge = Oar dt 


aus, bezeichnet die entstehende Funktion mit o, filhrt 2 [Pad am Ss ae =f; 
eT 


ein, und stellt f,e,’ + fye,’ —® als Funktion (e, é, e Tne) J) dar, 
so lauten die Differentialgleichungen fiir ¢,, &, f,, fi: 
_1.0%,.09, ay. ay 
ate de, : de, : Cie dfs Las AD Of, Wet mee 
Die Gleichung 7 = L geht in ~=L iiber und wird durch Hinsetzung 


Oe Sov 
On seha fiir f,, f2 zu einer partiellen Differentialgleichung, welcher das 


inteoeal Y gentigt, wenn man dasselbe als Funktion der Werte von ¢,, e,, 
an seiner oberen Grenze ansieht, die Werte dieser Gréfen fiir die untere 
Grenze, e,°, e,°, dagegen als konstant betrachtet. 

Sobald von dieser partiellen Differentialgleichung eine Lésung gefunden 
ist, welche eine willkiirliche Konstante, auBer der bloB additiv hinzu- 
tretenden, enthalt, kénnen unmittelbar samtliche Integralgleichungen der 
Bewegung des K6rpers hingeschrieben werden. Bezeichnet man mit ¥ die 
Differenz aus einer solchen Lésung und dem Werte, den die Lésung fiir 
das System e, = ¢,°, eg = e,° annimmt, und mit M jene, noch in dieser 
Differenz vorkommende Konstante, so sind 
(9) as =, ad il 
die Gleichungen, welche e, und e, als Funktionen von ¢ definieren; eine 
eingehendere Betrachtung des Ausdrucks von ¥ als Integral fiihrt zu: 

ent Somsaar 
und endlich ist: " 


=> (-¥+2Lt—J,4,). 


Diese Gleichungen bestimmen nun zu jeder Zeit den Ort des Kérpers 
volistandig. Denn man erhalt ein im Raume festes rechtwinkliges Ko- 
ordinatensystem x, ), 3, indem man folgende Annahmen macht: die 3-Achse 
soll mit der Achse des Impulses identisch sein, der Anfangspunkt mit dem 
Ausgangspunkte der Strecke o, die Richtung der r-Achse mit der Aus- 
gangsrichtung des Winkels o,, und endlich soll vermége der y-Achse das 
Koordinatensystem der x, ), 3 dem im KGrper festen Systeme der x, y, 2 
kongruent sein. Die so definierten Achsen x, ), 3 kann man aber in jedem 
Augenblicke vom Kérper aus mit Hilfe der letzten Gleichungen, namlich 
durch die Werte von @,, ¢:, &', & 3 9, 0, Wiederfinden. Durch die vier 
ersten GréBen oder vielmehr durch uw, v, w, p,q, Vv findet man nach (5) 
die 3-Achse, dann durch o den Anfangspunkt, durch o, die Richtung 


der r-Achse. 
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Fiir die Entfernung, die irgendein Punkt des Kérpers von der Achse 
des Impulses hat, gewinnt man leicht, durch Beriicksichtigung des Um- 
standes, daB die lebendige Kraft T eine wesentlich positive Form ist, eine 


obere Grenze von der Art: va multipliziert in eine yon den Koeffizienten 
der Form 7 abhingige Konstante, so daB diese Entfernung immer endlich 
bleibt. — 

A. Clebsch*) hat bemerkt, daB fiir die von Kirchhoff aufgestellten 
Differentialgleichungen der Multiplikator eine Konstante wird, und er hat 
daraus den Schlu8 gezogen, daB eine vollstiindige Integration dieser Glei- 
chungen durch Quadraturen gelingt, sowie den drei Integralen mit den 
Konstanten J, J,, L irgendein, gleichfalls von ¢ freies, viertes Integral 
hinzugefiigt werden kann. Weit mehr, als die blofe Anwendung des 
Prinzips des letzten Multiplikators ergibt, leisten nach der hier vorge- 
nommenen Transformation jener Gleichungen die Siatze von Jacobi tiber 
diejenigen Probleme der Mechanik, welche nur zwei zu _bestimmende 
GréBen enthalten. Bringt man das vierte Integral auf eine der Gleichung 
wy = L analoge Form: 


FACE Cay fi» fey J, J) = konst. = M, 
und ermittelt aus diesen zwei Gleichungen f, und f, als Funktionen von 
é, und e, so ist nach jenen Siatzen f,de,+/f,de, ein vollstandiges 
Differential und Pen 
(10) ¥=[(f.de + hae), 
(1° &2°) 
woraus die Quadraturen fiir alle Integralgleichungen zu ersehen sind. 

Indem Clebsch den Ansatz machte, daB das vierte Integral eine 
ganze homogene Funktion ersten oder zweiten Grades der Geschwindig- 
keiten des Kérpers sein sollte, ergaben sich ihm im ganzen zwei Falle, 
in welchen ein derartiges viertes Integral existiert; in unserer Bezeichnung 
sind dieselben sehr einfach zu charakterisieren: 

Wenn die drei Fldchen E = konst., F = konst., G = konst. Rotations- 
fldchen um eine gemeinsame Achse sind, so ist die Drehungsgeschwindigkeit 
um diese Achse konstant. Von der Art, wie die Bewegung alsdann von- 
statten geht, hat neuerdings Herr Halphen**) ein sehr anschauliches Bild 
auf Grund von Higenschaften elliptischer Funktionen entworfen. Kommt 
der Umstand hinzu, da8 die Form Ff’ identisch verschwindet, so sind 
Rotationskérper — nach Gestalt und Massenverteilung — denkbar, die in 


*) Mathematische Annalen, Bd. 3, 8. 238—262. 


**) Journal de Liouville, 1888. 4° série, T. IV, pp. 1— 81. — Auch in dem Traité 
des fonctions elliptiques et de leurs applications, T. II. 
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ihren Bewegungen ohne Einflu8 von Kraften vollstindig mit dem ge- 
gebenen Kérper iibereinstimmen, ein Fall, fiir welchen bereits Kirchhoff 
die Méglichkeit einer Integration durch Quadraturen gezeigt hatte. 

Wenn ferner EF identisch Null ist, und die durch zwei Fldchen 
£ = konst. und G = konst. bestimmte Flichenschar eine Kugel aufweist, a. h. 
eine lineare Relation 
(11) 2E(x, y, 2) + U( Aa? + By? + Cz’) = m(2?+ y? + 2°) 
besteht, so ergibt sich als ein viertes Integral: 

(BCw! + CAv® + ABw*) + A’p? + Bg? + Cr? = konst. = 2M. 
Ist G = konst. die betreffende Kugel, also 1 =o, A= B=C= =, SO 


scheint dieses Integral nur in die Gleichung (3) iiberzugehen, weshalb 
auch Clebsch diesen Fall besonders untersucht hat; indessen erweist sich 


die lineare Verbindung /M— mL — (5 (A+ B+ C)lm — m?) J? aus 


den drei Gleichungen fiir M, L und J® auch hier als ein neues Integral, 
nachdem man aus derselben zuerst mit Hilfe von (11) A, B, C eliminiert 


und dann ftir * den gemeinsamen Wert dieser GroBen und / = oo gesetzt 


hat; von der Méglichkeit, da8 sowohl G = konst. wie H# = konst. Kugeln 
sind, sehen wir dabei ab, dann wiirde tibrigens jede Bewegung eine 
stationire sein. In diesem zweiten Falle, der durch Quadraturen zu er- 
ledigen wire, stie2 Clebsch auf Schwierigkeiten bei dem Versuche, die 
Bewegung als explizite Funktion der Zeit darzustellen. Dieses Ziel hat dann 
Herr H. Weber*) durch Benutzung von Thetareihen mit zwei Argumenten 
fiir den Fall vollstindig erreicht, wo die Konstante J, Nuil, der Impuls 
der Bewegung also eine einzelne impulsive Kraft ist. Hier wird durch 
die Gleichungen (9) und (10) fiir jeden Fall dasjenige Umkehrproblem in 
einfachster Weise bezeichnet, dessen Losung den Kernpunkt bei der eigent- 
lichen Berechnung der Bewegung bildet. 


*) Mathematische Annalen, Bd. 14, S. 173—206. 
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1. Kapillaritit und Kohision. 


An den Grenzen einer Fliissigkeit gegen die sie umgebenden Medien 
iuBert sich eine besondere Form der Energie, welche namentlich Gestalt 
und Lage der freien Grenzflachen beeinfluBt, wie z.B. die Héhe des An- 
steigens der Fliissigkeit in einer Kapillarréhre, und welche von diesem 
speziellen Phinomene her allgemein den Namen Kapillaritét erhalten hat. 
Diese Energie ist sichtlich verkniipft mit dem, sei es nun diskontinuier- 
lichen, sei es schnellen kontinuierlichen Wechsel des Zustandes itiber eine 
Trennungsflache hintiber. Theoretisch wird sie entweder unmittelbar an- 
gesetzt mit einem Term, welcher dem Flacheninhalt der Trennungsfliche 
proportional ist, und wobei der Proportionalitatsfaktor eine Spannung in 
der Oberfldche angibt. Oder aber sie wird erklirt als die potentielle Energie 
von besonderen Anziehungskriften, welche zwischen allen Massenteilchen 
untereinander, jedoch mit wahrnehmbarem Betrage nur auf auferst kleine 
Distanzen wirksam sind. Alsdann ist ein iiberwiegender Anteil dieser 
Energie dem Volumen der Fliissigkeit proportional, wobei der Proportio- 
nalitatsfaktor, negativ genommen, einen Druck im Rawme angibt, den man 
die Kohdsion der Fliissigkeit nennt. 

Hs soll hier die erstere Auffassung der Kapillaritit vorangestellt werden, 
welche dieser Energieform die Trennungsflichen als ausschlieBlichen Sitz 
zuweist. Diese Auffassung erscheint hernach als ein mathematisch ein- 
facher Grenzfall der anderen tieferen Auffassung, welche die ganzen Massen 
als Spielraum von Kohisionskraften annimmt. 


I. Kapillaritat als Flachenenergie. 


2. Oberflichenenergie und deren Variation. 


Hine Trennungsflache zwischen einer Fliissigkeit 4 und einem zweiten 
Medium B ist verkniipft mit einer potentiellen Energie 7'42/'4, wobei 
F 4, den Flicheninhalt der Fliche und 74, eine von den beiderseits an- 
grenzenden Medien abhingende Konstante ist. Dabei sind A und B 
homogen gedacht und sollen Anderungen von Temperatur und Dichte zu- 


naichst nicht in Betracht kommen. JZ 4, hat die Dimensionen = und 


heiBt Oberfldchenspannung von A gegen B. Unter der Oberflachenspannung 
schlechthin versteht man fiir eine Fliissigkeit diejenige gegen ihren ge- 
sittigten Dampf, wovon die einer Trennungsfliche gegen Luft*) vielfach 


*) Von einer Oberflichenspannung gegen eine gasférmige Phase kann, streng 
genommen, nur bei Fltissigkeiten die Rede sein, welche mit der gasformigen Phase 
in chemischem Gleichgewicht koexistieren. 
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keine Verschiedenheit zeigt. Ftir Wasser gegen Luft ist 
Gewicht 
T = 714 —& — 0,075 == 


c cm ? 


fiir Quecksilber gegen Luft 7 = 0,55 gr Gewicht/em, fiir Quecksilber gegen 
Wasser 7’ = 0,42 gr Gewicht/cm. 

Die Folgerungen aus dem Bestehen des Terms 74, F'4z in der Energie 
lieBen sich am kiirzesten darlegen auf Grund der Bemerkung, daB genau 
derselbe Ausdruck der Energie Platz greifen wiirde fiir eine unendlich 
diinne elastische Haut, welche die Trennungsfliiche bedeckt, wenn in ihr 
tiberall eine konstante Spannung = 74, herrscht, d.h. jede in ihr an- 
gebrachte Schnittlinie an beiden Ufern einen von dem anderen fort ge- 
richteten Zug 74, auf die Langeneinheit erfahrt. Diesen Vergleich von 
vornherein einzufiihren, hieBe aber, die Schwierigkeit, welche fiir die Theorie 
der Kapillaritét in der Notwendigkeit der Annahme von Druckdiskonti- 
nuitaten transversal zu einer Trennungsfliche legt, nicht beseitigen, sondern 
nur sie einem anderen Kapitel der Mechanik zuschieben. Um hinsichtlich 
der Voraussetzungen der Theorie Klarheit zu gewinnen, ist es deshalb 
notwendig, im wesentlichen den Gang von GauB einzuhalten und den 
EinfluB des Terms 7’/' der Energie auf Grund eines allgemeinen Prinzips 
der Mechanik zu verfolgen, wie des Prinzips, daB Gleichgewicht durch 
ein Minimum der potentiellen Energie oder, bei Beriicksichtigung auch 
thermodynamischer Umstiinde, durch ein Minimum der Energie bei kon- 
stanter Entropie charakterisiert wird. 

Hiernach mu vor allem die virtuelle Verdnderlichkeit von 7’ F' be- 
trachtet werden. Gauf hat, indem er bei diesem Anlasse tiberhaupt die 
Prinzipien fiir die Variation von Doppelintegralen mit veridnderlichen 
Grenzen schuf, eine fundamentale Transformation fiir die Variation von 7'F 
entwickelt. Man kann sich allerdings, worauf auch Gau8 beiliufig hin- 
weist, das Resultat dieser Transformation durch infinitesimale Betrachtungen 
leicht plausibel machen, indem man eine beliebige unendlich kleine Ver- 
riickung einer F'liche in eine erste Verriickung, wobei jeder Punkt normal 
zur Flache fortschreitet, und eine zweite Verrtickung, wobei jeder Punkt 
tangential zur Fiche fortschreitet, zerlegt. Doch erscheint es angemessen, 
hier auch das eigentliche analytische Prinzip jener Umwandlung, welches 
in einer gewissen partiellen Integration besteht, anzugeben. In Anbetracht 
des Umstandes jedoch, daf die Variationsrechnung, namentlich in Hinsicht 
auf Probleme mit Nebenbedingungen, wie sie hier schlieBlich vorliegen 
werden, noch keine allgemein anerkannte Darstellung besitzt, auf die sonst 
einfach zu verweisen wire, mag es zur Durchsichtigkeit beitragen, wenn 
wir nur auf bekanntere Hilfsmittel der Integralrechnung rekurrieren. 

Die Trennungsfliche F,,, die wir uns berandet denken wollen, durch- 
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laufe bei einer virtuellen Bewegung, wahrend welcher der Parameter w 
von w=0 an wachst, eine Schar von Flichen F(w). Wir konstruieren 
auf jeder Fliche die zwei zueinander orthogonalen Scharen von Kriim- 
mungslinien und sodann zwei Flichenscharen u,= konst., wu, = konst., 
welche aus den F(w) gerade diese Kriimmungslinien herausschneiden. Wir 
stellen uns der Hinfachheit halber die 


M; 
Flachen F(w) samtlich als auseinander- i B 
liegend und derart vor, daf in dem von fat 
ihnen erfiillten Gebiete jedem Punkte 0 
| 


sich hiernach Werte w,, u,, w eindeutig 
zuordnen. Die Richtungen von einem 
Punkte u,, u,, w aus, in denen nur u,, 
nur wW,, nur w und zwar zunehmend 
varuert, sollen in Argumenten trigono- 
metrischer Funktionen kurz durch u,, 
U,, Ww angedeutet werden, und » bedeute 
die nach B hin gerichtete Normale auf 
F(w); die u,, u,, n-Richtung sollen stets ein Rechtsschraubensystem wie 
die Koordinatenachsen x, y, 2 bilden (Fig. 1). 

Die Berandung von F(w) wird durch eine Gleichung uw, = y(u,, w) 
dargestellt sein, und da wir irgendeine Funktion von uw, und w als einen 
neuen Parameter an Stelle von uw, einfiihren kénnen, so diirfen wir diese 
Gleichung als w nicht enthaltend: u,—= y(w,) annehmen. Das Quadrat des 
Linienelements in dem von den F(w) erfiillten Gebiete wird sich 


(1) ds*= dz? + dy*®+ dz? 
= L,?(du, —1,dw)? + L,?(dug — l,dw)? + dw? 


schreiben lassen, wobei L, > 0, LZ, > 0 und Bae eee: > 0 sei, also NV 


cos (wn) 


mit dem Vorzeichen von cos(wn) gerechnet werde. Nun ist 


F=f {L,L,duduy, 
(2) ae { ( (era ') du, du, 


wo das Doppelintegral sich iiber das Innere von uw, = y(u,) erstreckt. 
Der Ausdruck hier gestattet auf Grund der charakteristischen Higen- 
schaft der Kriimmungskurven, daB die Normalen lings ihnen eine ab- 
wickelbare Flaiche bilden, eine wichtige Umformung durch Produktinte- 
gration*). Zu einem Punkte P(w,, wu, w) liegt auf der benachbarten 


*) Die zuniichst folgende infinitesimale Betrachtung dient nur dazu, diese Eigen- 
schaft der Kriimmungslinien schnell in eine Formel umzusetzen. 
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Fliche F(w + dw) in der kleinstméglichen Distanz Ndw = dn, also auf 
der Normalen von F(w) der Punkt Q(u,+ dw, u,+l,dw, w+ dw). 
Entsprechend liege normal tiber P,(u,+ du,, ue, w) auf F(w + dw) der 
Punkt Q,; es sei M, der Kriimmungsmittelpunkt der Kriimmungslinie 
PP, auf F(w), also der Treffpunkt der Geraden PQ und P,Q,, A, der 
Kriimmungsradius M, P und zwar positiv, falls M,P die Richtung nach 
B hin hat, anderenfalls negativ. Man hat PP,= L,du,. Aus der Ahnlich- 
keit der Dreiects M,PP,, M,Q@Q, und im Hinblick auf (1) folgt 
_ dn 1 (ol, 
Pg _OG=PR te _ 1 0h an 4 1, Phan), 
d.i.nach Fortlassung des Faktors me 


N qL, 
poses L+¢ OUs I, +5 ie va 1, 5:4): 
Eine entsprechende Relation gilt fiir den zweiten Hauptkriimmungsradius 
A, in P und durch Addition beider entsteht 
1 1 OL, OL, oe sg OL, L,l, 
N+ q) Lb 1, Doane i age 
Macht man hiervon in (2) Gebrauch und sate eee Integrationen 
nach u, und Us, aus, so aa sich 


dF Px du, 
oF _(w(h + x) arf tk(h —1, 4) ds, 
Y) 
darin bedeutet allgemein df das Eidskensteneed ds das Randlinienelement 
von F(w) in positivem Umlauf um die Normale m. Bezeichnet man mit j 


die Richtung, die normal auf ds ins Innere der Fliche F(w) hineinfihrt 
(s. Fig. 1), so ist 


du, 
Le oo py Sais (UJ), L, - ore a; (9), 
— L,l,= Leos (u,w), — L,l, = Leos (uw); 
schreibt man noch Lcos(wj)dw =dj, so entsteht daher aus der letzten 


Gleichung die folgende Darstellung der ersten Ableitung der Kapillar- 
energie ZF’ nach dem Variationsparameter w: 


dF dn (1 1 d 
(3) comet tlm, + w)a—2f aes 
s) 
die insbesondere fiir w= 0 anzuwenden sein wird. Darin bedeuten dann 
die dm = Ndw fiir die Punkte der Trennungsfliche die zur Flache normalen 
und die dj = Lcos(wj)dw fiir die Punkte ihres Randes die in die Flache 
fallenden, zum Rande normalen Komponenten der einem Zuwachs dw ent- 
sprechenden Verriickungen; hierauf fuBend kann man sich die Trans- 
formation (3), wie schon oben angedeutet, unmittelbar geometrisch plau- 
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6 Ly fae: 
sibel machen.*) s(x + zn) soll, wie die Vorzeichen von R, und R, 
2 


oben festgelegt sind, die mittlere Kriimmung der Stelle df nach B hin 
heiBen. 

Da in (3) die Parameter der Kriimmungskurven wieder eliminiert sind, 
so ist diese Darstellung nicht an die anfanglich betreffs der Koordinaten 
W,, U,, w gemachte Beschrinkung gebunden. 

Die Volumina von A und B seien V4, Vz, ihre Dichten e4, og. Wir 
merken noch an, da8 bei den fraglichen virtuellen Verriickungen die Vo- 
lumina gemaiB 

dV dV 
) ww Ja G--f{Ra 
EAB FAB 
variieren, ferner die potentielle Energie beztiglich der Schwerkraft fiir 
beide Medien zusammen die Ableitung nach w: 


d 
(5) 9(e4— es) | 25 df 
erfahrt; dabei ist die z-Achse vertikal nach oben gedacht. 


3. Differentialgleichung fiir eine freie Oberfliche. 


Die Trennungsflache von A gegen B sei frei beweglich (B eine Fliissig- 
keit wie A oder ein Gas), und neben der Kapillaritét komme nur noch 
die Schwere in Betracht. Stabiles Gleichgewicht des Systems wird durch 
ein Minimum der potentiellen Energie gegeniiber allen virtuellen Ver- 
riickungen charakterisiert. Nun liegt aber eine Nebenbedingung in der 
Konstanz des Gesamtvolumens von A (oder von B, vgl. (4)) vor. Um 
dieser Nebenbedingung Rechnung zu tragen, ziehen wir die Regeln der 
Differentialrechnung fiir ein sogenanntes relatives Extremum heran. 

Wir denken uns wieder die Trennungsfliche 4, als das Element 
w= 0 einer beliebigen von einem Parameter w abhangenden Schar von 
Flichen = p(x, y, w), welche alle den Rand gemein haben mogen. Der 
Nebenbedingung wiirde allerdings, wihrend w sich verandert, nicht mehr 
gentigt werden. Denken wir uns aber noch eine beliebige zweite solche 
Schar von Flachen z = p* (a, y, w*), welche wieder fiir w*— 0 von der 
gegebenen Flache ausgeht, und erweitern wir diese zwei einparametrigen 
Scharen irgendwie zu einer Flichenschar mit zwei Parametern z= (a,y,w,w*), 
welche fiir w*=0O in die erste, fir w—0O in die zweite einparametrige 
Schar tibergeht, so wird die GréBe des Volumens V4 bei den Flichen dieser 


*) Wir haben im tibrigen die gebriuchlichen Zeichen OF, dw usw. der ersten 
Variationen vermieden, um evident zu machen, da es sich schlieBlich nur um Diffe- 
rentialquotienten im gewdhnlichen Sinne handelt. 
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allgemeineren Schar eine Funktion V4(w, w*) der zwei Parameter sein, und 
innerhalb der zweiparametrigen Schar gibt uns diejenige einparametrige 
Schar, welche durch die Bedingung V4(w, w*) = V4(0, 0) ausgeschieden 
wird, jetzt eine tatsichliche virtuelle Bewegung der Trennungsflache. Da- 
nach haben wir die Bedingung zu formulieren, daB unter allen Flachen 
der zweiparametrigen Schar, fiir welche V4(w,w*) = V4(0,0) ist, die 
Fliche w = 0, w*=0 das Minimum der potentiellen Energie 


E=Ts5Fan+goaf edv + gon { 2dv 

A B 

liefert; (die Bezeichnung hier ist so zu verstehen, da8 dv in dem ersten 
Integral die Volumenelemente von A, in dem zweiten diejenigen von B 
durchliuft). Fiir dieses Extremum mit einer Nebenbedingung liefert nun 
die Differentialrechnung in bekannter Weise die zwei Gleichungen 


E oV aE One ; 
co + has sy 9 woe Thanos =O (w =0, w*= 0) 


mit einer geeigneten Konstante 243. Die zweite Gleichung dient uns jetzt 
nur dazu, um zu erkennen, daf der Wert von 44, in keiner Weise von 
der beliebig angenommenen ersten Schar z = y(z, y, w) abhangt, also fiir 
die Trennungsfliiche F4, an sich eie bestimmte Bedeutung hat; und bei 
ausdriicklicher Hinzunahme dieser 'Tatsache vertritt die erste Gleichung 
bereits das System der beiden. Danach mu® (vgl. (3), (4), (5)) mit einer 
geeigneten Konstante 44, die sich schlieBlich aus dem Werte von V, be- 
stimmen wird, die Bedingung 


1 1 
Eee: a5 x) + I(O4— O5)4 + Ags) af = 0 
PAB ; 
gelten. Dabei unterliegt vermége der willktirlichen Wahl der Schar F(w) 


die Funktion NV = a auf der Flache Fy, einzig der Beschrinkung, daB 


sie durchweg stetig ist und am Rande gleich Null genommen wird. Fiir N 
in diesem Umfange kann das vorstehende Integral nur dann bestindig 
gleich Null ausfallen, wenn der Faktor von N an jeder Stelle innerhalb 
F4, verschwindet, d.h. die Gestalt der freien Oberflache muB der Diffe- 
rentialgleichung 


il 1 
(6) De ae me + 9(o,— 0,)4 +4,,=0 
geniigen.*) 
Es kann F,4, auch aus mehreren getrennten Stiicken bestehen und 


Aap hat fiir die verschiedenen Stiicke denselben Wert. 


*) Laplace, Supplément au livre X de la Mécanique céleste, no. 4. 
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Kin Minimum von £ ist hier jedenfalls nur méglich, wenn 7'4,> 0 
ist, da sonst durch ein Hin- und Herfalten der Trennungsfliche an ihrem 
Orte sich E beliebig verringern lieBe. 

Es mége 0,+ 0, sein. Setzen wir 


on A TEN 

A Cree Si 
so wird durch s=z,, eine bestimmte horizontale Ebene angewiesen, 
welche Niveauebene heiBen soll. Verlegen wir z=0 nach der Niveau- 
ebene, so folgt die Gleichung (6) in der Gestalt 
(6a) Wiha tees, = — 9(0,— 0,)¢- 
Danach ist an jeder Stelle der Trennungsfliche aus der mittleren Kriimmung 
nach 6 hin sofort auf die Lage der Niveauebene zu schlieBen. Ist 0, 6. 
so liegen die Stellen der Trennungs{lache, wo diese mittlere Kriimmung positiv 
ist, d. bh. die Flache nach B hin konvex- 
konvex oder konvex-konkav mit gréferem 
Betrage der ersteren Hauptkriimmung ist, 
unterhalb der Niveauebene und zwar um so 
tiefer darunter, je starker jene mittlere 
Kriimmung ist; Stellen, wo diese Kriimmung 
nach B hin negativ ist, legen oberhalb der 
Niveauebene, Stellen, wo sie Null ist, not- 
wendig genau in Hohe dieser Ebene (Fig. 2). Insbesondere kann die 
Trennungsfliche asymptotisch eben nur in Hohe dieser Kbene sich ge- 
stalten, wodurch ihre Bezeichnung als Niveauebene begriindet ist. 


4, Randwinkel. 


Zur vollstindigen Festlegung von F4, sind aufer der Differential- 
gleichung (6) weitere Bedingungen fiir den Rand der Fliche dort, wo A 
und B an dritte Medien C grenzen, erforderlich. 

Grenzen drei H'ltissigkeiten A, B, C mit drei Trennungsflichen Fy z, 
F4c, Fsc, in denen die Oberflachenspannungen 7'4z, Tac, Tac herrschen, 
lings einer Kurve zusammen (Fig. 3), so 
wiirde zwar mit jedem yirtuellen Bewegungs- ____ a 
zustand der Randkurve. stets auch der ent- ===> — 
gegengesetzte Bewegungszustand fiir sie vir- 
tuell sein; immerhin wollen wir (weil hernach 
auch ein Fall von nicht in diesem Sinne 
umkehrbaren Verriickungen in Betracht kommt), zuniichst nur von dem 
yorausgesetzten Gleichgewichtszustand an (nicht durch ihn hindurch) 


Fig. 3. 
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variieren, und wir denken uns eine von einem Parameter w(=0) ab- 
hangende Schar von Lagen dieser Randkurve, mit den namlichen End- 
punkten, falls nicht die Kurve geschlossen ist, und von gewissen damit 
verbundenen Lagen der drei Trennungsflichen; dabei sollen diese stets 
gemeinsam an der Randkurve ansetzen, ihre sonstigen Randteile aber fest 
behalten und zugleich in ihren inneren Partien solche Deformationen er- 
fahren, daB die ganzen Volumina von A, B, C unverandert bleiben. Um 
zum Ausdruck zu bringen, daB die Gesamtenergie # im Gleichgewichtszu- 
stand fiir w =O am kleinsten ist, haben wir dann in Anbetracht der erst 
einseitigen Variation bloB die Ungleichung 


20 w=0) 


zu fordern. Da aber ftir die Trennungsflichen gemiB (6) bereits solche 
Gleichungen feststehen, daB die hierin als Flachenintegrale auftretenden 
Terme fiir sich Null sind, so zieht sich diese Ungleichung gema8 (3) zu 


—fL(Tas cos (Wjaz) + Tac cos Wjac) + Tac cos wjzc)) ds => 0 


zusammen, wobei das Integral iiber die gegebene Lage der Randkurve zu 
erstrecken ist und an jedem Elemente ds unter w die Richtung, unter 
Ldw die GréBe der dem Zuwachs dw entsprechenden Verriickung des 
Randpunktes, unter jaz, jac) Jsc die auf ds ins Innere der Flachen hin 
errichteten Normalen zu verstehen sind. Da die Funktion L hier beliebig 
gewahlt werden kann, nur da8 sie stetig und stets >0 ist und an den 
Endpunkten der Randkurve verschwindet, so folgt hieraus 


(7) == T4308 (wap) = Tac cos (wjac) a Tz¢ COs (wjzc) = ©) 


langs der ganzen Randkurve, und zwar noch fiir beliebige Richtungen w. 
Nun kénnen wir aber mit jeder Richtung w die entgegengesetzte kombi- 
nieren, und ist daher das Zeichen > hier durch = zu ersetzen. Hiernach 
miissen sich drei Vektoren von den Lingen 7'43, Tuc, 3c und den zu 
jab, Jac, Jnc parallelen Richtungen zu einem geschlossenen Dreiecke an- 
einanderfiigen*). Der Winkel (jasjac) = @4 z. B. ist dann der von den 
zwei ersten Seiten in diesem Dreieck gebildete AuBenwinkel und hat 
hiernach lings der ganzen Randkurve einen konstanten aus den drei 
Spannungen folgenden Wert. Dieser Winkel w,4 heiBt der Randwinkel von 
A gegen B und C. 

Hin erstes Erfordernis fiir das angenommene Gleichgewicht ist nun, 
daB aus den drei Lingen 7'4,, Tc, T'sc¢ tiberhaupt ein Dreieck zu bilden 
ist, d. h. daB von jenen drei Spannungen keine gréBer als die Summe der 


*) Diese Bedingung ist von F. Neumann aufgestellt und zuerst in der Disser- 
tation von Paul du Bois-Reymond (Berlin 1859) verdéffentlicht worden. 
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beiden anderen ist. Ist jedoch etwa T4p> Tao + Tzc, so wird vielmehr C 
sich zwischen A und B ausziehen, eventuell zu einer diinnen Schicht mit 
zwei einander derart nahe liegenden Trennungsflachen gegen A und B, 
dai dadurch Umstiinde resultieren, die erst auf Grund der Annahme einer 
raumlichen Verteilung der Kapillarenergie genauer zu verfolgen sein werden. 

Die Relation 74,> T4¢+ Tc fiir drei Medien dient als hinreichende 
Erklarung der mannigfachsten Kapillarphanomene*). 

Nach den Beobachtungen von Marangoni**) ist in allen Fallen fiir 
zwei Fliissigkeiten die gegenseitige Oberflichenspannung kleiner als die 
Differenz ihrer Oberfliichenspannungen gegen Luft***), hierbei also niemals 
jenes Dreieck von Spannungen realisierbar. Der Fall von 
Quecksilber und Wasser, den Marangoni als eine Ausnahme 
ansah, fiigt sich dieser allgemeinen Regel+). Wenn Wasser 
auf Quecksilber in einem Tropfen steht, so haften der Queck- 
silberoberflache fremde Bestandteile an, die ihre Spannung 
herabsetzen tT). 

Stellt C einen festen Kérper vor, so kann die Trefflinie 
von A, B, C nur auf der Oberflache dieses frei verschoben 
werden, und erhalten wir die Relation (7) in dem entsprechen- 
den beschrankteren Umfange, némlich, wenn C keine Diskon- 
tinuitét der Tangentialebene an der Randkurve hat (Fig. 4), einmal so, 
daB w mit jac, das andere Mal so, daB w mit jzc zusammenfallt, und wir 
erschlieBen damit 


T,¢—T 
(8) C08 4 = =, 


wo 4 wieder den Randwinkel (j43j4c) von A gegen Bund C bezeichnet +++). 


*) Eine bis zur Gegenwart reichende Ubersicht der Beobachtungsmethoden und 
-ergebnisse zur Kapillaritat bringt der Artikel von F. Pockels im Handbuch der 
Physik, herausg. von A. Winckelmann, Bd. 1 (Breslau 1907). 

**) Marangoni, Sull’ espansione delle goccie di liquido galleggiante sulla 
superficie di altro liquido, Pavia 1865; Ann. Phys. Chem. 143 (1871), S. 348. Dieselbe 
Tatsache fanden van der Mensbrugghe, Mém. cour. de l’Acad. de Belg. 34 (1869); 
ferner Liidtge, Ann. Phys. Chem. 137 (1869), S. 362. 

***) Siehe die Anm. auf S. 297. 

+) Quincke, Ann. Phys. Chem. 139 (1870), S. 66. Lord Rayleigh, Sc. papers 

8, p. 562. 

++) Das Ausbreiten eines Tropfens einer Flissigkeit auf einer anderen Flissigkeit 
geschieht jedesmal in charakteristischen Formen, die mit den Substanzen sehr mannig- 
faltig variieren, den Tomlinsonschen Kohisionsfiguren; vgl. dartiber 0. Lehmann, 
Molekularphysik 1 (Leipzig 1888), S. 260; Paul du Bois-Reymond, Ann. Phys. 
Chem. 189 (1870), S. 262. 

+++) Quincke (Ann. Phys. Chem. 137 (1869), S. 42) fand, daB lings einer auf Glas 
keilformig aufgetragenen diinnen Silberschicht Wasser oder Quecksilber einen kon- 
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Diese Relation wiirde unmdglich sein, wenn der Quotient rechts dem 
Betrage nach > 1 (oder << —1) ausfallt. Im Falle Tg¢ > Tac + Tap (es 
brauchten hier Z'4¢, Tgc¢ nicht >0O zu sein) kommt dann Gleichgewicht 
dadurch zustande, daB sich die Fliissigkeit A am festen K6rper C in 
einer selbst mikroskopisch nicht meBbaren diinnen Schicht entlang zieht, 
C benetzt, wodurch an der zu bemerkenden Randlinie B beiderseits an A 
grenzt und daher eben nach dieser Formel (8), worin nun A statt C und 
Ts4=0 zu nehmen ist, sich der Randwinkel von A gleich Null her- 
ausstellt. 

Hat die Wand des festen Kérpers C an der Randkurve gerade eine 
Schneide, (ein Fall, wie er sich bei der Adhision einer Fltissigkeit an 
einem festen Kérper leicht darbietet (Fig. 5)), so kommen zweierlei nicht 
es entgegengesetzte Verschiebungen der Rand- 
se eb C in Betracht. Das Ergebnis ist 
dasselbe, als wenn man sich die Schneide 
als Grenze abgerundeter Formen denkt; man 
kommt zur Ungleichung (7) einmal so, daB 
darin w durch jac, aber jgc durch die zu 
jac entgegengesetzte Richtung, das andere Mal so, daB darin w durch 
jc, aber jac durch die zu jgc entgegengesetzte Richtung vertreten wird; 
man erhalt demnach 


— T43 008 (jacjas) — Tac + Tac =D, 
— T43 608 (jacjas) + Tac — Tac 0, 


Fig. 5. 


ahs 
(9) (jacjas) =@a, GYasjac) 2% — wa, 


wo w,4 den durch (8) bestimmten Winkel >0 und <7 bedeutet. Aus 
beiden Relationen zusammen folgt 


(Jac jac) =a. 


Danach kann im Zustande des Gleichgewichts die Grenzlinie der freien 
Oberfliche niemals lings eines endlichen Stiicks auf einer konkaven Schneide 
des festen K6rpers liegen*). 

Die Bedingungen fiir das Zusammentreffen von vier Fltissigkeiten in 
einem Punkte sind nunmehr ohne weiteres ersichtlich. Die Méglichkeit 
der Bildung einer neuen Trennungsfliche an einer Linie, lings der mehr 
als drei Hlissigkeiten zusammentreffen, erdrterte Gibbs**). 


stanten Randwinkel erst dort ergibt, wo die Dicke der Silberlamelle mindestens 
50 >< 10-7 cm betragt. 

*) GauB, Principia generalia theoriae figurae fluidorum, art. 30, 

**) Gibbs, Equilibrium of heterogeneous substances, p. 453. 
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5. Kapillardruck. Oberflichenspannung. 


Wollen wir den Begriff des Drucks in einer Fliissigkeit auch bei 
Erscheinungen der Kapillaritét verwenden, so wird die Vorstellung not- 
wendig, daf dieser Druck an einer Trennungsflache zweier Fliissigkeiten 
im allgemeinen sich diskontinuierlich andert. Die Diskontinuitaten sind 
mit den Schwerpunkts- und Flichensiitzen der Mechanik in Ubereinstimmung 
zu bringen. Will man die Diskontinuititen weiter begriinden, ohne jedoch 
Hypothesen tiber Molekularkrafte einzufiihren, so kann man von dem An- 
satze ausgehen, daf in einer Fliissigkeit an jeder Stelle eine raumliche 
Energiedichte besteht, welche von der Massendichte daselbst und auch noch 
von den 6rtlichen Differentialquotienten der Massendichte abhingt. Man 
hat sodann einen Grenziibergang in der Weise zu vollziehen, daB die 
Differentialquotienten der Massendichte im allgemeinen gleich Null gesetzt 
werden und nur an gewissen Flachen derart unendlich werden, daB dort 
die Massendichte einen konstanten Sprung erfahrt. Der Begriff des Druckes 
entsteht dabei als der negativ genommene Differentialquotient der Energie 
einer Masse nach ihrem Volumen (Gl. (42) in Nr. 18). 

Der Ktirze wegen begniigen wir uns hier mit folgenden mehr axio- 
matischen Festsetzungen: Innerhalb einer einzelnen Fliissigkeit A variiert 
der Druck stetig mit der Dichte, ist aber nur bis auf eine additive Kon- 
stante zu bestimmen; bei gewisser Verfiigung tiber diese Konstante wollen 
wir von ihm als kinetischem Druck P4 sprechen. Nun seien zwei verschiedene, 
der Schwere unterworfene Fliissigkeiten A und B durch eine horizontale 
Ebene z = 0 getrennt und eine jede derart beschaffen, daB in ihr Dichte 
und Temperatur tiberall nur von der Vertikalhéhe z abhangen. Alsdann 
erleidet der kinetische Druck beim Ubergang von A nach B eine Diskon- 
tinuitat, die wir als Kohdsionssprung bezeichnen wollen. Die beztigliche 
Abnahme des kinetischen Drucks von A nach B kénnen wir in die Form 
K,4— Kz setzen, so daB Ky, nur von A, Kz nur yon B abhangt. 

Die Differenz P4— K4= pa soll dann der hydrodynamische Druck in 
A heiBen; dieser Druck wiirde nun an horizontalen Trennungsfldichen 
keinerlei Diskontinuitit erfahren. In einer ruhenden Filiissigkeit A, in 
welcher die Dichte nahezu als konstant anzusehen ist, variiert der Druck 
pa derart, daB er abhangig von der Vertikalhéhe z allgemein den Ausdruck 
Po — 9,92 hat, wo po eine Konstante ist. 

Nun mégen zwei ruhende Fliissigkeiten A und B von verschiedener 
Dichte eine beliebige, der Differentialgleichung (6) entsprechende Trennungs- 
fliche F'4, haben; wir bestimmen die Niveauebene dazu, wihlen sie als Ebene 
z= 0 und denken uns andererseits in einem sehr weiten GefaBe ebenfalls 
A und B und beide durch eine horizontale Ebene und zwar genau in 
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Hohe jener Niveauebene getrennt, und verbinden endlich die A beiderseits 
und die B beiderseits je durch eine kommunizierende Réhre (Fig. 6), so 
wird das Gleichgewicht nach der Gleichung 
(6a) bestehen bleiben. Ist nun jp, der in jener 
horizontalen Trennungsfliche in A und B 
gleiche hydrostatische Druck, so ist dieser Druck 
in A in einer Hohe z gleich p,=p,— 0,92 
und in B in einer Hohe z gleich p, = p, — 0,92. 
An einer beliebigen Stelle der Trennungsflache 
F4, findet daher gemé8% (6a) eine Druck- 
diskontinuitat 


(10) P4—Pp=—9(04— 0s)? = Tas (z +H) 
statt. Diese Differenz heiBt der Kapillardruck an der Stelle in A. 

Stellt B den gesittigten Dampf der Fltissigkeit A vor, so ist p, der 
Sattigungsdruck iiber einer ebenen Fltissigkeitsoberfliche, und wiirde da- 
gegen p, den Druck des im Gleichgewicht mit der Fliissigkeit befindlichen 
Dampfes tiber einer solchen Stelle der Fliissigkeit, welche nach dem Dampfe 


hin die mittlere Kriimmung s(x + z) zeigt, angeben; danach_tiber- 
1 2 


wiegt der letztere Sattigungsdruck p, um 
ep 1 1 
ane le +R) 


den Druck p,*). Es folgt daraus z. B. ein vermehrtes Verdampfungs- 
bestreben kleinster Wassertrépfchen in der Luft, weil mit dem Gleich- 
gewichtsdruck des Dampfes iiber einer ebenen Wasseroberflache noch nicht 
der Gleichgewichtsdruck tiber den Oberflichen der Trépfchen erreicht ist. 

Ist in dieser Weise einmal die Druckdiskontinuitét des Kapillardrucks 
eingefiihrt, so wiirde das Bestehen der Trennungsflachenenergie nach dem 
Ausdrucke (3) ihrer Ableitung vollstiindig mit der weiteren Annahme zu 
erschépfen sein, daB auBerdem an jedem Randelement der Trennungsfliche 
in ihr, normal gegen den Rand nach innen gerichtet, eine konstante Zug- 
spannung = 7’,,, auf die Langeneinheit der Randlinie berechnet, herrscht. 

Indem nun die Formel (3) sich auch auf jeden beliebigen Ausschnitt 
aus der Trennungsfliche anwenden lat, wiirden die Kapillardrucke lings 


*) W. Thomson, Edinburgh Proc. Roy. Soc. 7 (1870), p. 63. — In einer Kapillar- 
réhre vom Radius 0,00012 cm, in welcher Wasser 1300 cm steigt, wiirde der Gleich- 
gewichtsdruck des Wasserdampfes um etwa ¥/,,,, kleiner als der Wert dafiir tiber der 
Niveauebene sein. Mit den durch die Relation (10) gegebenen Umstinden hingt 
auch der Siedeverzug luftfreier Fltissigkeiten, ferner die Schwierigkeit der Bildung 
der ersten Blischen bei der Elektrolyse zusammen. 
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der Flache und diese Zugspannungen an ihrem Rande fiir die virtuelle 
Arbeit gleichbedeutend mit der Annahme sein, da iiberall innerhalb der 
Trennungsfliiche eine konstante Spannung = Tz herrscht. Aber sprechen 
wir in solcher Allgemeinheit von einer Spannung innerhalb der ganzen 
Flache, so heiBt dieses im Grunde nichts anderes als: Es besteht fiir die 
Trennungsflache eine potentielle Energie = 74,F'4,, wovon wir eben 
ausgegangen sind. 

Auf diese Analogie einer Fliissigkeitsoberflache mit einer elastischen 
Haut griindete Thomas Young*) eine vollstandige Theorie der Kapillar- 
phanomene, die allerdings durch Vermeidung mathematischer Symbole an 
Durchsichtigkeit einbtiBte. Den Begriff der Oberflichenspannung einer 
Fliissigkeit hat Segner**) eingefiihrt. 


6. Formen freier Oberflichen. Tropfen. 


Die Differentialgleichung einer freien Oberflache kommt in Versuchen 
namentlich unter zweierlei speziellen Umstiinden in Betracht; namlich es 
handelt sich meist entweder um Rotationsflachen um eine vertikale Achse 
oder aber um Zylinderflachen mit horizontalen Erzeugenden, wobei letztere 
Flachen auch noch als eine Approximation der ersteren bei grofem Quer- 
schnitt dienen. 

Im Falle einer Rotationsfldiche wm die z-Achse sei fiir die Meridian- 
kurve r der Abstand von der Achse, m der Neigungswinkel der Tangente 
gegen die horizontale r-Achse (Fig. 7), also tg gp =dz/dr, so ist die 
Kriimmung der Kurve =r Sie sas und die reziproke Lange der 


: a die Gleichung (6) geht also in 


Normale — ors 


MP-R,& 
NP-Bicoy 


(11) Typ te? 
liber. 

Zumeist handelt es sich um eine solche partiku- 
lire Lésung dieser Gleichung, welche die Achse trifft 
und sie dann notwendig senkrecht durchsetzt, damit 
die Flache sich an der Stelle regular verhilt. Diese 


Lésung hingt nur noch von einer Konstante ab, da 


Aap I(Q4- 0,)4 
BZ 


*) Th. Young, Essay on the cohesion of fluids, Phil. Trans. Roy. Soc. London 
1805. — Fiir die Wiirdigung der Leistung von Young vgl. Lord Rayleigh, Phil. 
Mag. 30 (1890), p. 285, 456 = Scientific papers 3, p. 397. 

**) Segner, Comment. soc. reg. Gotting. 1 (1751), p. 301. — Plateau (Statique 
des liquides, chap. V) gibt eine bis 1869 geftihrte historische Ubersicht iiber die 
Arbeiten zur Theorie der Oberflichenspannung. Mannigfache Belege zu dieser Theorie 
hat namentlich Van der Mensbrugghe beigebracht. 
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dz/dr = fiir r= 0 gefordert wird. Verlegt man den Koordinatenanfang 
in jenen Treffpunkt mit der Kurve, so bedeutet 274 2/445 den Kriimmungs- 
radius daselbst und bei Wahl dieser GréBe als Langeneinheit hangt die Form 
der Kurve nur noch von eimem Parameter ab, der die Relation zwischen 
dem vorgeschriebenen Werte des Randwinkels von A am Ende der 
Meridiankurve und dem Volumen von A vermitteln muf. 

Laplace*) und in der Folge Lord Kelvin**) haben die Meridian- 
kurve der kapillaren Rotationsflaiche aus kleinen Kreisbdgen mit stetig 
sich aneinanderreihenden Tangenten unter Berechnung der Kriimmung am 
Anfange jedes Bogens gemi8 der Gleichung (11) angenihert aufgebaut. 
C. V. Boys***) hat diese Methode besonders handlich gemacht, indem er 
die Kreisbégen durch eine feste Marke an einem (durchsichtig hergestellten) 
Lineal beschreibt, auf dem das Drehungszentrum sukzessive verindert wird, 
wodurch die Stetigkeit in den Tangenten der sukzessiven Kreisbégen ge- 
sichert wird. Zudem sind die Teilstriche des Lineals durch ihre reziproken 
Entfernungen von der festen Marke bezeichnet, an der selbst dann oo steht. 
Bashfortht) lieferte ausgedehntes Tabellenmaterial zu jener partikularen 
Lésung von (11). C. Rungeyf) nahm die Gleichung als Beispiel bei 
Darlegung einer numerischen Integrationsmethode fiir die Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. Eine im Bereiche 0 < g < 2/2 konvergente 
Entwicklung von z nach Potenzen von 7 fiir die Lésung von (11) be- 
handelten K. Lasswitz;}7), Th. Lohnstein*7). Allerhand Annaherungs- 
formeln, bzw. des Kriimmungsradius fiir » = 0, des Maximalwertes von 7 usw. 
findet man bei Poisson**;), Fr. Neumann***7), A. Kénig*}+), 
H. Siedentopf**++). 

Die Formen eines Quecksilbertropfens auf einer horizontalen Unter- 
lage, einer gegen eine Horizontalebene stoBenden Luftblase, eines an einer 
Horizontalebene hingenden Wassertropfens sind Rotationsflichen, bestimmt 


*) Laplace, Connaissance des Temps, 1812. 

“) W.Thomson, Capillary attraction, Proc. Roy. Inst. 11 (1886), aufgen. in 
Popular lectures and addresses 1, London 1889. Der Aufsatz enthalt verschiedene 
Diagramme zur Illustrierung des Verfahrens. — J. C. Schalkwijk, Leiden Communic. 
No. 67 (1901). 

***) C..V. Boys, Phil. Mag. (5) 36 (1893), p. 75. 

+) Bashforth and Adams, An attempt to test the theories of capillary action, 
Cambridge 1883. 

+t) C. Runge, Math. Ann. 46 (1895), S. 167. 

ttt) K. Lasswitz, Inaug.-Diss. Breslau 1873. 

*+) Th. Lohnstein, Inaug.-Diss. Berlin 1891. 

*“+) Poisson, Nouv. théor. de lact. capill., Paris 1831. 
“t) Fr, Neumann, Vorl. tiber Capill. 1894. 

*+7) A. Kénig, Ann. Phys. Chem. 16 (1882), S. 10. 
™“++) H. Siedentopf, Ann. Phys Chem. 61 (1897), S. 235. 
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durch die Differentialgleichung (11), durch die Forderung, die Achse zu 
treffen, durch den Randwinkel am Endpunkt der Meridiankurve und durch 
das vorliegende Volumen. 

Hingt die Lésung der Gleichung (6) von y nicht ab, ist sie also eine 
Lylinderfliche mit horizontalen Erzeugenden parallel der y-Achse, so wird 
die Gleichung ihres vertikalen Querschnitts mit der ~z-Ebene, wenn p den 
Winkel der Tangente gegen die x-Achse, ds das Bogenelement bedeutet: 


d sin @ dg 
(12) Tap a vaiee LAE Fe OE ACP ULE 


Es ist das die Gleichung der Gleichgewichtsform, die ein elastischer gleich- 
formiger unendlich diinner und ohne dufere Kriifte geradliniger Stab an- 
nimmt, wenn an den Enden zwei in die Richtung der positiven und 
negativen w-Achse fallende entgegengesetzt gleiche Krafte und dazu die 
geeigneten Kraftepaare angreifen*). Die Differentiation von (12) nach s 
ergibt 


a? : 
Tan Ge = 9(04— Op) 80, 


und ist danach, 9, > 9, angenommen, die Abhangigkeit des Winkels 1 — 
von s dieselbe wie des Ausschlags eines gewéhnlichen mathematischen 
= von der Zeit. Wird g=0O nach der 
B 

Niveauebene gelegt, also 44,;—0 angenommen, so erhilt man aus (12) 
durch Multiplikation mit tgqdaz—= dz und Integration, entsprechend dem 
Integral der lebendigen Kraft in der Pendelbewegung: 


; T 
Pendels mit der Linge z = 
We 


(13) Tan(c — c08 9) = 9(0,— 05) 5° 


Darin ist die Integrationskonstante c = 1, wenn die Flache sich asymptotisch 
an die Niveauebene heranzieht, und c > 1, wenn sie sonst eine horizontale 
Tangente hat; andererseits ist, wenn die Fliche einen Wendepunkt (= = 0) 
besitzt, notwendig ¢ < lI. 

Die Form eines an einer Horizontalebene hingenden zylindrischen 
Tropfens, wie er durch Austreten einer Fliissigkeit aus einem langen Spalt 
entstehen kénnte, hat Fr. Neumann**) behandelt. Um iiber die Stabi- 
litt der Form zu entscheiden, haben wir das Jacobische Kriterium fiir 
ein Extremum in einem Variationsproblem heranzuholen. Benetzt A die 
Ebene und wird der Einfachheit halber 27',,:9(@,— 0,) als Flichen- 
einheit eingefiihrt, so kommt hier das Variationsproblem darauf hinaus, 
*) Vgl. z.B. A. E.H. Love, A treatise on the mathematical theory of elasticity 
2 (Cambridge 1893), Arts. 227—229. [(24 edition 1906, Art. 262. Deutsche Ausgabe, 
bes. v. A. Timpe (Leipzig 1907) §§ 262, 263)]. 

**) Fr. Neumann, Vorl. tiber Capill., 8. 117. 
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in einem Intervalle — 2, <2< 4%, dessen Linge 2x, ebenfalls noch ge- 
sucht wird, eine an den Enden verschwindende stetige Funktion ¢(x) derart 
zu bestimmen, daf 


Xo 


{Vi+@- 1—#) da 


—2o 
Xo 


zu einem Minimum wird, wahrend | zdz =J gegeben ist. In einer ge- 
wissen Tiefe =%o unter der Horizontalebene zeigt das tellerformige Profil 
des Tropfens durch einen Wendepunkt die Niveauebene an und verlauft 
sodann gem&B (13) bis zum tiefsten Punkte als spiegelbildliche Fortsetzung 
am Wendepunkt, so daB z, die ganze Tiefe des Tropfens wird. Ist 26 
die Neigung der Wendetangente gegen die Horizontale und x = sin@, so 
findet man auf Grund von (13): 
4= 2V2x, am =—V2QE—K), J=%X%, 

wo K und # die vollstindigen elliptischen Integrale erster und zweiter 
Gattung vom Modul x sind. Der Ausdruck J= a2 hat ein Maximum 
ungefihr bei 6 = 35°32’ mit J=— 2,606. Nur wenn das Volumen des 
Tropfens auf die Langeneinheit des Spalts, J, unterhalb dieser GréBe liegt, 
gibt es iiberhaupt Tropfenformen, welche den Gleichungen des Problems 
entsprechen, und zwar dann eine breitere und weniger tiefe Form, wobei 
6 < 35°32" ist, und eine schmiilere tiefer herunterhangende, fiir welche 
diese stiirkste Neigung gegen die Horizontale > 35°32’ ist. Nur die 
erstere Form ist stabil. 

Da8 fiir rotationsformige hingende Tropfen die Verhiltnisse analog 
legen diirften, geht aus einem Experiment von Lord Kelvin*) hervor, 
wonach eine um einen horizontalen Metallring gespannte diinne Kautschuk- 
haut, die durch HinaufgieBen von Wasser in eine tropfenihnliche Form 
gedehnt wird, in einem gewissen Stadium der Fiillung ruckweise eine 
Lage instabilen Gleichgewichts passiert. 

Nach dem Abreifen eines Tropfens zieht sich der ausgezogene zuriick- 
schnellende Hals in einen oder mehrere kleinere Tropfen zusammen. Der 
Vorgang wird der Beobachtung zugiinglicher, wenn die Tropfenbildung in 
einer nur wenig leichteren Fltissigkeit erfolgt, ist jedoch einer mathe- 
matischen Behandlung noch nicht unterzogen**), 


*) W. Thomson, Popular lectures and addresses 1, London 1889, p. 38. — 
Daraus sind die Tropfenformen in Fig. 8 oben entnommen. 

**) G. Hagen, Ann. Phys. Chem. 67 (1846), S. 1, 152; 77 (1849), S. 449. — C. V. 
Boys, Seifenblasen. Vorl. tiber Capill. Deutsche Ubers. von G. Meyer, Leipzig 1893, 
8S. 33, 65. — Die Beziehungen zwischen dem Durchmesser einer Réhre und dem 
Gewicht daraus abfallender Tropfen behandeln Lord Rayleigh, Phil. Mag. 48 (1899), 
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7. Steighdhen. 


Die in einem GefaBe C senkrecht unterhalb der Trennungsfliche F, z, 
von der Niveauebene z = 24, an gerechnet, stehende Masse von A itiber- 
wiegt die dadurch verdringte Masse von B um 


94 — os) | @—#a2) cos (nz) df= — tis { (z ate =) cos (nz) df 


Fp Fup 


(14) 
=— Pan f cos (jaze)ds, 

wo letzteres Integral sich tiber den Rand von Fy, erstreckt. Die erste 
Umformung folgt aus (6), die zweite durch Anwendung der Formel (3) 
auf eine Parallelverschiebung der Flache in der ¢-Richtung, wobei ihr 
Flacheninhalt sich nicht andert. Steht die GefaBwand am Rande von Fy, 
tiberall vertikal, so ist hier (j4,2) = 2 — 4 , unter w4 den Randwinkel 
von A verstanden, und wird daher der letzte Ausdruck in (14) = 7'4 ,¢08 4 U, 
wo U den Umfang der Randkurve bedeutet, insbesondere demnach positiv, 
Null oder negativ, je nachdem der Winkel w, spitz, ein rechter oder 
stumpf ist. 

Stellt C eine vertikale Kapillarréhre mit kreisférmigem Querschnitte 
yom Radius # vor, so tritt in der Rohre ein Aufsteigen oder eine De- 
pression von Fliissigkeit ein (wir denken uns hier g,>@, und B ober- 
halb A gelegen), je nachdem der Randwinkel von A spitz oder stumpf 
ist, im speziellen also ein Ansteigen, wenn A die Réhre benetzt. Die 
mittlere Steighdhe tiber der Querschnittsfliche der Réhre ist nach (14) 


27, pCO @, Pao — Tac 
m 904 — ep) & * 9(04— 0p) R’ 


also umgekehrt proportional dem Radius der Rohre*). Der Meniskus labt 
sich in erster Anniherung als eine Kugelfliche ansehen. Approximiert 
man ihn genauer als ein Rotationsellipsoid um die Réhrenachse*), welches 
mit ihm im Randwinkel, in dem Kriimmungsradius auf der Achse und im 


p. 321 (Sc. papers 4, p. 415), Th. Lohnstein, Ann. Phys. Chem. 20 (1906), S. 237, 
S. 606. — A. M. Worthington and R. S. Cole, Impact with a liquid surface, London 
Phil. Trans. 189 (1897), p. 187. 

*) Die Proportionalitit der Steighéhe in einer Kapillarréhre mit dem Reziproken 
des Durchmessers scheint zuerst von Borelli (De motionibus naturalibus a gravitate 
pendentibus, Reggio 1670) ausgefiihrt zu sein; der Satz wird von manchen Autoren 
Jurin (Phil. Trans. 30 (1718)) zugeschrieben. 

**) Mathieu, Capillarité, Paris 1883, p. 49. 
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angehobenen Gewicht iibereinstimmt, so folgt z.B., wenn A die Rohre 
benetzt, als Steighéhe auf der Achse 


ea i 
14+— i 

Werden in einer Kapillarréhre mehrere die Wand nicht benetzende 
Flissigkeiten A, B, B,*... tibereinander geschichtet, so ist das gesamte 
angehobene Gewicht das namliche, als wenn sich iiber A nur B befande. 
Ein Einwand, den Young aus Beobachtungen gegen diese SchluBfolgerung 
und damit tiberhaupt gegen die Theorie von Laplace erheben zu miissen 
glaubte, wurde durch Poisson*) entkraftet. 

Zwischen zwei parallelen vertikalen Platten ist zufolge (14) die mittlere 
Steighéhe halb so grof als in einer Kapillarrshre von einem Durchmesser 
gleich dem Abstand der Platten. Stehen die zwei vertikalen Platten mit 
geringer Keildffnung gegeneinander, so steigt die Fliissigkeit an ihnen zu 


i 


Fig. 8. Fig. 9. 


einer gleichseitigen Hyperbel empor (Fig. 9). In einer konischen Réhre 
kann unter Umstinden ein Tropfen im Gleichgewicht sein bei spitzem 
Randwinkel, wenn die Roéhre sich nach oben verjiingt (Fig. 10), oder bei 
stumpfem Randwinkel, wenn sie sich nach unten verjiingt (Fig. 11). 


8. Kapillarauftrieb. Adhision. 


Der Korper C sei nur mit den Fliissigkeiten A und B in Beriihrung. 
Um den von C zur Erhaltung des Gleichgewichts gegen A und B zu leistenden 
Gegendruck in der Komponente — P,, nach einer beliebigen Richtung w 
zu ermitteln, lassen wir C in dieser Richtung parallel mit sich verschieb- 
bar sein. Wir nehmen sodann eine von einem Parameter w abhingende 
Schar von Verrtickungen des Systems vor, wobei C in jener Richtung 
um die Langen w fortschreitet, die Partien Fyc¢, Fgc¢, also auch ihre 
gemeinsame Randlinie unverindert mitgehen, alle Grenzfliichen in denen 
A und B an andere Medien als C anstofen, festbleibex, endlich Fy, noch 
sich derart deformiert, da& die Volumina V, und Vz ungeandert bleiben. 


*) Poisson, Nouv. théor. de l’act. capill., p. 141. 
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Wir kénnen alsdann fiir die gesamte ins Spiel kommende Energie FE, 
einschlieBlich des Terms wP,, fiir den Gegendruck — P,, die Relation 


a =O ansetzen. Nun sind die Flicheninhalte von Fac, Fc unver- 


andert, lings F'4, besteht die Differentialgleichung (6), zur Vereinfachung 
legen wir z= 0 in die Niveauebene von A, B, haben also 243 —0. Im 
Hinblick auf (3) und (5) erhalten wir daher: 


Ps ~ {904 0,)2 cos (wn)df ~ [90 — 0,)4 cos (wn) df 
Fag 


Feo 


— Tan { cos(wjan)ds =0, 


wo sich das erste Integral auf F4¢, das zweite auf Fz¢, das dritte auf 
ihren gemeinsamen Rand bezieht und m die aufere Normale von C bezeichnet. 

Der auf C ausgeiibte vertikale Auftrieb berechnet sich hieraus, indem 
wir fiir w die z-Richtung nehmen. Hat die Trennungsflache Fy, keine 
Begrenzung auSer ihrer Randlinie auf C, d.h. verlauft sie im tibrigen 
asymptotisch an die Niveauebene, so zeigt die bei (14) vorgenommene 
Transformation, daB der letzte Term in (15) alsdann = g(o geo) Vas 
wird, unter V4, das unterhalb F,, bis zur Niveauebene reichende Volumen 
verstanden (soweit F,, unterhalb der Niveauebene verliuft, ist das da- 
zwischenliegende Volumen in V4, negativ einzurechnen). Von diesem 
Volumen entfalle der Anteil V auf das Medium A (Fig. 12). Andererseits 
werde C durch Fortfiihrung der Niveauebene in einen unteren Teil vom 
Volumen V{4) und eimen oberen Teil vom Volumen V(%) zerlegt, so werden 
der zweite und dritte Term in (16) bzw. 


— 9(0,— 0c) (Vid + US tee V), 0,0, Vi a Gr V) 
und folgt demnach 
(16) P= 9(04— Oc) Vi + 90a — Oc) VE? — 90 4— On) V- 


Die ersten zwei Terme bilden den hydro- 
statischen Auftrieb, falls die Trennungsflache in 
die Niveauebene fiele, der dritte Term, der 
kapillare Auftrieb (bzw. negative Abtrieb) ist 
entgegengesetzt gleich dem infolge der Kapilla- 
ritit tiber die Niveauebene gehobenen Fliissig- 
keitsgewicht. Hiernach kann bei stumpfem Rand- 
winkel w, unter Umstainden ein Ké6rper auf 
einer Fliissigkeit von geringerem spezifischen 
Gewicht schwimmen. 

Wird eine kreisférmige Scheibe C auf eine weite horizontale Ober- 
fliche von A in B gelegt (Fig. 5) und mit horizontal bleibender Basis, 


(15) 


Fig. 12. 
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die stets ganz mit A in Beriihrung sei, kontinuierlich senkrecht gehoben, 
so entspricht die am Rande der Scheibe ansetzende freie Rotationsflache 
wieder der Gleichung (11); die Meridiankurve verliuft asymptotisch an 
die Niveauebene, wahrend der Randwinkel y von A gegen die horizontale 
Basis der Scheibe kontinuierlich abnehmend zufolge der ersten Unglei- 
chung (9) nur bis zu dem durch (8) bestimmten Werte m4 heruntergehen 
kann, wobei dann die Fliissigkeit abrei®t. Bei groBem Flicheninhalt S 
der Scheibe ergibt sich die maximale Hohe z des Anhebens angenahert 
aus (13) fir c=1, p=, und zwar als unabhaingig von S und folgt 
das dabei tiber die Niveauebene gehobene maximale Fliissigkeitsgewicht 
+ dem Gewicht der Scheibe aus (16), indem dort VY = — 2,8 substituiert 


und V= V4, aus (14) mittels (422) = - + wo, berechnet wird. 


Bei der Adhasion zweier sehr nahe befindlicher gleicher horizontaler 
Platten, sie mégen etwa wieder kreisférmig vom Flacheninhalte S sein, 
vermége einer zwischen ihnen befindlichen diinnen und sie benetzenden 
Flissigkeitsschicht A vom Volumen V, ist fiir die angenihert durch (12) 
bestimmte Meridiankurve die Héhe z, die wir von der oberen Flache der 
Schicht rechnen, und damit auch dg/ds wenig veranderlich und daher die 
Kurve angenahert ein Halbkreis vom Durchmesser V4/S (Fig. 13). Nach 
(12) befindet sich dann die Niveauebene in einer Hohe z = — 4, die um- 
gekehrt proportional diesem Werte ist. Aus (15) entsteht wieder genau 
die Relation (16), wobei V4) = — Sz,, V = 0 einzusetzen ist, und folgt 
daraus der auf die obere Platte mitsamt ihrem Gewicht ausgeiibte Zug 
nach unten, und zwar als proportional mit S?/V4. Bei kleinem V4 kann 
daher eine auferst groBe Kraft zur Trennung der Platten nétig sein. 


Bi pacino eh 


77) 
RG : 


1% 
Pizzo! sible tasalas, 


Fig. 13. Fig. 14. Fig. 15. 


Sind dagegen die Randwinkel an den Platten stwmpf, so liegt die 
Niveauebene iiber der Schicht, es richtet sich die GréBe der von A be- 
deckten Fliche der Platten nach dem Werte von Vu, und es ist ein 
entsprechender Druck auf die Platten nétig, um ihre Distanz zu ver- 
ringern (Fig. 14). 

Stellt C eine auf beiden Seiten gleich beschaffene vertikale, der yz- 
Ebene parallele Platte von einer sehr groBen Breite L vor, die in A und B 
eintaucht, wobei aber der Stand der Trennungsflichen F,, beiderseits an 
C verschieden hoch sein kann (Fig. 15), so berechnet sich aus (15) die 
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Summe der zwei Drucke P> und P+ in Richtung der x-Achse, welche 
die Platte links und rechts, auf der Seite der kleineren bzw. der groéBeren x 
erfahrt; die zwei Randintegrale heben sich auf, die Flichenintegrale 
bleiben nur fiir den einerseits von A, andererseits von B bedeckten Teil 
der Platte tibrig. Steht A links bis zur Héhe z~-, rechts bis zur Héhe zt 
an der Platte, so resultiert als Gesamtdruck 


Pain) eT, (0 c=), 


wenn fiir die Form der Flache Fy, nach (13) links die Integrations- 
konstante c-, rechts ct in Betracht kommt. 

Tauchen jetzt zwei Platten C~ und Ct von gleicher Breite Z parallel 
zur yZ-Kibene und sehr nahe zueinander ein und kommt fiir den Meniskus 
in der xz-Ebene zwischen ihnen die Integrationskonstante c¢ in Betracht, 
wahrend jenseits von ihnen die Flichen F4, asymptotisch an die Niveau- 
ebene verlaufen moégen, also hier die betreffende Konstante den Wert 1 
hat, so werden die Platten mit einer Kraft 7'4,(¢ —1)L gegeneinander 
getrieben. Bildet nun A an beiden Platten spitze oder an beiden Platten 
stumpfe Winkel, so zeigt der Meniskus in der wz-Ebene zwischen den 
Platten notwendig eine Stelle mit horizontaler Tangente und ist daher nach 
(13):¢ > 1, es findet also eine scheinbare Anziehung der Platten statt und 
zwar, da c—1 nach (13) dem Quadrat der Steighéhe an jener Stelle 
proportional ist, angenahert umgekehrt proportional dem Quadrat des 
Abstandes der Platten. Buildet A an einer Platte spitze, an der anderen 
stumpfe Winkel, so entspricht einer gewissen Distanz der Platten ein 
labiles Gleichgewicht, das bei Annaherung der Platten (durch starkere 
Kriimmung des Meniskus) zu einer Anziehung, bei Entfernung zu einer 


AbstoBung fiihrt*). 


9. Ausschaltung der Schwerkraft. 
Die Wirkung der Schwere auf die Gestalt der Trennungsfliche von 
A gegen B erscheint nach (6) ausgeschaltet, wenn e, =, ist, die beiden 
Fliissigkeiten also gleiche Dichte haben. Dieser Umstand, an den schon 
Segner**) gedacht hat, wurde von Plateau**) vielfaltig benutzt, um 


reine Kapillarwirkungen zu studieren. 


*) Laplace, Suppl. a la théor. de Vact. capill. (De l’attraction et de la ré- 
pulsion apparente des petits corps qui nagent a la surface des fluides). — Poisson, 
Nouv. théor. de l’act. capill., chap. VI. — Allgemeinere Theoreme tiber Anziehung 
und AbstoBung schwimmender Kérper entwickelt W. Voigt, Kompendium der theor. 
Phys. 1, Leipzig 1895, S. 239. 

**) Siehe Anm. S. 311. 

**) Plateau, Mém. de l’Acad. de Belgique, 1843 bis 1868; Statique expérimentale 


et théorique des liquides (Gand 1873). 
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Kin Oltropfen, in eine gleich schwere Mischung von Wasser und 
Alkohol gebracht. nimmt nach (6) im Gleichgewicht die Figur einer Flache 
konstanter mittlerer Kriimmung an. Schwebt der Tropfen vollkommen 
frei, so zeigt er daher notwendig Kugelgestalt, denn die Kugel ist die 
einzige geschlossene singularitatenfreie Flache von 
konstanter mittlerer Kriimmung*). Ist die Ober- 
flache des Tropfens nicht allseitig geschlossen, 
sondern lehnt sie sich teilweise an eingetauchte 
Rotationskérper an, so mag sie sich als eine 


Rotationsflache um die beziigliche Achse bilden. 
Sind nun auf einer beliebigen Normale der 
Meridiankurve dieser Fiche nacheinander (Fig. 16) 
P der Punkt der Kurve, M@ das Kriimmungszen- 
trum, N der Treffpunkt mit der Achse, also 
PM, PN die zwei Hauptkriimmungsradien der Rotationsfliche und ist 
endlich @ derart gelegen, da8 PN@QM vier harmonische Punkte sind, also 
1 1 2 
Pmt PN~ PQ 

ist, so muB nach (6) oder (11) die Linge PQ konstant ausfallen; das 
Spiegelbild Q* von @ an der Achse liefert daher eine konstante Summe 
PN+ NQ*¥= PQ, wihrend PN und N Y* entgegengesetzt gleiche Neigung 
gegen die Achse zeigen. Lassen wir nun P die Meridiankurve beschreiben 
und konstruieren fortwahrend in der dargelegten Weise NV, Q, Q*, so wird, 
weil PQ konstant ist, @ eine Parallelkurve zur Meridiankurve beschreiben, 
daher die Bewegung von @ stets normal zu NP und also die spiegel- 
bildlich dazu an der Achse verlaufende Bewegung von Q* stets normal 
auf NQ* sein. Daraus ist ersichtlich, da& die Meridiankurve unserer 
Rotationsflaiche durch den Brennpunkt P eines bestimmten Kegelschnittes 
erzeugt wird, den man ohne Gleiten auf der Rotationsachse abrollen liBt, 
dessen anderer Brennpunkt @* und dessen doppelte groBe Achse PQ ist**). 

Wird der Tropfen durch zwei mit den Zentren vertikal tibereinander 
hiegende horizontale Scheiben oder Ringe gestiitzt, so kénnen durch Ab- 
anderung der Distanz dieser Stiitzen sowie der zwischen ihnen befindlichen 
Olmasse die verschiedenen Formen dieser Rotationsflachen konstanter 
mittlerer Kriimmung erzielt werden, das Unduloid in den Grenzen Kugel — 
Zylinder — Katenoid, das Nodoid in den Grenzen Katenoid — Kugel, welche 
baw. einer rollenden Ellipse oder Hyperbel und den Grenzflachen Strecke, 


*) Vgl. Liebmann, Math. Ann. 53, S. 81. 

**) Ch. Delaunay, J. de math, (1) 6 (1841), p. 309. — Die Literatur tiber die 
Flachen mittlerer Kriimmung bis 1869 bespricht ausfiihrlich Plateau (Statique des 
liquides 1, p. 181). 


Q Fig. 16. 


Kapill aritat. 391 


Kreis, Parabel entsprechen (Fig. 17). Dabei werden auBerhalb an den 
Ringen sich jedesmal noch Kugelkalotten von der namlichen mittleren 
Kriimmung wie der dazwischen befindliche Tropfen ansetzen. Das Katenoid 
ist hier eine stabile Gleichgewichtsfigur, nimlich 

wirklich eine Flache von kleinstem Flacheninhalt bei ee ees 
gegebener GroBe des zwischen den zwei Basiskreis- ‘ 
flachen gehaltenen Volumens, nur so lange die Tan- 
genten in den zwei Endpunkten der sie erzeugenden New, 
Meridiankuryven ihren Schnittpunkt vor der Rotations- 

achse finden*), und die Zylinderfliche ist in dem- 


Unduloid 


selben Sinne stabil, nur so lange die Hohe des Zylin- eee 
ders nicht den Umfang des Querschnitts erreicht**). 
Wird der freischwebende und eine Kugelgestalt momen: 
bildende Oltropfen mit Hilfe einer in das Ol einge- 
tauchten Scheibe in gleichférmige Rotation um eine Nodoid 


Achse — etwa die z-Achse — gesetzt, so entsprechen 
wachsenden Werten der Winkelgeschwindigkeit der 
Rotation verschiedene Gestalten des Tropfens; er erscheint zuerst ellipsoi- 
disch, vertieft sich oben und unten, endlich lést sich am Aquator ein Ring 
ab, der an der Rotation teilnimmt*** #), Denkt man sich, was freilich dem Ver- 
suche nur unzureichend entspricht, es rotiere nur der Tropfen A, nicht die 
umgebende Fliissigkeit B, und behandelt die Bewegung von mitrotierenden 
Koordinatenachsen aus unter Hinfiihrung des Potentials der Zentrifugalkrafte 


—*e, fray, so erhailt man (mit Bezeichnungen wie in (11)) als Glei- 


Fig. 17. 


A : 
chung fiir die Meridiankurve des rotierenden Tropfens: 


2 
Tap OG = daa—Feut (Ga te). 

Hieraus bestimmt sich 2 als hyperelliptisches Integral in r vom Ge- 
schlecht 2 und kommt man je nach den Werten von w auf spharoidische 
oder ringférmige Flachen+). — Hinen Vergleich der hier auftretenden 
Figuren mit den Gestalten gravitierender in stationarer Rotation befind- 
licher Fliissigkeitsmassen kénnte man allenfalls zustande bringen, indem 


man von Fernkriften mit dem Ausdrucke — poe (¢ > 0) als Potential 


fiir zwei Masseneinheiten in der Distanz r ausgeht, woraus einerseits 
*) L. Lindeléf in Moigno-Lindeléf, Calcul des variations, Paris 1861, 
p. 209, 231. — Poincaré, Capillarité, p. 66. 
**) Plateau, Statique des liquides 2, chap. IX.— Poincaré, Capillarité, p. 95. 
**) Plateau, Mém. de l’Acad. de Bruxelles 16 (1843). 
+) Beer, Einl. in die math. Theorie der Elastizitit u. Kapillaritit, Leipzig 1869. 
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Gravitation, andererseits Oberflachenspannung als die zwei Grenzfalle c = 0 


und ¢ = oo folgen. 


10. Fliissigkeitshaute. 


Unter Umstiinden kann eine Fliissigkeit A in einem Medium B langere 
Zeit hindurch als eine diinne Haut mit zwei einander sehr nahen Trennungs- 
flichen gegen B bestehen. Die Dauerhaftigkeit solcher Fltissigkeitshaute 
beruht nach Plateau*) auf einer vornehmlich nach den Grenzschichten 
hin hervortretenden gallertartigen Beschaffenheit (Oberflachenviskositat). 
Diese wieder erklart sich durch eine andere Verteilung der stofflichen 
Bestandteile in den Oberflichenschichten als im Inneren der Haut, wodurch 
jene Schichten eher die EHigenschaften eines festen Kérpers als einer 
Fliissigkeit haben**). In Hauten von sehr geringer Dicke wird dann ein 
FlieBen des Inneren zwischen den Oberfliichenschichten auferordentlich 
durch die innere Reibung der Fliissigkeit verzdgert***) und dadurch eine 
Variation des gegenseitigen Abstandes der zwei Trennungsflachen sehr 
erschwert. Sind Pgz, Fiz die Flicheninhalte der zwei Seiten der Haut, 
so ist alsdann zum Gleichgewicht der Haut das Minimum der potentiellen 
Energie 

Tan(Fas + Fiz) +9(0,— 0,) f edv + 90, | #dv 
A A+B 

ganz allein in bezug auf solche virtuelle Verriickungen von A zu fordern, 
wobei die normalen Abstaénde der zwei Trennungsflachen ungedndert 
bleiben; denn andere Verriickungen sind als unausfiihrbar anzusehen. Diese 
Forderung kommt nun, wenn noch die Dicke der Haut als verschwindend 
zu betrachten ist, im Hinblick auf (3), (4), (5) einfach darauf hinaus, 
daB fiir die Haut 274,45 oder also F'43, darunter die ganze Ausdehnung 
der Haut verstanden, ein Minimum sein soll. Wird z. B. ein Rahmen, 
irgendwie aufgebaut aus festen Draihten, beweglichen Faden, als Stiitze 
dienenden festen Oberflachen, in eine Seifenlésung getaucht, so spannt sich 
hiernach innerhalb der vorgeschriebenen festen und verinderlichen Grenzen 
die Seifenlésung in der Form einer Minimalfliche (Artikel von Lilienthal, 
Enzyklopadie II D 5, 8. 307) aus, und man trifft hier einen der seltenen 
Fille an, daB ein rein mathematisches Gebiet aus einer verhaltnismabig 
leichten Experimentierkunst die vielseitigste Anregung zu schépfen ver- 
mocht hat. 

*) Plateau, Statique des liquides 2, chap. VII. 

“) Marangoni, Nuovo Cimento (2) 5, 6 (1871/72); (8) 8 (1878). — Lord Ray- 
leigh, Proc. Roy. Soc. 48 (1890), p. 127 (Sc. papers 3, p. 368). 


*"*) Vgl. die beziiglichen Rechnungen bei Gibbs, Equilibrium of heterogeneous 
substances, p. 475. 
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Als Differentialgleichung fiir die Form der Haut erhalt man 

1 1 

(17) R, as re = 0, 

wahrend fiir ihren Rand, soweit er nicht fest vorgeschrieben ist, die Be- 
dingung resultiert, auf die dazu dargebotenen Flachen senkrecht aufzu- 
treffen. Dabei kénnen sich infolge der vorgeschriebenen Grenzbedingungen 
Kreuzungsstellen der Haut in ihrem Verlaufe als notwendig erweisen; in 
stabilem Gleichgewicht kénnen aber niemals mehr als drei Lamellen lings 
einer Kurve und zwar dann immer nur unter gleichen Flachenwinkeln, 
also von 120°, zusammentreffen und héchstens vier, und zwar mit gleichen 
Raumwinkeln um einen Punkt herum ansetzen*). So bildet sich z. B. in 
dem Kantengeriist eines reguléren Tetraeders eine Seifenhaut, bestehend 
aus sechs ebenen Lamellen, den sechs Dreiecken vom Schwerpunkt des 
Tetraeders aus nach den einzelnen Kanten, dagegen entsteht innerhalb des 
Kantengertists eines Wiirfels jedesmal eine Flache, die nicht alle Sym- 
metrien des Wiirfels tibernimmt, sondern ein beliebiges Paar seiner Seiten- 
flaichen begiinstigt (Fig. 18)**). 

Hs ist eine charakteristische Eigenschaft der Minimalflachen, daB ihre 
Abbildung durch parallele Normalen auf eine Kugelflache eine konforme 
mit Umlegung der Winkel ist. Soll nun die Begrenzung der Minimal- 
flaiche ein gegebener geschlossener Streckenzug sein 
oder allgemeiner, soll sie stiickweise in vorgeschrie- 
benen Geraden oder Ebenen verlaufen, so miissen die 
Geraden Asymptotenkurven auf der Fliche werden und 
die Ebenen Kriimmungskurven aus ihr herausschneiden, 
und jene spharische Abbildung wird ein Kreisbogenpoly- 
gon von bekanntem Umri8. Die analytische Bestimmung 
der fraglichen Minimalflache erfordert die konforme 
Abbildung dieses Polygons auf eine Halbebene, diese Abbildungsaufgabe 
hingt von einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen 
Funktionen als Koeffizienten ab, und schlieBlich soll man eine endliche 
Anzahl von Parametern, die in diese Gleichung eingehen, den Lingen und 
Winkeln des gegebenen Rahmens entsprechend einrichten, worin transzen- 
dente Relationen liegen, deren Theorie erst in Spezialfallen zu_befriedi- 
gendem Abschlu8 gebracht werden konnte***). 

Plateau+) und in der Folge H. A. Schwarz***) haben eine Menge 
yerschiedenartiger Minimalflichen (z. B. das Katenoid innerhalb zweier senk- 


*) Lamarle, Mém. del’Acad. de Belg. 35, 36. — Plateau, Statique des liquides 1, 


chap. V. **) Plateau, lc. p. 318. 
*) Vogl. H. A. Schwarz, Gesammelte math. Abh. 1, Berlin 1890. 


+) Siehe Anm. 8. 319. 
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recht iibereinander gehaltener Kreisringe, eine Schraubenflache innerhalb 
eines Glaszylinders zwischen zwei Erzeugenden) durch Seifenlamellen 
realisiert und zugleich die Grenzen ihres extremalen Charakters sowie die 
Umlagerungen bei eintretender Instabilitét theoretisch wie experimentell 
festgestellt. — Innerhalb eines Drahtes, der in den sechs Kanten eines 
geraden, regelmaBigen, sechsseitigen Prismas und den sie abwechselnd in 
der einen und der anderen Grundfliche verbindenden Seiten ausgespannt 
ist, bildet sich, falls die Prismenkanten im Verhiltnis zu den Basisseiten 
hinreichend lang sind, eine Lamelle aus, die auf der Mittellinie des Prismas 
einer der zwei Grundflachen wesentlich naher liegt und die durch ein 
leichtes Schtitteln in das Gegenbild in bezug auf die andere Grundflache 
iiberspringt; diese auffallende Erscheinung soll aber ganz allein auf die stets 
vorhandenen geringen Unvollkommenheiten der Modelle zu schieben sein. 

Fiir die Stabilitat einer Flissigkeitshaut in einem festen Rahmen ist 
die Bedingung die, da8 keine unendlich nahe Minimalflache durch irgend- 
ein auf der Flache liegendes geschlossenes Kurvensystem méglich ist*). 
Fiir den Fall beweglicher Grenzen geben die allgemeinen Kriterien von 
Hilbert**) beziiglich des Vorhandenseins eines Extremums AufschluB 
tiber die Stabilitit. 

Indem man geeignet verfahrt, kann man innerhalb eines festen Rahmens 
auch Seifenlamellen einspannen, in denen vollstandig geschlossene Flaichen 
(Blasen) auftreten. (Zum Beispiel kann man innerhalb des Kantengeriists 
eines Wiirfels eine Seifenhaut herstellen, welche aus einer innen schwebenden 
geschlossenen nach aufen gekriimmten Fliche mit den 
Symmetrien des Wiirfels und zwélf, deren Schneiden mit 
den entsprechenden Wiirfelkanten verbindenden trapez- 
artigen, ebenen Lamellen besteht (Fig. 19)***).) Dabei 
enthilt jede geschlossene Blase BO ein ganz bestimmtes 
Luftquantum bei irgendeinem Volumen V und irgend- 

Fig. 19. einem Druck p®, und ist demgemai8 zur potentiellen 

Energie des gesamten Systems jedesmal noch der ent- 
sprechende Term — pV hinzuzufiigen. Dadurch folgt dann fiir eine 
Seitenflache der Blase, auf welche auf der anderen Seite ein Druck p® 
herrscht, in Anbetracht der zwei Trennungsflichen der Lamellen anstatt 
(17) allgemeiner und im Einklang mit (10): 


Ones rye es 
Pp p Fi dase 


*) H. A. Schwarz, Acta soc. scient. Fennicae 15 (1885), p. 315 (Ges. math. 
Abh. 1, 8. 223). 
**) Hilbert, Gétt. Nachr. 1905, S. 159. 
=) Plateau, lace pesole 
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wo die Kriimmungsradien positiv bei nach auBen konvexer Kriimmung 
zu rechnen sind; zur Festlegung der p® dienen der Wert des duBeren 
Druckes sowie die Betrige der einzelnen eingeschlossenen Luftquanta. Die 
Randbedingungen beim Zusammentreffen dreier Flachen sind dieselben wie 
im friiheren Falle nicht geschlossener Lamellen. So lassen sich z. B. mit 
Hilfe zweier fester Ringe wieder alle Formen des Unduloids und Nodoids, 
geschlossen durch angesetzte Kugelkalotten, erzielen. Eine einzelne freie 
Seifenblase hat notwendig Kugelgestalt und ist der Uberdruck innen um- 
gekehrt proportional ihrem Radius und der Proportionalititsfaktor das 
Vierfache der Oberflachenspannung. 


11. Stabilitét einer Trennungsfliche. 
Fiir das stabile Gleichgewicht einer Trennungsflache F,,, die bereits 
der friiher erdrterten Bedingung _ = O0(w =0) in jeder von einem 


Parameter w abhangenden und durch sie hindurch fiihrenden Schar von 
virtuellen Verriickungen entspricht, ist weiter der definit-positive Charakter 
der zweiten Ablectung der potentiellen Energie nach dem Variationsparameter w, 
d.i. die Ungleichung: 
a? is 

(18) FRRICS 0 fiir w = 0 

erforderlich. Nehmen wir an, der Rand von Fy, sei festzuhalten, so daf 
das Kurvenintegral in (3) fortfallt, so folgt durch Differentiation nach w 
aus (3), (4), (5) im Hinblick auf (6): 


aE Fay | 1 ae 
du? =f N{ Pas? Ge ep = + 9(04— es) 50} 4F 
F4B 


Hiervon sei eine spezielle Anwendung gemacht. Die Tren- 
nungsfliche falle in die Niveauebene z=0. Die Fliissigkeit B 
befinde sich oberhalb A in einem nach unten offenen GefiBe, sei 
aber schwerer als A, also 9, > 0, (Fig. 20). Hier ist fiir die variierten 
Flachen 


d(1 Wey Le ge 
2= Nw (mod wv’), int aiSs ee 


a2 (anod w), 


(wobei durch das Zeichen = und den Zusatz (mod w*) baw. (mod w) eine 
Gleichheit bis auf Glieder von der Ordnung w? bzw. w angedeutet werden 
soll), und kommt die Bedingung (18) auf 


(19) fat — Lap (Ga +5) 9(0,—0,) N} af > 0 


FAB 
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hinaus, wahrend die Konstanz des Volumens V, die Gleichung 


(20) | Naf =0 
FAB 
erfordert und ferner N am Rande von Fy, durchweg Null sein soll. 

In einer mehr elementaren Ausfiihrung sagt Maxwell*), der Inte- 
grand in (19) miisse durchweg > 0 sein, was iiberhaupt niemals fiir den 
ganzen Umfang der hier zuzulassenden Funktionen N zu erzielen ware. 

Ist die Offnung des GefaBes ein Kreis vom Radius R um den Null- 
punkt, so tragt man der Bedingung des Verschwindens von N(a#, y) am 
Rande in allgemeinster Weise Rechnung durch den Ansatz: 


N(r cos, 7 sin g) -> paok (2) (4,,,cosmg + b,,,sinmg), 
ine) Fd 
worin J,,(4) die Besselsche Funktion erster Art von der Ordnung m 
und 4,4, Amey--+ ihre der GréBe nach geordneten positiven Nullstellen 
bedeuten**). Aus (19) entsteht dann 


ao ao 242 
FBS SCRE Lia— 9¢— 0d) Tnsilnd de + bbs) > 0, 
m=0 k=1 
wahrend aus (20) die Gleichung: 


2a Rt >) Ee a, = 0 


k=1 


wird. Nach der GréBenfolge der 4,,, kommt die Forderung hier in der 
Tat auf das von Maxwell angegebene Kriterium fiir Stabilitat hinaus, daB 


Ty3 
Rice 9(@3 — @4) 


sein soll. Benetzt B die GefaBwand, so kann die obere Grenze hier 


ot Vig geschrieben werden, wenn h,, die mittlere Steighdhe in einer 


V 
Kapillarréhre vom Radius 1 ist (vgl. Nr. 7)***); die Konstante 2,,///2 hat 


den Wert 2,709... 
Ist die Offnung des GefaBes ein Rechteck mit den Seiten a, 6 und 
a =>b, so wird fiir die Stabilitét des Gleichgewichtes 


4 il 
e (= an ) Pip— 92-04) >9 


*) J. C. Maxwell, Scientific papers 2, p. 585. 
**) Vgl. Die part. Differentialgl. d. math. Physik, nach Riemanns Vorl. neu 
bearbeitet von H. Weber, 2, S. 262; 1, S. 164. 
*"*) Beobachtungen von Duprez (Mém. de l’Acad. de Belgique 26 (1851), 28 (1854)) 
sind in Ubereinstimmung mit diesem theoretischen Ergebnisge, 
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erfordert, woraus zugleich fiir a —oo die entsprechende Bedingung in 
bezug auf einen langen Spalt ersichtlich ist. 


12. Kapillarschwingungen. 

Im Gleichgewichtszustand befinde sich A ganz unterhalb, B ganz ober- 
halb der Niveauebene z= 0, und ihre unbegrenzt gedachte Trennungsfliche 
fiihre nunmehr unter HinfluB der Oberflichenspannung und der Schwere 
flache Schwingungen 

2= éf (a, y, t) (mode?) 

aus, worin ¢ einen Parameter in gewisser Umgebung von 0 bedeutet. In 
A wie in B mégen Geschwindigkeitspotentiale = ep, baw. = ep, (mod ¢”) 
gelten, welche der Laplaceschen Differentialgleichung geniigen und deren 
negativ genommene Differentialquotienten nach den Koordinaten die be- 
ziiglichen Geschwindigkeitskomponenten darstellen. An der Trennungs- 
fliche haben wir einerseits fiir A, andererseits fiir B erstens die kine- 
matische Forderung einer zur Flache tangentialen Relativgeschwindigkeit, 
zweitens fiir den dort geltenden Druck = p, + ep, baw. = py + ep, (mod é”) 
das Integral der lebendigen Kraft und bestimmt sich drittens die Druck- 
differenz =«(p,—p,) (mod é) als Kapillardruck gema® (10). Fiir 
lim ¢ = 0, d.h. fiir unendlich flache Wellen werden diese Beziehungen: 


Gee Cor 


of oP og Pp ap Pzp O09 
of aa ae ee a= = — gf, (2 = 0), 


2 2 
By—Py=— 245 ($5 + Fa): 

Soll noch A fir limz=— ov, B fiir limz=-+ oo ruhen, so wird 
allen hier genannten Bedingungen in einer Weise, die zur additiven Kon- 
struktion ihrer allgemeinen Auflésung hinreicht, durch den partikuldren 
Ansatz: . . 

f= RCMP, y)), pa=R(—Ler ek), p= R( Goh itF), 
C8 Bement ds 
Ox* * Oy? 
geniigt, worin 6, k reelle positive Konstanten sind, # das Zeichen fiir den 
reellen Teil der dahinter aufgefiihrten GréBe ist und wo dann noch aus 
den letzten Relationen die Beziehung: 


(21) 
zwischen k und o folgt. 

Wellen, die von y nicht abhingen, folgen bei dem Ansatze F’= Ce 
und damit ist 4 = 2 die Lange horizontal-zylindrischer, in einer Richtung 


+#?F=0 


(4)-+4 Tgp k 
eo, +o, k C4 t+ ez 


tk(x— 2) 
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fortschreitender oder auch stehender Wellen von der Schwingungszabl — 


Diese Beziehung (21) haben Lord Kelvin*), ferner Kolaéek**) gegeben; 
sie findet Anwendung auf die Fortpflanzung von Wellen einer unbegrenzten 
Wasserflache unter der gemeinsamen Wirkung 
von Schwere und Kapillaritét ohne Wind, 
ferner auf solche erzwungene stehende Ka- 
pillarschwingungen, bei denen die Knoten- 
linien als parallele Geraden gelten kénnen***). 

Der Gleichung (21) zufolge hat, 9, >0, 
vorausgesetzt, die Fortpflanzungsgeschwindig- 


: 6 : ke a : . 
keit c=-- ein Minimum c,, bei einer ge- 


k 
wissen Wellenlinge 4,, mit welchen GrdfSen 
O 4 dann (21) sich 
Fig. 21. Ck fh a, hy 
(ha) a Saee 


schreibt. (In Fig.21 ist die hierdurch bestimmte Kurve in 4 und ¢ nebst 
den Kurven ¢?/¢? = a Ald und ¢ => 4,,/4 dargestellt, um die Wir- 


kungen von Schwere und Kapillaritét zu vergleichen.) Mit einem jeden 
Werte c>c¢,, vertragen sich alsdann zweierlei Wellenlangen, eine ktirzere 


4,<4,, und eine lingere 4, > 4,,, wobei die Quotienten 2 und . reziprok 
sind. Die Wellen mit 4<4,,, bei denen in (21) der Term mit 743 gegen- 
tiber demjenigen mit g tiberwiegt, bezeichnet Lord Kelvin cs »ripples“. 
Fiir Wasserwellen in Luft ist etwa 2,,=1,75cem, ¢, = 23,2 = 


sec 

Lord Kelvin erérterte ferner den Hinflu8 des Windes auf die Ge- 
schwindigkeit von Wasserwellen. Hierbei wird die Annahme gemacht, daB 
die obere Fltissigkeit B fiir lim z= oo mit einer gegebenen Geschwindig- 
keit w in Richtung der x-Achse fortschreitet. Bei der Wellenlinge 4 sind 
alsdann zweierlei Be aA clues 


ou = ;f,44Ve- ate (e-2) 


moéglich, wo ¢ die durch (21a) bestimmte Geschwindigkeit fiir w= 0 ist. 
Kin imaginirer Wert der Quadratwurzel hier wiirde bedeuten, daB die un- 
veraindert als Ausgangspunkt zu nehmende komplexe Partikulirlisung 


*) W. Thomson, Phil. Mag. (4) 42 (1871), p. 868; Edinburgh Proc. Roy. Soc. 
1870/71, p. 374. 


™*) Kolacek, Ann. Phys. Chem. 5 (1878), S. 425; 6 (1879), S. 616. 


*“*) Vgl. die ausgedehnten Versuchsreihen von L. Grunmach, Wiss. Abh. 4. 
kais. Normaleichungskommission, Berlin 1902, S. 101. 
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nunmehr in ihrem reellen Teile Wellen mit bestiindig zunehmender Ampli- 
tude darstellt. Diese Instabilitit kommt fiir simtliche Wellenlingen nicht 
in Frage, sowie u < zeta Cry ist. 

e? 

Denkt man sich wieder A in horizontal-zylindrischer, von y nicht 
abhangender Bewegung derart, daB das von z= 0 wenig abweichende, im 
tibrigen aber véllig willktirlich angesetzte Wellenprofil von A gleichférmig 
mit der Geschwindigkeit c in der a-Richtung fortschreitet und anderer- 
seits A fiir =—oo ruht, so gewinnt man durch das Integral der 
lebendigen Kraft an der Oberfliche von A und andererseits den Kapillar- 
druck eine Integralgleichung (Fouriersches Integral), um das Wellen- 
profil gerade einer willkiirlich angenommenen Verteilung des AuBeren 
Druckes p, an der Oberflaiche anzupassen. Insbesondere wirkt eine mit 
einer Geschwindigkeit ¢ > ,, in der x-Richtung schwimmende zur y-Achse 
parallele Gerade, welche an ihrem Orte den Gesamtbetrag des Druckes 
auf die Lingeneinheit um P vermehrt, wahrend sonst der Druck p, kon- 
stant sel, genau wie eine sprungweise Zunahme des Richtungskoeffizienten 
dz/dx des Wellenprofils um den Betrag 2P/74, und ruft in einiger Ent- 
fernung vor sich her einfach-harmonische Wellen von der Linge 4, (< 4,,), 
hinter sich von der Linge 4,(>4,,) hervor. — Hine gegen ihre Fort- 
schreitungsrichtung eimen Winkel - — @ bildende Drucklinie wirkt dann, 


als wenn sie nur senkrecht gegen sich die Geschwindigkeit ¢cos 6 hat, 
woraus durch eine Integration nach @ sich die Wirkung eines gleichformig 
mit der Geschwindigkeit ¢ schwimmeénden, druckvermehrend wirkenden 
Punktes berechnet und insbesondere sich zeigt, daB ein solcher eine keil- 
formige Wellenfront (man denke an das Bild von Schiffswellen) mit dem 


durch ¢c cos 6 =c,, bestimmten Offnungswinkel 2 (= — 6) vor sich hertreibt*). 


Die Beriicksichtigung der inneren Reibung wird fiir flache, in einer 
Richtung fortschreitende Wellen auf einer reimen Wasseroberflache derart 
za geschehen haben, da8 an der Oberfliche die Schubspannung gleich 
Null angenommen, die Zugspannung dem Kapillardruck entsprechend be- 
rechnet wird. Ist wu der Reibungskoeffizient und v = w/o,, so findet man 
zu gegebener Wellenlinge 4 anstatt der friiheren Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit c, wofern @ = 2av/cd klein ausfallt, (fiir Wasserwellen ist 
id = 0,0048 em), eine modifizierte Wellengeschwindigkeit = e(1 — V29°), 

ue 822v 
wihrend zugleich die Amplituden einen Dampfungsfaktor e * , also eine 
Relaxationszeit 


*) Lord Rayleigh, Proc. Lond. Math. Soc. 15 (1883), p. 69 (Sc. papers 2, p. 258). 
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os (= 0,712 2? sec fiir Wasser) 
aufweisen*). fin 

Die beruhigende Einwirkung von Ol auf Wasserwellen wird dadurch 
erklart**)***), daB zunachst infolge Uberwiegens der Oberflachenspannyng 
von Wasser gegen Luft tiber die Summe der zwei Oberflachenspannungen 
von Ol gegen Wasser und gegen Luft das Ol sich zu einer au8erst diinnen 
Haut auf dem Wasser auszieht und fiir die Oberflachenschicht mit der 
Beimengung von Ol dann elastische Eigenschaften zutage treten; ihre 
Spannung bleibt nicht linger konstant, sondern wichst, wenn die Dicke 
durch Streckung weiter zu reduzieren gesucht wird; dadurch wirkt sie 
gleichsam wie eine biegsame und schwer dehnbare Membran und hindert 
durch ihren Zug auf das darunter befindliche Wasser die freie Entfaltung 
und Fortpflanzung der Wellen. Infolgedessen ist, wenn man den Hinflu8 
der inneren Reibung ermitteln will, nicht mehr, wie im Falle einer reinen 
Wasseroberfliche, mit der Grenzbedingung an der Oberflache zu rechnen, 
daB dort die Schubspannung Null ist, sondern eher mit der anderen, daB 
dort die horizontale Geschwindigkeitskomponente Null seiy). Fir diesen 
anderen extremen Fall ergibt sich eine gegen die vorhin betrachteten 
Umstinde im Verhiltnis 4//26:1 kleinere Relaxationszeit. 

Die kleinen Schwingungen einer Trennungsfliche von der Gestalt 
eines Kreiszylinders behandelte Lord Rayleighy}}), um von da aus die 
Stabilitét der Fliissigkeitsstrahlen beurteilen zu kénnen. Die Schwere wird 
nicht beriicksichtigt. Es sei A innerhalb, B auBerhalb des Zylinders be- 
findlich, R der Radius des Zylinders, seine Achse die z-Achse, und 

r=R-+ ef(z, 6, t)(mode*), (@+iy=—re®), 
im lime = 0 seine Schwingungsgleichung. Wird der auBere Druck in B 
konstant angenommen, was damit gleichwertig ist, 9,0 zu nehmen, so 
kann man fiir das Geschwindigkeitspotential in A den partikularen Ansatz 

Eft (Ce ts—ot+me) J kr)) (mod é*) 

machen, wobei J,, die Besselsche Funktion erster Art von der Ordnung m 
bedeutet, und man gelangt durch die kinematische Bedingung und anderer- 
seits die Druckgleichung an der Oberflache zu der Relation 


» _ thRIL (KR) Tap 
o* = ~ dakbis a at m? — 1) 0, BR 


*) Vgl. H. Lamb, Hydrodynamics, 3"? ed., Cambridge 1906, p. 563. [Deutsche 
Ausgabe, bes. v. J. Friedel, Leipzig 1907, 8. 699.] 
**) Reynolds, Brit. Assoc. Rep. 1880 (Sc. papers 1, p. 409). 
***) Aitken, Edinburgh Roy. Soc. Proc. 12 (1883), p. 56. 
+) H.Lamb, Hydrodynamics, 3**ed., Cambridge 1906, p.570. [Deutsche Ausg., 9. 709. 
tt) Lord Rayleigh, Lond. Proc. Math. Soc. 10 (1878), p. 4; Proc. Roy. Soc. 
29 (1879), p. 71 (Sc. papers 1, p. 361, 377; Theory of sound, 2™¢ ed. chapt. XX); in 
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Fir m=0 wird o <0, falls kR<1 ist, was den instabilen Cha- 
rakter von Stérungen bedeutet, deren Wellenlange 27/k den Umfang des 
Zylinders iiberschreitet. Die Instabilitat wird infolge des Faktors el?! in 
den Amplituden am gréBten, wenn dabei |o| am gréBten ausfallt, was auf 


“™ = 4,51><2R hinfihrt, so daB fiir Schwellungen und Kontraktionen 
von dieser Wellenlinge die Tendenz des Strahls A zum Zerfallen in Tropfen 
am starksten ist. 

Nach &hnlichen Prinzipien behandelt Lord Rayleigh*) den Fall 
0,=9, @,>0, wobei sich als die Wellenlinge gréSter Instabilitat 
27 = 6,48 >< 2B ergibt. 

Das erste Ergebnis findet Anwendung auf das Zerfallen eines Wasser- 
strahls in Luft, das zweite auf das ZerreiBen eines durch Wasser geschickten 
Luftstrahls. Die Schwingungen fiir m= 2, 3,4 treten praidominierend 
hervor, wenn der Strahl aus einer Offaung von elliptischer, dreieckiger, 
quadratischer Form austritt. 

Die kleinen Schwingungen einer Trennungsfliche von der Gestalt einer 
Kugel erledigen sich ausgehend von dem gleichzeitigen Ansatze**)***) 


— Cr” CUR ts se 
a= (Spe nO We), op Raa part Ya WOH), 
; : : : dp, dp, 6 
wobei der kinematischen Bedingung ~~ = an der Oberflache Rech- 


nung getragen ist; darin bedeuten r, 89, Polarkoordinaten vom Kugel- 
zentrum, Y,,(0, ~) die Kugelflachenfunktion m‘* Ordnung, R den Radius 
der Kugel. Hs stellt sich alsdann 


T'4 


6? = m(m + 1)(m — 1)(m + 2) ((m + 1)e4 + meg) B® 


heraus. Das Ergebnis findet Anwendung auf die Schwingungen eines 
Wassertropfens in Luft, einer Luftblase in Wasser; in abfallenden Tropfen 
treten durch ein Nachwirken des AbreiBens der Tropfen noch die Schwin- 
gungen 3. Ordnung (m = 3) hervort). 


Phil. Mag. 34 (1892), p. 145 (Sc. papers 3, p. 585) wird noch der Einflu8 der inneren 
Reibung der Fliissigkeit in Betracht gezogen. 
*) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 34 (1892), p. 177 (Sc. papers 3, p. 594). 
**) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 29 (1879), p. 71 (Sc. papers 1, p. 377). 
**) Webb, Mess. of math. 9 (1880), p. 177. 
+) Lenard, Ann. Phys. Chem. 30 (1887), S. 209. 
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Il. Kapillaritat als raumlich verteilte Energie. 
13. Die Hypothese der Kohiasionskrifte. 


Die Kapillaritiitserscheinungen ergeben sich als notwendige Folge- 
rungen aus einer Hypothese, wonach zwischen zwei materiellen Teilchen 
gleicher oder verschiedener Substanzen neben der Gravitation noch eine 
andere, nur von der Distanz abhingende Anziehungskraft in der Verbin- 
dungslinie wirksam ist, die man Kohdsionskraft nennt und deren Gesetz 
irgendwelcher Art sein mag, nur da sie mit wachsender HEntfernung 
derart rasch abnimmt, daB sie bereits auf eine iuBerst kleine, mikrosko- 
pisch nicht wahrnehmbare Distanz ganz auBer Betracht fallt. 

Zunichst wurde das Ansteigen von Fliissigkeit in einer kapillaren 
Réhre allein mit einer von der Réhre auf die Flissigkeit ausgetibten An- 
ziehung erklart, die nach der Unabhingigkeit der Erscheinung von der 
Dicke der Réhre nur von den der Wand niachstgelegenen Partikeln aus- 
gehen konnte*). Clairaut**) erkannte es als notwendig, eine Anziehung 
der Fliissigkeitsteilchen untereinander mit in Riicksicht zu ziehen. 
Laplace***) konnte sodann eine vollstiindige Theorie der Kapillaritat 
einzig mit der vorhin skizzierten Hypothese iiber die Kohiasionskrifte 
aufbauen. 

Laplace berechnete fiir eine Fliissigkeitsmasse, deren Teile gemaB 
jener Hypothese koharieren, in der Hauptsache das Potential der Kohi- 
sionskrafte fiir eine Stelle der Oberflache und fand es als eine lineare 
Funktion der mittleren Kriimmung daselbst. Er betrachtete zuniichst das 
Potential einer Kugel auf eine Stelle der Oberflache, ging von da zum 
Potential eines durch zwei unendlich nahe Meridianschnitte der Kugel 
gebildeten Keiles iiber und approximierte endlich eine beliebige Fliissig- 
keitsoberfliiche in der Nahe eines Punktes durch die dort aus den Kriim- 
mungskreisen der Normalschnitte erzeugte Flaiche, d. i. ungefahr durch 
das Oskulationsparaboloid. Die Differentialgleichung einer freien Ober- 
flache erhielt er nunmehr aus dem Satze der Hydrostatik, wonach diese 
bei konstantem ‘iuBSeren Drucke eine Fliche konstanten Potentials aller 
wirkenden Krifte ist‘). 

*) Hawkesbee, London Trans. R. Soc. 26, 27 (1709—1713). 

**) Clairaut, Traité sur la figure de la terre, Paris 1743, chap. X. 

™*) Laplace, Théorie de lVaction capillaire. 

+) Genauer gesagt, verfuhr Laplace so: er dachte sich in der Flissigkeit einen 
unendlich schmalen Kanal gelegt, der am Anfang und Ende senkrecht gegen die 
Oberfliche einmitindet, berechnete den durch die Kohiisionskrifte zustande kommen- 


den Druck auf einen Querschnitt des Kanals und brachte endlich das ,,Prinzip des 
Gleichgewichts in Kanilen‘t zur Anwendung. 
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In einer zweiten Darstellung berechnete Laplace*) fiir eine Stelle 
der Fltissigkeitsoberfliche die tangentiale Komponente der gesamten dort 
ausgetibten Kohisionskraft, wozu die Flachengleichung an der Stelle bis 
einschlieBlich der Groen 3” Ordnung zu entwickeln ist, und erhielt die 
Gleichung der freien Oberfliche aus der Bedingung, da8 an ihr die Resul- 
tante aus Kohision und Schwere stets normal zur Flache steht. — Fiir 
die Konstanz des Randwinkels der Fliissigkeit an einem festen Korper 
hatte jedoch Laplace keinen Beweis, sondern zeigte nur, daB, wenn der 
Kérper die Form von vertikalen Zylindern irgendwelcher Querschnitte 
hat, der Mittelwert des Kosinus jenes Winkels lings der ganzen Rand- 
kurve stets auf die namliche Konstante fiihren muB. 

Diese Liicke in der Laplaceschen Theorie erginzte GauB**). Aus- 
gehend von dem Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir einen Gleich- 
gewichtszustand formte Gau8 dieses Prinzip zu der Forderung eines 
Minimums der potentiellen Energie um und betrachtete nunmehr die ge- 
samte potentielle Hnergie der ins Spiel kommenden Kohisionskrifte. Diese 
Energie erscheint in Form eines Doppel-Raumintegrals. Fiir jede Raum- 
integration lat sich eine lineare ausfiihren, wobei ein Term proportional 
dem Volumen und ein zweiter proportional dem Flaicheninhalt der Ober- 
fliche besonders heraustreten, und von dem iibrig bleibenden Doppel- 
Oberflichenintegral wies Gau8 nach, daB bei der Laplaceschen Annahme 
iiber das Abnehmen der Kohisionskraft die Vernachlissigung desselben 
geboten ist, insofern als verglichen mit der Distanz, auf die allein die 
Kohasionskrifte in Betracht kommen, die Kriimmungsradien der Oberfliche 
als unendlich gro8, die Flache als nahezu eben gelten darf. Aus dem 
extremalen Charakter der potentiellen Energie entnahm sodann Gau8 nach 
den Methoden der Variationsrechnung (ungefahr wie oben in Nr. 3 und 4 
dargelegt ist) die Differentialgleichung fiir die freie Oberfliche, dann aber 
auch den Beweis fiir den Laplaceschen Satz vom konstanten Randwinkel. 


14. Potentielle Energie der Kohision in einem Medium. 
Die von GauB vorgenommene Transformation der Energie von Ko- 
hisionskriften***) lift sich gegenwirtig als eine zweimalige Anwendung 
des Greenschen Satzes darstellen. 


*) Laplace, Suppl. 4 la théorie de l’act. capill. 

**) GauB, Principia generalia, Gittingen 1830. — Selbstanzeige der Abh.: Gott. 
gel. Anz. 1829, (Werke 5, S. 287). 

***) Vereinfachte Darstellungen dieser Transformation gaben Bertrand, Journ. 
de math. (1) 18 (1848), p. 185; Weinstein, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), 8. 544. — 
L. Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 141 (1870), 8. 582 setzte Summationen tiber Mole- 
kiile an Stelle der Integrationen. 
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Wir betrachten zuniichst die Kohisionsenergie innerhalb eines einzelnen 
homogenen Mediums A. Seine Dichte heiBe 9; zwischen je zwei Volumen- 
elementen dv, dv’ von A an den Stellen x, y, 2 und a’, y’, 2’ im Abstande r 
wirke als Kohision eine Anziehungskraft = 9’dvdv' g(r), wo y(r) in spater 
noch genau festzusetzender Weise mit zunehmendem r rapide nach Null 
sinken soll. Fihrt man 


[oOar=4@, fPvar=10) 


ein, so la4Bt sich die gesamte potentielle Energie dieser Kohasionskrafte 
fiir A: 


(22) — 49 ff v(rdvdv’ 


1 1 1 

ped ge AS 
cole Mile g Oy 7 On oT Ox | , 
cauipie af {le aa | By By + Oe oa) 17%” 


schreiben, wobei einerseits dv, andererseits dv’ unabhingig voneinander 


das ganze Volumen von A zu durchlaufen hat und der Faktor = vorzu- 
setzen ist, weil auf diese Weise jedes Paar von Elementen dv, dv’ zweimal 
in Betracht kommt. Fassen wir zunachst die Integration nach dv’ bei 
festgehaltenem dv ins Auge, so kénnen wir den zweiten Ausdruck in (22) 
nach dem Greenschen Satze umformen, wobei wir die Laplacesche 
Differentialgleichung fiir 1/° verwenden, aber infolge der Unstetigkeit von 
1/r an der Stelle dv noch aus dem Integrationsraume fiir dv’ eine kleine 
Kugel um dv auszuscheiden haben, deren Radius wir schlieBlich nach 
Null konvergieren lassen. Bezeichnen wir mit df” (spiter auch mit df) 
ein Oberflichenelement von A, mit »’ (und m) die auferen Normalen dort, 
so transformiert sich nunmehr (22) in: 


—2x0%(0) f dv—4 ot fafa Hecke 


Im ersten Term hier ist f dv = V, das gesamte Volumen yon A. Im 
zweiten Term kehren wir die Integrationsfolgen um, fiihren 


Sr@)ar= 0) 


ein und beachten, daf r nur von den Differenzen 2 — 2’, y—y', 2-2’ 


abhangt, ferner 
2 2 
an ((aa) + (35) + (Gi) ) =° 


ist. Wir kénnen alsdann diesen zweiten Term 
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Ona wip al Or pol 
’ oil oyikaee a— ‘ AY rea sy ; 
2 Ox Ox oy oy ql Oz Oz 


schreiben und erhalten die Méglichkeit, ein zweites Mal bei der Integration 
nach dv die Formel fiir Produktintegration, den Greenschen Satz, in An- 
wendung zu bringen. Hier liegt die Unstetigkeit von 1/r jedesmal an 
einer Oberflachenstelle df’ und ist deshalb aus dem Integrationsraume 
fir dv nur der in den Bereich von A fallende Teil einer kleinen Kugel 
um diese Stelle auszuscheiden, d.i. hernach bei unendlich abnehmendem 
Radius der Kugel wesentlich eine Halbkugel, auBer an den Stellen, wo 
eine Schneide der Oberflache von A vorhanden ist. Hiernach transformiert 


sich der letzte Ausdruck, indem noch a or df tiber die Halbkugel ihre 
Projektion auf die ae in df’ darstellt, in 


duet (0) far—torf [4% 2 oeyarar, 


wo ae df’ = F den Flacheninhalt der Oberfliche von A bildet. Schreiben 
wir noch 

(23) K = 2x9'x(0), H=x0*(0), 

so resultiert endlich der folgende Ausdruck fiir die Energie der Kohiasions- 
krafte innerhalb A: 


(24) (SS el Ae ie ot f [29 2" aoyarar’ 


Damit die Integrale fiir O(r), A wv(r) einen Sinn haben, nehmen 
wir an, daB mit wachsendem r jedenfalls ry(r), sodann r*y(r), ry(r) 
noch hinreichend stark nach Null konvergieren. Des weiteren nehmen 
wir an, da fiir mikroskopisch meBbare ry schon g(r), (7), x(r), &(r) 
auBer Betracht fallen und erst bei weit starkerer Anniherung des 7 an 
Null y(r) und @(r) endliche Gré8e erlangen und dann bestimmten oberen 
Grenzen 7(0) und (0) zustreben; es ist hierfiir notwendig und hinreichend, 
daB r*y(r) fiir limr =O nach Null konvergiert. Bezeichnet man als 
Wirkungsradius fiir die Kohasionskrafte eine solche GréBe 7, woftir eben 
noch @(r,) gegen (0) zu vernachlissigen ist, so ersieht man aus 


9(0) — 8 (%) = fxlr)ar <10)ry 


daB “Sy eine duBerst kleine Linge, allenfalls von der Ordnung von 7 
x 

sein wird. . 
Um das Doppel-Flichenintegral in (24) abzuschitzen, fiihren wir dort 


durch a cas = do’ den kérperlichen Winkel ein, unter dem das Element 
on 
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df’ von der Stelle von df erscheint. Jenes Integral schreibt sich dann 


(25) =e afi df f oF (vdeo. 


Nun ist nur fir kleine r(< 7) der Faktor #(r) von merklicher GroBe, 
und fiir solche » <7) andererseits ist @r/ém angenihert = 7/R, unter R 
den Kriimmungsradius desjenigen Normalschnittes fiir die Stelle df, der 
durch df’ fiihrt, verstanden. Sind also die Kriimmungsradien der Ober- 
fliche von A tiberall als gegen r, auBerst groB zu betrachten, so erscheint 
die Vernachlassigung des Integrals hier geboten und reduziert sich damit 
der Ausdruck (24) auf P 

(26) ie IY oe 


Ein Ausnahmefall wird statthaben, wenn die Oberflache A eine Partie S 
von endlicher Ausdehnung aufweist, zu der eine andere Partie S’ von ihr 
fortwaihrend in AuBerst kleinen Abstinden verlduft, wie z. B. wenn die 
Fliissigkeit sich in einer duSerst diiunen Schicht an einem festen Korper 
entlang zieht. Auch lings © und ©’ mégen die Kriimmungsradien nicht 
unter eine gegen 7, duerst groBe Grenze sinken. FaSt man in dem 
Integrai (25) ein Element df innerhalb G mit der ganzen Partie ©’ zu- 
sammen auf und fallt ein Lot von df auf ©’, dessen Linge s sei, so 
kann in denselben Fehlergrenzen, wie sie vorhin galten, ©’ als eine un- 


begrenzt ausgedehnte Ebene senkrecht auf dieses Lot betrachtet und, 


: or 8 oe : : 
indem man .; =~- = cosy einfiihrt, aus konzentrischen Ringen um das 


Lot, die von df in kérperlichen Winkeln 2 sin ydy erscheinen, aufgebaut 
werden; dazu kann wegen der annihernden Parallelitiit von df zu ©’ der 


Faktor dr/dn in (25) durch d7/0n’ ersetzt werden, wodurch fiir den be- 
treffenden Anteil aus (25) sich ergibt 


4 


2 © 
oa : 
— 2 af 2usiny cosy (dy =— xetap f Sa(ryar. 
0 s 
Wird nun 


a 
O(r) = 277 fear = O(r) + p [#2 ar 
eingefiihrt, wobei 6(0) = &(0) ersichtlich ist, und beachtet man, daB im 
Doppelintegral (25) sowohl eine Kombination S, 6’ wie 6’, S auftritt, 
so kommt schlieBlich wegen der Fliissigkeitsschicht zwischen © und 6’ 
zum Ausdruck (26) der Energie noch der Zusatzterm 


(27) — xo? { O(s) df, 
6 


iiber die ganze eine Seite G der Schicht erstreckt, hinzu. 
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Hiir das Anziehungsgesetz mit folgendem Ausdrucke des Potentials*) 
(28) UN k-, 
wobei & und ¢ positive Konstanten sind, wiirde man erhalten: 


g(r) = ke, it ad + er), 


ON ae *1+er), dr) = ae a + Ser), O(n) = 2k ger, 
Oye ES an 


Wir berechnen noch das Virial der Kohdsionskrifte. (Unter dem 
Virial einer Kraft wird bekanntlich die halbe Arbeit der Kraft bei Ver- 
schiebung ihres Angriffspunktes nach dem Koordinatenanfange verstanden.) 
Fiir die zwei Krifte, welche zwei Volumenelemente dv, dv’ gegenseitig 
aufeinander ausiiben, ist die Summe der Viriale 0’? y(r)rdvdv’. Das gesamte 
Virial der Fliissigkeit auf sich selbst wird daher 


1 , 
fet f fromarde 


und wiirde aus dem Ausdrucke (22) fiir die Energie hervorgehen, wenn 
man ~(r) dort durch —<=rp(r) ersetzt. Dabei wiirde dann an Stelle 
von x(7) die Funktion 


Pp (dr =—try()—4 frre@ar = — Fr) 2400), 


weiter an Stelle von @(r) die Funktion 


— rw(r)dr —2 fxoyar = —<ryz(r) — 23(r) 


zu treten haben und also die Rolle der Konstanten (0), #(0) von 
—+x(0), — 29(0) tibernommen werden. Der Formel (26) entsprechend 


resultiert dann als Ausdruck jenes Gesamtvirials: 


(29) KV — HF. 


15. Potentielle Energie der Adhision zweier Medien. 
Grenzt A an ein zweites Medium B, so mégen zwischen den Teilchen 
von A und denen von B Anziehungskrifte wirksam sein, die hinsichtlich 
ihrer Abnahme mit der Distanz analogen Charakter tragen wie die Ko- 


*) Van der Waals, Zeitschr. f. physik. Chem. 13 (1894), 5. 657. 
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hasionskrafte innerhalb A, und die man hier im Falle verschiedener 
Substanzen wohl auch als Adhdsionshrafte bezeichnet. Die den Funktionen 
p(r), v(r), 4(r), (7), O(r) oben entsprechenden Funktionen fiir das neue 
Anziehungsgesetz médgen in derselben Weise unter Anfiigung der unteren 
Indizes AB bezeichnet werden, wahrend die friiheren Funktionen den 
Index A erhalten mégen. Die gesamte Energie der Adhasion von B auf A 
berechnet sich der Formel (22) analog mit 


(30) — 0405,f do fv s(rav, 
B A 


wo dv die Volumenelemente von A, dv’ diejenigen von B zu durchlaufen 
hat. Ein Faktor = ist jetzt nicht hinzuzusetzen, weil die Raiume von A 
und B vollig getrennt sind. Der Ausdruck hier gestattet wieder die zwei 
entsprechenden Umformungen mittels des Greenschen Satzes. Aber in 
der ersten Umformung, wobei etwa unter Festhaltung der einzelnen dv 
operiert werde, tritt kein Raumintegral besonders heraus, weil jetzt 1/r 
im Integrationsraume B keine Unstetigkeitsstelle hat, in der zweiten 
hernach kommt bei festgehaltenem Oberflichenelement df von B eine 
Diskontinuitét von 1/r im Integrationsraume A nur fiir solche Elemente 
df’ in Betracht, die gerade der Trennungsflache von A und B angehéren, 
und hat alsdann fiir die um df’ herum aus dem Integrationsraume A 


auszuscheidende kleine Halbkugel das Integral 4 3 df wegen der anders 
liegenden Normale n’ entgegengesetzten Wert wie oben. Infolge dieser 
Umstinde erlangt endlich nach der wie oben vorzunehmenden Vernach- 
lissigung die potentielle Energie der Adhision von B auf A den Ausdruck 


(31) —%0,0,9,,0)F,,=—H,,F 


AB AB? 

wo F’,, den Flacheninhalt der Trennungsfliche von A und B bezeichnet. 

Nehmen wir jetzt den typischen Fall von drei zusammentreffenden 
Medien A, B, C an und bezeichnen ihre Volumina V, ihre Konstanten 
kK und H mit den entsprechenden einzelnen Indizes, die Flacheninhalte 
ihrer Trennungsflachen und deren Konstanten H mit entsprechenden zwei 
Indizes, wahrend ihre an weitere Medien angrenzenden Flachen hier nicht 
als veranderlich in Frage kommen sollen, so haben wir als veranderlichen 
Teil der potentiellen Energie der in ihnen wirkenden Anziehungskrafte: 


(32) (S Hi+ 5H — Has) Fant (5 Hat 3 He — Hac) Fc 
+ (| Hs +5 Ho Hc) Fao— K4Va— Kz Va— Ke Ve. 


So lange die Volumina sich nicht andern, kommen wir damit auf den 
Ansatz in Nr. 2 zuriick, wobei die Oberflachenspannung zweier Medien 
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A und B durch 
(33) Tis— Ha + + He— His 
gegeben erscheint. Im Falle 9@,= 0 gesetzt werden kann, folgt einfach 
Tas= Ha. 


Stellt C einen festen Kérper vor und darf 9,—0 gesetzt werden, so 
folgt fiir den Randwinkel w, von A am Kérper gemaf Gl. (8): 
(34) cos @ , = ie 
der Winkel w, ist spitz oder stumpf und es findet demgemaf, falls C ein 
vertikaler Zylinder ist, ein Ansteigen oder eine Depression von A an OC 
hinsichtlich der Niveauebene statt, je nachdem 2H4¢> Hy, oder < Hy ist 
(d. h. wenn man so sagen will, der Meniskus vom Kérper eine mehr oder 
weniger als doppelt so starke Anziehung wie von der Fliissigkeit erfahrt*). 

Die Relation (34) ist unméglich, wenn H4c¢> Hy ist. Nehmen wir 
jedoch an, daB alsdann sich die Fliissigkeit A noch in einer duBerst 
diinnen Schicht an einer Partie © der Wand von C entlang zieht, und 
verstehen wir jetzt unter F'4,, F'4c nur die Flicheninhalte der betreffenden 
Trennungsflachen abgesehen von dieser Schicht, so wiirde im Hinblick 
auf (27) und auf die Relation #(0) = 6(0) zum Ausdrucke (32) in der 
gesamten Energie noch ein Term hinzutreten: 


6 ao (8) 0 4 (8) 
=f (ie (4— 2) = (a 20) a 
erstreckt iiber die Flache G, wobei s die Dicke der Schicht am Elemente df 
von © bezeichnet. Bei geeignetem Kraftgesetz, z.B. dem in (28) an- 
gefiihrten, wiirde damit die Méglichkeit einer Verringerung der potentiellen 
Energie vermége der Schicht vorliegen; also mtiBte dann eine solche 


Schicht (Benetzung der Wand) zustande kommen und dadurch am Rande 
der wahrnehmbaren Trennungsfliche der Randwinkel Null entstehen**). 


16. Eingehen der Kohision in die Beziehung zwischen 
Dichte und Druck. 

Das Auftreten des Terms — KV in der Energie einer Fliissigkeit A 
ist nach hydrodynamischen Prinzipien gleichbedeutend mit der Annahme, 
daB im Inneren von A neben dem sogenannten hydrostatischen Druck ein 
weiterer konstanter Druck K herrscht. Schreibt man K = ag%, so hangt a 


*) Clairaut, Traité sur la figure de la terre, Paris 1743, chap. X. 
**) GauB, Principia generalia, art. 32. 
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nur von dem Kraftgesetz g(r), nicht von der Dichte 9, ab. Stellt man 
sich unter B den gesittigten Dampf der Fliissigkeit 4 vor, so hat daher 
eine Menge M der Substanz —, homogene kontinuierliche Massenverteilung 
bis zu den Grenzen und Unabhingigkeit des Kohasionsgesetzes von der 
Temperatur angenommen (wegen allgemeinerer Vorstellungen siehe den 
Enzyklopadie-Artikel V 10 von Kamerlingh Onnes) und vorausgesetzt 
auch, daB nicht etwa F/V gegen 1/r, in Betracht kommt —, in fltissiger 


Phase die Energie — K == —ag,M, in dampfformiger die Energie 
A 


= ae; = —ag,M und wird deshalb a(9,—@,) als die inmnere latente 


spezifische Verdampfungswarme (siehe ebenfalls Enzyklopiidie V 10) ange- 
sprochen*). (Die additive Konstante in der Energie war derart fixiert, daB 
der Wert Null fiir die Energie als obere Grenze bei Auflésung des Mediums 
in lauter unendlich weit voneinander entfernte Volumenelemente entsteht.) 

In denjenigen Hrscheinungen, welche bei konstantem Volumen vor- 
gehen, kommt die GréBe K gar nicht zur Geltung, waihrend doch der 


erste Term — KV in der Energie den anderen she auSerordentlich 


tiberwiegt. AufschluB tiber die GréBe von K kann deshalb nur von Vor- 
giingen erwartet werden, die mit Anderungen der Dichte verkniipft sind, 
und van der Waals**) hatte deshalb die Idee, zunichst theoretisch das 
Hingehen dieser GréBe in die Beziehung zwischen Druck und Dichte bei 
konstanter Temperatur zu untersuchen. Der Ableitung dieser Beziehung 
legte van der Waals den Virialsatz von Clausius zugrunde***). Der 
Satz kommt bei folgenden Anschauungen zustande: Die Materie ist nicht 
kontinuierlich verteilt, sondern besteht aus Molekiilen; diese unterliegen 
neben den Laplaceschen Kohisionskraften weiteren repulsiven Kriften 
(ZusammenstéBen) und sind dadurch in nicht sichtbaren Bewegungen be- 
griffen, und zwar dergestalt, daB man bei Vergleichung ihrer Bewegungs- 
zustande in irgend zwei Momenten ¢ und ¢+ 7 sich angenihert vorstellen 
kann, die Teilchen hatten nur untereinander Ort und Bewegung gewechselt. 
Jedenfalls soll, wenn man den Mittelwert von der kinetischen Energie der 
progressiven Bewegung der Molekiile iiber den Zeitraum ¢ bis ¢ + 1 bildet, 
gegen diesen Mittelwert der Differenzenquotient 

1 E dr m(a*? + y? 4 2%) 7+ 

tL4 dt 1 


schon bei verhiltnismaBig kleinem + zu vernachlassigen sein; darin ist die 


*) Dupré, Théorie mécanique de la chaleur, 1869, p. 152. 

“) Van der Waals, Die Kontinuitiit des gasf. u. fliiss. Zustandes, Leipzig 1881. 
Vgl. auch Maxwell, Sc. papers 2, p. 407, 418; H. A. Lorentz, Boltzmann- 
Festschrift (1904), S. 721 (abgedr. in Abh. tib. theor. Phys. 1 (1906), S. 192). 


ee) 
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Summe iiber alle Molektile zu erstrecken und bedeuten m die Masse, a, y, 2 
die Koordinaten des Schwerpunktes eines Molekiils. ine partielle Inte- 
gration transformiert nun diesen Mittelwert der Energie bei der ange- 
gebenen Vernachlissigung sofort in das mittlere Virial der in den Molekiilen 
angreifenden Krifte, iiber den Zeitraum ¢t bis t+ 7. Nun ist nach den 
Prinzipien uer Gastheorie jenes Mittel der Energie der progressiven Be- 
wegung — 2 = oVTI, wo & die universelle Gaskonstante, M das Molekular- 
gewicht, 7 v die Gesamtmasse, 7’ die absolute Temperatur der Fliissigkeit 
vorstellt. Das Viral der Kohiasionskrafte berechnet sich unter der Voraus- 
setzung, daf der Wirkungsradius noch sehr groB gegen die GréBe der 
Molekiile ist, wie bei kontinuierlich homogen verteilter Masse und ist 
daher nach (29) gleich Sag? V za setzen. Das mittlere Virial des auf 


die Oberflache wirkenden konstanten Druckes p findet sich durch Zerlegung 
des Volumens in die Elementarpyramiden mit dem Nullpunkte.als Spitze 


und den Oberflachenelementen als Grundflichen unmittelbar = <p V. Das 


mittlere Virial der repulsiven Krafte berechnet sich nach den Methoden 
der Gastheorie und 1a8t sich schreiben als ein Bruchteil ee der mitt- 
leren Energie der progressiven Bewegung, worin } anniherungsweise als 
konstant gilt und mit dem von den Raumen der Molekiile in einer Massen- 
einheit besetzten Raume in Verbindung gebracht wird (tiber die Abhiangig- 
keit der Gré8e b von Volumen und Temperatur siehe weiteres im Artikel 
Kamerlingh Onnes, Enzyklopidie V 10). Damit resultiert endlich die 
van der Waalssche Zustandsgleichung in der Form 
Deb e 

(35) Paid Ol ciege pegs 

Aus beobachteten Daten berechnet sich auf Grund dieser Beziehung 
bei 0° und 1 Atm. Druck fiir Wasser K=10500 Atm. fiir Ather 
K = 1480 Atm., waihrend der Quotient H/K, der als Maf fiir ‘ed Wirkungs- 
radius der Kohiisionskrafte dient, fiir Wasser 15-10-%em, fiir aioe 


29 -10-°cem betrigt. 


17. Theorien zur Vermeidung von Diskontinuititen der Dichte. 


Der Laplaceschen Kapillaritatstheorie liegt die Annahme durchweg 
homogener Fliissigkeiten zugrunde. Poisson*) fiihrte aus, daB an den 
Grenzflichen einer Flissigkeit eine rapide Anderung der Dichte statthaben 


*) Poisson, Nouvelle théorie de l’action capillaire. — Kritische Bemerkungen 
zur Theorie von Bajesos lieferten Minding, Doves Repert. d. Phys. Bd. 5; J. Stahl, 
Ann. Phys. Chem. 139 (1870), S. 239; B. Weinstein, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), 
S. 544. 
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miisse, und trug diesem Umstande Rechnung, zugleich in der Absicht, 
die Schwierigkeiten zu beheben, welche in der Annahme von Druck- 
diskontinuititen an Trennungsflachen liegen. In der Poissonschen Theorie 
modifizieren sich nicht die Gleichungen fiir die Kapillaritatsphanomene, 
sondern nur die Bedeutung der zwei Konstanten K und H fiir das Gesetz 
der Kohisionskrafte. 

Maxwell*), Lord Rayleigh**), van der Waals***) verfolgten die 
Annahme einer stetigen Variation der Dichte an den Trennungsflachen in 
ihren weiteren Konsequenzen. Als einfachster Fall wird das Gleichgewicht 
einer Fliissigkeit A in Beriihrung mit ihrem gesattigten Dampfe B be- 
handelt. Von der Schwere soll abgesehen werden. Der ganze Raum von 
Flissigkeit und Dampf werde von Flachen, auf denen jedesmal die Dich- 
tigkeit konstant ist, durchzogen; transversal zu diesen variiert der Wert 
der Dichtigkeit rapide innerhalb einer AuBerst schmalen Schicht und 
kommt nach der einen wie nach der anderen Seite sehr bald bestimmten 
Grenzwerten @, bzw. 9, nahe. 

Fiir die vollstandige Durchfiihrung des durch hydrodynamische (oder 
thermodynamische) Prinzipien gelieferten Ansatzes hat sich ein spezielles 
Kraftgesetz der Kohdsion als hervorragend geeignet erwieseny), das nun 
hier sogleich zugrunde gelegt werde, namlich das in (28) angefiihrte, 
wobei die Potentialfunktion fiir zwei Masseneinheiten in einer Entfernung 
ry durch 


dargestellt wird und & wie ¢ positive Konstanten sind. Das von der ge- 
samten Masse der Substanz (A und B) herriihrende Potential auf eine 
Masseneinheit an einer Stelle x, y, 2 ist dann 


Via, y, 2) =—k pee dv’, 


wo das Integral sich iiber alle Volumenelemente dv’ der Substanz erstreckt 
und r die Entfernung des Aufpunktes x, y, 2 vom Elemente dv’ bezeichnet. 
Diese Funktion YW(a, y, 2) geniigt nun im Raume der Substanz iiberall 
der Differentialgleichung 


oo’ oe o7yV 
(36) AV = eae Dy? Beart res ev + 4rko, 


und auf Grund dieser Beziehung kann das vorliegende Kraftfeld anstatt 


*) Maxwell, Capillary action (Sc. papers 2, p. 541). 
**) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 33 (1892), p. 209 (Sc. Papers 3, p. 513). 
““) van der Waals, Zeitschr. f. phys. Chemie 13 (1894), 8S. 657; H. Hulshof, 
Ann. Phys. Chem. (4) 4 (1901), S. 165. 
+) van der Waals, l.c. S. 706. 
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als von Fernkraften herstammend auch als ein urspriinglich gegebener 
Spannungszustand in der Substanz folgendermafen beschrieben werden*). 


Es werde 
avy"? ovV\2 oYv\2 
Coin cries keane 
1 1 
27k aes ?) => 25 Sark (Cag + 0?) == yh 


gesetzt; die Substanz erscheint von den gerichteten ,,Kraftlinien“, die senk- 
recht zu den Flachen Y = konst. von gréBeren zu kleineren Werten von ¥ 
fiihren, durchzogen; an jeder Stelle herrscht in Richtung der dort durch- 
laufenden Kraftlinie und in der entgegengesetzten Richtung eine Zug- 
spannung %,, in allen Richtungen senkrecht dazu eine Zugspannung %,, 
dergestalt, daB fiir jeden abgeschlossenen Teil I der Substanz sich die 
Komponenten und Drehungsmomente der von dem iibrigen Teil II auf I 
ausgeiibten Kchasionen genau wie aus der Verteilung dieser Spannungen 
auf der Oberflache von I berechnen. 

In einer sehr geringen Entfernung von der Ubergangsschicht ist 
bereits nahezu Y konstant, ® Null, und X, = x, erkliren die friihere Ko- 
hasion K, in der Ubergangsschicht resultieren aus der Differenz =, — 2, 
die Erscheinungen der Oberflachenspannung. 

Nach hydrodynamischen Prinzipien ist fiir das Gleichgewicht des 
Systems Fliissigkeit und Dampf bei gleicher Temperatur erforderlich, daB 
das vollstandige Differential ~~ 


(37) ay ——— 


und darin TT eine nur von Dichte und Temperatur der Stelle abhangige 
Funktion ist, die als thermischer Druck**) angesprochen wird. Schreiben 
wir oe =a, so ist nach (36) in einiger Entfernung von der Ubergangs- 
schicht, wo die Fliissigkeit homogen erscheint, ¥ = — 2aQ,, und wo der 
Dampf homogen erscheint, ¥ =— 2ag,. Wir setzen allgemein TT =p + a? 
und nennen p den hydrostatischen Druck; nach beiden Seiten von der 
Schicht fort wird dann p sich einer und derselben Konstante p, nahern, 
dem auBeren Drucke, Sittigungsdrucke des Dampfes. Die Gleichung (36) 
schreibt sich noch im Hinblick auf (37): 
Pre 


-—@{#. 
(38) AY = e {4 


Poy C4 


*) G@. Bakker, -Zeitschr. f. phys. Chemie 48 (1904), S. 17. 
**) Diese Bezeichnung gebraucht van der Waals; fir denselben Begriff sagt 


H. A. Lorentz (Z. f. physik. Chem. 7): kinetischer Druck. 
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Nunmehr wird angenommen, daB die Abhingigkeit des p von 9 und 
der Temperatur auch in der Ubergangsschicht durch eben dieselbe van 
der Waalssche Formel (35) wie in den homogenen Phasen dargestellt 
wird, was freilich mehr an die Macht dieser Formel glauben heiBt, als es 
in ihrer Ableitung eine Stiitze fande. Die dadurch gegebene Kurve fiir p 
als Funktion des wachsenden Arguments 1/0 (siehe Artikel Kamerlingh 
Onnes, Enzyklopadie V 10) verliuft in dem Intervalle 1/9, bis 1/9, zwi- 
schen den zwei Punkten p,, 1/o, und p), 1/9, ab-, auf- und wieder ab- 
steigend, zuerst unterhalb der Geraden p = py bis zu einem gewissen Treff- 
punkte mit ihr, hernach oberhalb derselben, und auf ihrem ersten unterhalb 
pp = p> liegenden Stiicke muB es offenbar einen bestimmten Punkt p,, 1/o, 
geben, fiir den das bis dahin auf der Kurve genommene Integral 

Pas Qa 
eo 


Q 


Pos e4 


ist (Fig. 22). Fiir diese Stelle der Kurve ist dann nach (38):AY = 0. 

Die der Wellenlinie (9, > @ > @,) entsprechenden Kombinationen p, l/g 
sind fiir homogene Phasen instabil, in der Ubergangsschicht findet van 
der Waals sie nun stabil. Wird (37) auf einem 
Wege aus dem homogenen Inneren der Fliissig- 
keit nach dem homogenen Inneren des Dampfes 
integriert, so entsteht 


Pos Op 
oT. 
Q 


Pore 4 


tiber jene Wellenlinie, genau die Formel, welche 
Clausius und Maxwell zur Bestimmung des 
Druckes p, des gesiittigten Dampfes vermige 
der Isotherme durch Anwendung des zweiten Hauptsatzes der Warme- 
theorie auf labile Zusténde aufgestellt haben. 

Es mégen nun die Flichen konstanter Dichte speziell als eine Schar 
paralleler Ebenen ¢ = konst. angenommen werden. Die Differentialgleichung 
(37) schreibt sich dann 

Tea + dake =o — dak 
und liefert integriert 


a 
(s) = PW? — 8xk(p + ag?— p,). 


+ ay 
Fir @=0,, p =p, geht qzg? abnehmend durch Null hindurch, erlangt 
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dy : Pe 
also 7 = (z) seinen gréBten Wert 0,=/8xk(p) — p,); hierhin werde 
2=0 gelegt. An Stelle der friiheren Oberflachenspannung tritt jetzt 


1 —4 


auf der z-Achse aus der homogenen Fliissigkeit nach dem homogenen 
Dampfe genommen. 

Die Kurve fiir ®(¢) als Funktion von z yerlauft beiderseits von z = 0 
sehr bald asymptotisch an die z-Achse. Wird sie durch das oberhalb 
der z-Achse liegende Stiick einer sie im Scheitel beriihrenden Parabel 


o,—%=9, (2) und die links und rechts daran ansetzenden Stticke 


2<—4 und 4<z der zAchse bei gleichem Flacheninhalt tiber der 
z-Achse angenihert ersetzt, so folgt 


1 7 Ef ox Be 8 V2xk(py — B;) 
ie ad aeciowee Ca To? 


wahrend zugleich 22,= ——* ungefahr als diejenige Dicke der Uber- 


gangsschicht aufzufassen wire, innerhalb deren die inhomogenen Ver- 
haltnisse hervortreten. 

In einer jiingsten Arbeit sucht Bakker*) durch seine Theorie die 
Beobachtungen von Reinold und Riicker**) zu erkliren, welche fanden, 
da8 Seifenlamellen an den diinnsten Stellen, die durch ein diskontinuier- 
liches Auftreten von schwarzen Flecken gekennzeichnet sind, eine Dicke 
von rund 10-*em haben und unmittelbar daneben plétzlich auf eine Dicke 
von rund 5-10-*cm ansteigen. 

Bakker berechnet daselbst die Konstante 

fiir Wasser k = 7,53-10 bei T = 325° 
fiir Ather & = 1,54-10 bei 7 = 125°. 


18. Entropie und Massendichten einer Trennungsfliche. 


Wenn zwei aneinander grenzende Fliissigkeiten A und B sich im 
Gleichgewicht, auch in thermischer und chemischer Hinsicht, befinden und 
. sie auch schon in sehr geringer Entfernung von der Trennungsflache homogen 
erscheinen, wird doch eine jede in der unmittelbaren Nachbarschaft der 
Grenze durch den Hinflu8 der anderen veriindert sein. Gibbs***) hat 
einen Ansatz entwickelt, um diesen Hinfliissen Rechnung zu tragen, ohne 


*) G. Bakker, Zeitschr. f. phys. Chemie 51 (1905), S. 344. 

**) Proc. Roy. Soc. 26 (1878), p. 334; Phil. Trans. 172 (1882), p. 447; Phil. 
Trans. 174 (1884), p. 645; Ann. Phys. Chem. 44 (1891), 8. 778. 

***) Gibbs, Equilibrium of heterogeneous substances, p. 380. 
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irgendeine Hypothese beztiglich molekularer Anziehungskrafte zu machen. 
Die inhomogene Ubergangsschicht zwischen A und B ist erfahrungsgemaS 
von aduBerst geringer Dicke. Man wiahle irgendeinen Punkt in dieser 
Schicht und lege eine Fliche durch ihn und alle anderen Punkte in der 
Schicht, welche hinsichtlich der unmittelbar angrenzenden Materie ent- 
sprechend liegen; diese Flache heiBe Teiluwngsfldche. Die Wahl der Flache 
ist noch einigermaBen willkiirlich; man wird annehmen kénnen, da8 man 
sie beliebig aus einer Schar sehr nahe gelegener Parallelflichen, welche 
die ganze Schicht ausfiillen, herausgreifen kann. Die in A, B und in der 
Ubergangsschicht in Betracht kommenden Stoffverbindungen mégen sich 
aus den Stoffen a, b,... als unabhdngigen Bestandteilen aufbauen lassen. 
Fiir das ganze aus A, B und der Ubergangsschicht bestehende Gebilde 
sei U die gesamte innere Energie, S die gesamte Entropie und seien 
M,, M,,... die gesamten Massen von a, 6,... Wir bezeichnen mit V’, 
V" die Velma von A und B, perechinet oe zur PS mit F 
den Flacheninhalt der Teilungsfliche. Weiter seien u’, 8, 0,’,0,,... die 
rdumlichen Dichten der Energie, Entropie bzw. genet der Bestand- 
teile a, b,... im Raume von A dort, wo A homogen erscheint, und u”, 
8”, 0,”, 0, ,--- die entsprechenden Dichten fiir B, wo B homogen erscheint. 
Die Quotienten aus den Differenzen 

U— V'iw—V"'v", S— V's’ — V"s’, M,— V'o, — V"o,”,.-- 
durch den Flicheninhalt F’ endlich schreiben wir u, 8, @,, @,,...-; diese 
Quotienten heiBen die Fldchendichten der Energie, Entropie und der Massen- 
bestandteile fiir die Teilungsfliche zwischen A und B. 

Es wird angenommen, da u’ eine Funktion der Argumente s’, 9,’ 
Q,,--+, desgleichen u” eine Funktion der Argumente s”, 9,”, 0,”,... ist, 
und nunmehr die weitere Annahme eingefiihrt, daB auch u nur eine Funktion 
der Argumente s, w,, ,,... ist (vgl. hierzu die am Anfange von Nr. 5 
beriihrte allgemeine Auffassung der raumlichen Energiedichte), und es 
wird daraufhin die Charakterisierung des Gleichgewichtszustandes durch 
das thermodynamische Prinzip geleistet, da8 U ein Minimum bei kon- 
stanten Werten von S, M,, M,,... ist. Dieser Ansatz, soweit er die 
homogenen Massen betrifft, ist bereits im Artikel Bryan, Enzyklopiidie 
V 3 Nr. 26, zur Sprache gekommen. Hier soll es sich nur darum handeln, 
die besonderen Konsequenzen, welche aus der neuen Annahme einer 
Ubergangsschicht flieBen, zu verfolgen. 

Entwickelt man das vollstiindige Differential 


(39) du = Tds + w,do,+ udo,+---, 


so ist J die Temperatur und u,, Uy,.-. heiBen die Potentiale fiir die 
Bestandteile der Ubergangsschicht. Zum Gleichgewicht ist erforderlich, 
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daB die Temperatur dieselbe wie in den angrenzenden homogenen Massen 

ist, weiter daB fiir jeden Bestandteil der Schicht, der auch in einer an- 

grenzenden homogenen Masse vorkommt, das Potential das gleiche wie 

dort ist. Kommt ein Bestandteil nur in der Schicht vor, so ist ftir ihn 

dagegen die Flachendichte in der Schicht von vornherein angewiesen. 
Aus (39) folgt 


d(Fu) = Td(Fs) + odF + p,4(Fo,) + wd(Fa,) +++ 


indem 

(40) caine Serpe ian Nea 

gesetzt wird; o ist nunmehr als die Oberfldchenspannung in der Teilungs- 
flache anzusprechen, und es entsteht 


(41) do = —sdT —o,du, — a,du,—---. 


Kine Beziehung, welche u als Funktion von s, @,, @,,... oder 6 als 
Funktion von @,, @,,... gibt, wird als Fundamentalgleichung fir die 
Teilungsfliche bezeichnet. 


Analog hat man in der homogenen Masse <A: 
(42) d(V'u') = Td(V's’) — p'dV' + w,d(V'0,') + wd(V'o,) +--:; 
pie a! ele Coa a 
(und zwar mit den némlichen Werten von 7' und von u,, u,,..., soweit 
die betreffenden Bestandteile in A wirklich vorkommen), und die ent- 
sprechenden Beziehungen in der homogenen Masse B; dabei bedeuten dann 


p und p” den hydrostatischen Druck in A bzw. in B. Fiir die Gestalt 
der Teilungsfliche folgt, wie (10) gewonnen wurde: 


, ” 1 1 

(43) Die? mei ait tele 
Von der Schwere ist einstweilen abgesehen. Die Dichten u, 8, w,, a@,... 
sind im allgemeinen noch abhingig von der Wahl der Teilungsfliche in 
der Schicht; im Falle einer ebenen Teilungsfliche ist jedoch der Wert 
6 von dieser Wahl unabhingig, wie sich leicht auf Grund von (43) 
_ ergibt. 

Sind die unabhangigen Bestandteile a, b,... derart fixiert, daB nicht 
0,,<.0 sein kann und wird die homogene Phase 4 nur in bezug auf 0, bei 


konstant gehaltenen 7’, p’, 0,,... abgeindert, so spricht das Verhalten der 


,a : 
idealen Gase und verdtinnten Lisungen dafiir, daB 0, iol mit nach Null 


abnehmendem @,’ einem bestimmten (und aus Stabilititsrticksichten not- 
wendig) positiven Grenzwerte zustrebt, daB mithin fiir sehr kleine Werte Fm 
das Potential w, wesentlich durch einen Ausdruck K, loge, dargestellt 
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werden kann, worin K, eine positive Funktion von 7’, p’, 9,,,... bedeutet*). 
Die Gesamtmenge von a ist 


M = V'o, + Asim + Fo,; 


wenn nun weder M, noch 0,’, 9,” negativ sein kénnen, so kann bei kleinen 
Werten der raumlichen Dichten 0,7, 0,” die Flachendichte w, beliebig 
groBe positive, aber nur kleine negative Werte haben. Die Relation (41) 
zeigt nunmehr auf Grund der eben gemachten Ausfiihrungen, daB eine 
geringe Beimengung eines Stoffes die zwischen zwei Medien bestehende 
Oberflichenspannung sehr stark vermindern, aber nicht sie betrachtlich 
vermehren kann. Ganz frisch gebildete Oberflichen lassen in der Regel 
eine Anderung der Oberflichenspannung nicht erkennen, insofern die 
Herstellung der statischen Oberflichendichte Zeit beansprucht™). 


Bringt man auf eine reine Wasseroberfliche kleine Kampherstiickchen, 
so lést sich der Kampher an den Beriihrungsstellen mit dem Wasser und 
wird dort die Oberflachenspannung herabgesetzt. Die Kampherpartikelchen 
geraten in lebhafte Bewegung dadurch, daB diese Anderung der Oberflachen- 
spannung an verschiedenen Stellen in verschiedenem Mabe geschieht***). 
Lord Rayleighy) fand, da8 die Bewegung des Kamphers erlischt, wenn 
die Wasseroberfliche durch eine Olschicht, gleichgiiltig welcher Art, soweit 
verunreinigt wird, bis die Spannung eben auf den Betrag sinkt, den sie 
fiir Wasser, das mit Kampher gesiattigt ist, erlangt, namlich bis auf 
53 erg/cm®, d.i. 72°, des Wertes 74 fiir reines Wasser. Diesen ,,Kampher- 
punkt“ bringt bei Olivené] eine Schicht von ungefahr 2><10-'cm Dicke 
hervor. Lord Rayleight+) hat den Hinflu8 noch geringerer Verun- 
reinigungen des Wassers auf die Oberflachenspannung gemessen und fand, 
daB der Abfall der Spannung erst bei einer Olschicht von etwa 1 >< 10-7 em 
mehr diskontinuierlich beginnt und nach Uberschreitung des Kampher- 
punktes wieder triiger wird. 

Der Ansatz (39) gibt Gibbs insbesondere Gelegenheit zu mannig- 
fachen Ausfiihrungen tiber das Verhalten von Fltissigkeitshauten. 

Dieselben Prinzipien bringt Gibbs auch auf die Trennungsflachen 
einer F'liissigkeit gegen einen festen amorphen oder kristallinischen Kérper 
in Anwendung. Bei Kristallen wiirde die Spannung o an den begrenzenden 

*) Gibbs, 1. ¢. p. 194, 

“) A. Dupré, Théorie mécanique de la chaleur, Paris 1869, p. 377; Lord Ray- 
leigh, Proc. Roy. Soc. 47 (1890), p. 281 (Sc. papers 3, p. 341). 

““) Van der Mensbrugghe, Mém. couronnés de l’Acad. de Belg. 34 (1869). 

+) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 30 (1890) (Sc. papers 3, p. 383). 


+t) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 47 (1890), p. 364 (Sc. papers 3, p. 347); 
A. Pockels, Nature 43 (1891), p. 437; 48 (1893), p. 153. 
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Flachen noch eine Funktion der Stellung der Flichen im Kristall sein, 
und die Gestalt sehr kleiner, im Gleichgewicht mit der umgebenden Lésung 
stehender Kristalle wiirde wesentlich durch die Bedingung bestimmt sein, 
daB die Summe >'oF' der Oberflichenenergien aller einzelnen Flichen ein 
Minimum in bezug auf das vorliegende Volumen ist. 

Bei Riicksichtnahme auf die Schwere modifiziert sich infolge des 
Ansatzes (41) die friihere Bedingung (43) fiir die Gestalt der Trennungs- 
flache zu den Gleichungen: 


; ” 1 1 do 
p-p = A -- =e) + ga cos (nz), a7 = 9s 
1 
on 
mung nach B hin und a = @,+ @,+.--- die totale Massendichtigkeit an 
der variablen Stelle der Teilungsfliche bedeutet. 

Die thermischen Beziehungen, zu denen der Ansatz (41) hinfihrt, 
waren bereits zuvor von W. Thomson*) durch Betrachtung geeigneter 
Kreisprozesse gewonnen worden. Um ein Beispiel zu geben, befinde sich 
eine ebene fliissige Lamelle A in gesittigtem Dampfe B. Die Teilungs- 
flache sei auf jeder Seite der Lamelle derart gelegt, daB die Oberflichen- 
dichte des einzigen vorhandenen Bestandteiles a Null wird, dann folgt 
aus (4]): do =—sdTZ. Wird die Lamelle auseinander gezogen und leitet 
man den Vorgang isothermisch und ohne Kondensation, also bei fest- 
bleibendem Gesamtvolumen, so ist fiir die Hinheit entstandener Flache die 
zuzufiihrende Wirmemenge 


do 


wobei ” die nach B hin gerichtete Normale, z + —- die mittlere Kriim- 
1 


papas | 

dlog T 
Leitet man dagegen den Vorgang adiabatisch und bei konstantem duBeren 
Druck p, so gehért zu p als Druck des gesittigten Dampfes eine fest- 
bleibende Verdampfungstemperatur 7, und um diese aufrecht zu erhalten, 
muB sich fiir die Hinheit entstandener Flache eine Menge 0, Dampf konden- 
sieren, deren Betrag sich durch die Bedingung der Warmezufuhr Null: 

s —0,(s’—s') =0 

ergibt. Dem entspricht eine Volumzunahme 0,/o,’ der Fliissigkeit und 
eine Volumabnahme 0,/o,” des Dampfes und ist danach zur Erhaltung des 
Druckes von auB8en her fiir die Hinheit entstandener Oberfliiche die Arbeit 


W= pelo (eo Be a) 


*) W. Thomson, Proc. Roy. Soc. 9 (1858), p. 255 oder Phil. Mag. (4) 17 (1859), 
p. 61; van der Mensbrugghe, Bull. de l’Acad. de Bruxelles 51 (1876), p. 769, 52 
(1876), p. 21; P. Duhem, Ann. de I’Ec. Norm. sup. (3) 2 (1885), p. 207. 


350 Zur Physik. 


zu leisten. Der hier in eckige Klammern gesetzte Ausdruck folgt aus der 
Abhingigkeit zwischen Temperatur und Druck des gesittigten Dampfes 
als der Differentialquotient dZ/dp (vgl. Artikel Bryan, Enzyklopidie V 3, 
Gl. (138)) und es entsteht demnach 


Das Produkt aus 6 in die = -te Potenz des Molekularvolumens M, 


der Fliissigkeit (d.i. des Volumens einer Menge M Grammen, wenn M 
das Molekulargewicht bezeichnet), nennt Ostwald molekulare Oberfldchen- 


energie der Fliissigkeit. Der Differentialquotient — a(u3 6)/dT, (man 
kénnte ihn molekulare Oberfldchenentropie nennen), liegt fiir eime groBe 
Reihe von Fliissigkeiten nahe am Werte 2,1 erg/em® grad*). Dieses merk- 
wiirdige, von Hétvés**) und von Ramsay und Shields***) experimentell 
festgestellte Gesetz (siehe dariiber den Artikel Kamerlingh Onnes, Enzy- 
klopadie V 10) bietet eine Methode dar, das Molekulargewicht von Fliissig- 
keiten auf Grund von Kapillarkonstanten zu ermitteln. 

Zu denjenigen Kapillarititserscheinungen, deren Theorie sich auf den 
Gibbsschen Ansatz (41) basieren laBt, gehdrt endlich die Abhingigkeit 
der Oberflachenspannung einer fliissigen Metallelektrode gegen einen Hlek- 
trolyten von der elektromotorischen Kraft ihrer Polarisation+). 
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*) Fir Wasser, das hier zu den Ausnahmen gehdrt, liegt die molekulare 
Oberflichenentropie zwischen 0,9 und 1,2; danach ist fiir eine Wasserlamelle die 
oben besprochene latente Ausdehnungswirme nahezu gleich der halben zu ihrer 
Bildung gegen die Oberflachenspannung aufzuwendenden Arbeit (Q = 40). 

**) Eétvis, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), S. 452. 

“*) Ramsay und Shields, Zeitschr. f. physik. Chem. 12 (1893), S. 433. 

+) Fiir die Theorien in diesem experimentell reich durchforschten Kapitel der 
Elektrokapillaritat vgl. F. Kriiger, Gétt. Nachr. 1904, S. 33; Jahrbuch d. Radio- 
aktivitat und Elektronik 2 (1904). 
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Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen 
Vorginge in bewegten Korpern. 
(Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 


Mathematisch-physikalische Klasse. 1908. 8. 53—111.) 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Dezember 1907.) 


Einleitung. 

Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir bewegte Kérper 
herrschen zur Zeit noch Meinungsverschiedenheiten. Die Ansatze von 
Hertz*) (1890) muBten verlassen werden, weil sich herausgestellt hat, daB 
sie mit verschiedenen experimentellen Ergebnissen in Widerspruch geraten. 

1895 publizierte H. A. Lorentz**) seine Theorie der optischen und 
elektrischen Erscheinungen in bewegten Kérpern, die, auf atomistischer 
Vorstellung von der Hlektrizitét fuBend, durch ihre groBen Erfolge die 
kiihnen Hypothesen, von denen sie getragen und durchsetzt wird, zu 
rechtfertigen scheint. Die Lorentzsche Theorie***) geht aus von gewissen 
urspriinglichen Gleichungen, die an jedem Punkte des ,,Athers“ gelten 
sollen, und gelangt daraus durch Mittelwertsbildungen iiber ,,physikalisch 
unendlich kleine“ Bereiche, die schon zahlreiche ,,Elektronen“ enthalten, 
zu den Gleichungen fiir die Vorginge in ponderablen K6rpern. 

Insbesondere gibt sich die Lorentzsche Theorie Rechenschaft von der 
Nichtexistenz einer Relativbewegung der Erde gegen den Lichtather; sie 
bringt diese Tatsache in Zusammenhang mit einer Kovarianz jener ur- 
spriinglichen Gleichungen bei gewissen gleichzeitigen Transformationen der 
Raum- und Zeitparameter, die von H. Poincaré+) den Namen Lorentz- 
Transformationen erhalten haben. Fir jene urspriinglichen Gleichungen 
ist die Kovarianz bei den Lorentz-Transformationen eine rein mathe- 
matische Tatsache, die ich das Theorem der Relativitdét nennen will; dieses 
Theorem beruht wesentlich auf der Gestalt der Differentialgleichung fiir 
die Fortpflanzung von Wellen mit Lichtgeschwindigkeit. 


*) Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir bewegte Kérper. Wiedemanns 
Annalen, Bd. 41, 8. 369, 1890 (auch in: Gesammelte Werke, Bd. I, 8. 256, Leipzig 1892). 
“*) Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erscheinungen in be- 
wegten Koérpern, Leiden 1895. 
***) Vgl. Enzyklopaidie der mathematischen Wissenschaften, V 2, Art. 14. Weiter- 
bildung der Maxwellschen Theorie. Elektronentheorie. 
+) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. XXI (1906), p. 129. 
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Nun kann man, ohne noch zu bestimmten Hypothesen tiber den Zu- 
sammenhang von Elektrizitét und Materie sich zu bekennen, erwarten, 
jenes mathematisch evidente Theorem werde seine Konsequenzen so weit 
erstrecken, daB dadurch auch die noch nicht erkannten Gesetze in bezug 
auf ponderable Kérper irgendwie eine Kovarianz bei den Lorentz-Trans- 
formationen tibernehmen werden. Man dufert damit mehr eine Zuversicht, 
als bereits eine fertige Hinsicht, und diese Zuversicht will ich das Postu- 
lat der Relativitit nennen. Die Sachlage ist erst ungefahr eine solche, 
als wenn man die Erhaltung der Energie postuliert in Fallen, wo die 
auftretenden Formen der Energie noch nicht erkannt sind. 

Gelangt man hernach dazu, die erwartete Kovarianz als einen be- 
stimmten Zusammenhang zwischen lauter beobachtbaren GréBen bei be- 
wegten Korpern zu behaupten, so mag alsdann dieser bestimmte Zusammen- 
hang das Prinzip der Relatwitdt heiBen. 

Diese Uaterscheidungen scheinen mir niitzlich, um den gegen- 
wartigen Stand der Hlektrodynamik bewegter Kérper charakterisieren zu 
k6énnen. 

H. A. Lorentz hat das Relativitatstheorem gefunden und das Rela- 
tivitatspostulat geschaffen, als eine Hypothese, daB Elektronen und Materie 
infolge von Bewegung Kontraktionen nach einem gewissen Gesetze er- 
fahren. 

A. Hinstein*) hat es bisher am scharfsten zum Ausdruck gebracht, 
daB dieses Postulat nicht eine kiinstliche Hypothese ist, sondern vielmehr 
eine durch die Erscheinungen sich aufzwingende neuartige Auffassung des 
Zeitbegrifts. 

Das Prinzip der Relativitét jedoch in dem von mir gekennzeichneten 
Sinne ist fiir die Elektrodynamik bewegter Korper bisher noch gar nicht 
formuliert worden. In der gegenwdrtigen Abhandlung erhalte ich, imdem 
ich dieses Prinzip formuliere, die Grundgleichungen fiir bewegte Korper in 
einer durch dieses Prinzip vollig eindeutig bestimmten Fassung. Dabei wird 
sich zeigen, dap keine der bisher fiir diese Gleichungen angenommenen 
Formen sich diesem Prinzipe genau figt. 

Man sollte vor allem erwarten, daB die von Lorentz angenommenen 
Grundgleichungen fiir bewegte Kérper dem Relativitatspostulate ent- 
sprichen. Es zeigt sich indes, da® dieses nicht der Fall ist fiir die all- 
gemeinen Gleichungen, die Lorentz fiir beliebige, auch magnetisierte 
Koérper hat, daB es aber allerdings approximativ (unter Vernachlassigung 
der Quadrate der Geschwindigkeiten der Materie gegen das Quadrat der 
Lichtgeschwindigkeit) der Fall ist fiir diejenigen Gleichungen, die Lorentz 


*) Annalen der Physik, Bd. 17, S. 891, 1905. 
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hernach fir nichtmagnetisierte Kérper erschlieBt; es kommt aber diese 
spitere Anpassung an das Relativititspostulat wieder nur dadurch zu- 
stande, daB die Bedingung des Nichtmagnetisiertseins ihrerseits in einer 
dem Relativititspostulate nicht entsprechenden Weise angesetzt wird, also 
durch eine zufallige Kompensation zweier Widerspriiche gegen das Rela- 
tivititspostulat. Indessen bedeutet diese Feststellung keinerlei Hinwand 
gegen die molekulartheoretischen Hypothesen von Lorentz, sondern es 
wird nur klar, daB die Annahme der Kontraktion der Elektronen bei Be- 
wegung in der Lorentzschen Theorie schon an einer friiheren Stelle, als 
dieses durch Lorentz geschieht, eingefiihrt werden miiBte. 

In einem Anhange gehe ich noch auf die Stellung der klassischen 
Mechanik zum Relativitiatspostulate ein. Eine leicht vorzunehmende An- 
passung der Mechanik an das Relativitaitspostulat wiirde fiir die beobacht- 
baren Erscheinungen kaum merkliche Differenzen ergeben, wtirde aber zu 
einem sehr tiberraschenden Erfolge fiihren: Dit der Voranstellung des 
Relativititspostulates schafft man sich genau das hinreichende Mittel, um 
hernach die vollstdndigen Gesetze der Mechanik allein aus dem Satze von 
der Erhaltung der Energie (und Aussagen iiber die Formen der Energie) 
zu entnehmen. 


Sar. 
Bezeichnungen. 


Ein Bezugsystem 2, y, z,¢ rechtwinkliger Koordinaten im Raume und 
der Zeit sei gegeben. Die Zeiteinheit soll in solcher Beziehung zur 
Liangeneinheit gewahlt sein, daB die Lichtgeschwindigkeit im leeren 
Raume 1 ist. 

Obwohl ich an sich vorziehen wiirde, die von Lorentz gebrauchten 
Bezeichnungen nicht zu andern, scheint es mir doch wichtig, gewisse Zu- 
sammengehorigkeiten durch eine andere Wahl der Zeichen von vornherein 
hervortreten zu lassen. Ich werde den Vektor 

der elektrischen Kraft ©, der magnetischen Erregung IN, der elektrischen 

Erregung e, der magnetischen Kraft m 
nennen, so daB also ©, Mt, e, m an die Stelle von ©, B, D, H bei Lorentz 
treten sollen. 

Ich werde mich ferner des Gebrauchs komplexer GréBen in einer 
Weise, wie dies bisher in physikalischen Untersuchungen noch nicht tib- 
lich war, bedienen, namentlich statt mit ¢ mit der Verbindung it ope- 
rieren, wobei 7 die imaginire Einheit Y—1 bedeute. Andererseits werden 
ganz wesentliche Umstiinde in Evidenz treten, indem ich eine Schreibweise 
mit Indizes benutzen werde, nimlich oft an Stelle von 


L,Y, 2, HX, Ug, Uy 
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setzen und hierauf einen allgemeinen Gebrauch der Indizes 1, 2, 3, 4 
griinden werde. Dabei wird es sich, wie ich ausdriicklich Herperhebes 
stets nur um eine dibersichtlichere Za dnmentassiny rem reeller er ehtaten 
handeln, und der Ubergang zu reellen Gleichungen wird sich tiberall so- 
fort vollziehen lassen, indem von den Zeichen mit Indizes solche mit 
eimem Index 4 stets rein imagindre Werte, solche mit keinem Index 4 oder 
mit zwei Indizes 4 stets reelle Werte bedeuten werden. 

Hin einzelnes Wertsystem a, y, 2, ¢ bzw. ,, %, 3, 2, soll ein Raum- 
Zeitpunkt heiBen. 

Ferner bezeichne w den Vektor Geschwindigkeit der Materie, « die 
Dielektrizitatskonstante, w die magnetische Permeabilitdt, 6 die Leitfahigkeit 
der Materie, simtlich als Funktionen von 4g, y, z, t (oder 2,, %, 23, 2,) 
gedacht, weiter @ die elektrische Rawmdichte, 3 einen Vektor ,,elektrischer 
Strom“, zu dessen Definition wir erst in der Folge (in § 7 und 8) kommen 
werden. 


Erster Teil. 
Betrachtung des Grenzfalles Ather. 


8 2. 
Die Grundgleichungen fiir den Ather. 


Die Lorentzsche Theorie fiihrt die Gesetze der Elektrodynamik der 
ponderablen Kérper durch atomistische Vorstellungen von der Elektrizitit 
zurtick auf einfachere Gesetze; an diese einfacheren Gesetze kniipfen wir 
hier ebenfalls an, indem wir fordern, daB sie den Grenzfall «= 1, u = 1, 
6 = 0 der Gesetze fiir ponderable Korper bilden sollen. In diesem idealen 
Grenzfalle «=1, uw=1, o=0 soll Ce, P(—m sein und sollen an 
jedem Raum-Zeitpunkte 2, y, z, t die Gleichungen bestehen: 


(1) curl m — 2 — ew, 
(II) dive=o, 
(IIT) curl e + as = (), 
(IV) ; divm = 0, 


Ich will nun schreiben %,, %, %, %, fiir x, y, 2, it (¢ = V—1), weiter 


Ox, Q3, Os, O4 
fiir ; 
ov,, eW,, OW,, 7Q, 
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d. s. die Komponenten des Konvektionsstromes giv und die mit 7 mul- 
tiplizierte Raumdichte der Elektrizitat, ferner 


hes, foi» fies hia» fea, fea 


m,, m,, m,, — 1,, — v€ 


fiir : 
yo ve, 
d. s. die Komponenten von m baw. —7e nach den Achsen, endlich noch 


allgemein bei zwei der Reihe 1, 2,3, 4 entnommenen Indizes h, k 


ha = — Tp 


fee = — fas, his = — fai» fos MEY 
im a ay Ove fas = — fag, fas -T = Jan 


also 


festsetzen. 
Alsdann schreiben sich die drei in (I) zusammengefaBten Gleichungen 
und die mit 7 multiplizierte Gleichung (II): 


of, Of, Of _ 
oe ta ee nr ae. Q1) 
Ofer os Ofes _ 
On, = 4 Ts Ey St, 
(A) McRae wate rej 
0x, Oa, OX, — Q3, 
fs Of , Of. = 
=f On, at ame aa Og 


Andererseits eral sich die drei in (III) zusammengefaBten 
Gleichungen, mit —7 multipliziert, und die Gleichung (IV), mit —1 
multipliziert, in 


ps é 42 sles 
+e + Fat =, 
Ofes Ofts . 
(B) 2a ih dol Dili Doct 
Dts , Of Sa 
Om, Ox, ts progam ost 
is of, 4. Of is 
+ Gn, + Ga, ei 


Man bemerkt bei ae Schreibweise sofort die vollkommene Sym- 
metrie des ersten wie des zweiten dieser Gleichungssysteme in bezug auf 
die Permutationen der Indizes 1, 2, 3, 4. 


Sah 
Das Theorem der Relativitaét von Lorentz. 


Die Schreibweise der Gleichungen (I)—(IV) in der Symbolik des 
Vektorkalkiils dient bekanntermaBen dazu, eine Invarianz (oder besser 
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Kovarianz) des Gleichungssystems (A) wie des Gleichungssystems (B) bei 
einer Drehung des Koordinatensystems um den Nullpunkt in Evidenz zu 
setzen. Nehmen wir z. B. eine Drehung um die z-Achse um einen festen 
Winkel gy vor unter Festhaltung der Vektoren e, m,w im Raume, fiihren 
also anstatt z,, 7,, #3, £, neue Variablen 2,', 2’, v3, x, ein durch 


Lam Md fos A ° om la 
Ly =X, COSY + LX sng, 4 = — a, sing + Ly COS M, Xz = Lg, Ly = Ly, 
ee y / 7, , 
dazu neue GréBen 9,’, @,', 03, 0, durch 


0, = 0, Cos p + Q, SING, C= — 0, SIN p + Oy COBY, 0; = Os, O1= 04, 


neue Gréfen f;,,...,f;, durch 


fos = fos COS P + fay SIN, fy = — fos Si. | + Foy COB %) fis= hie» 
fia= fis 008 9 + fr Sing, fos = — fis 8iD Y + fos COS, yy = Foss 
fan — fin (A, k = 1, 2, 3, 4), 
so wird notwendig aus (A) das genau entsprechende System (A’), aus 
(B) das genau entsprechende System (B’) zwischen den neuen, mit Strichen 
versehenen GréBen folgen. 

Nun lapt sich auf Grund der Symmetrie des Systems (A) wie des 
Systems (B) in den Indizes 1, 2, 8, 4 sofort ohne jede Rechnung das von 
Lorentz gefundene Theorem der Relativitdt entnehmen. 

Ich will unter ip eine rein imaginiire GréBe verstehen und die Sub- 
stitution 


(1) 4/=2,, %,=—%, %=—%,cosip~+4,sniy, v,—— 4, siniy + x”, cosry 
betrachten. Mittels 
Sve: Ce ce 1 ee oi] 
(2) == ¥) tg ww => vy ow 7), w — > log nat 1,29 
wird 
ey = na eens Stak © 
cos ww Viag’ sin 7 Vig’ 


wobei —1<q<1 ausfallt und /1— q® mit dem positiven Vorzeichen 
zu nehmen ist. Schreiben wir noch 
(3) $= 2, ty, t= 2, ay = Wt, 
so nimmt daher die Substitution (1) die Gestalt 
, 1 , (GS qt , — 72 +t 

(4) a x,y Y) Vi-@ r Vy i—7@ 
mit lauter reellen Koeffizienten an. 

Ersetzen wir nun in den oben bei der Drehung um die z-Achse ge- 


nannten Gleichungen iiberall 1, 2,3,4 durch 3, 4, 1, 2, und gleichzeitig » 
durch iy, so erkennen wir, daB wenn gleichzeitig mit dieser Substitution 
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(1) neue GréBen 0,’, 0,', 03, @, durch 
0)= 01, 02 = Oe, 03 = 03 COStY + O4 siniy, 0, =— Qs Sint + o, cosiy, 


neue GréBen f;,,..., f3, durch 


fi =f CO8tY + fg sinid, fg = — fa, Sintd + fis cost, fy, = fas, 
foo = fap COS*7Y + fig SiN 1Y, fyy = — fog SID TY + fig COS7Y, fro = fie, 
fe (h, k = 1, 2, 3, 4) 

eingeftihrt werden, alsdann ebenfalls das System (A) in das genau ent- 
sprechende System (A’), das System (B) in das genau entsprechende 
System (B’) zwischen den neuen, mit Strichen versehenen GréBen tiber- 
gehen wird. 

Alle diese Gleichungen lassen sich sofort in rein reelle Gestalt um- 
schreiben und man kann das letzte Ergebnis so formulieren: 

Wird die reelle Transformation (4) vorgenommen und werden her- 
nach 2’, y’, 2, t als ein Bezugsystem fiir Raum und Zeit angesprochen, 
werden zugleich 


tv,+1 Loe = ei _ tot 
(5) ‘— 9 (= z ), (ae ey =ev,, o'W, = elv,, 


Vis¢ yi ee 
ferner 
€.— gm —qe.-tm 
6 = ni, = =e 
“ to. : Vi-g’?’ * * 
un 
A m, + qe, ‘ qm, + e, F 

(7) My = yi-@ ’ = Viz Mm, = Mm, 


eingefiihrt*), so kommen hernach fiir die Vektoren w’, e’, m’ mit den 
Komponenten wy, Wy, Wy; ex, ey, x3 My, My, m, in dem neuen Koor- 
dinatensystem a’, y’, 2° und dazu die GréBe o’ genau die zu (I)—(IV) 
analogen Gleichungen (I’)—(IV’) zustande, und zwar geht fiir sich das 
System (I), (IL) in (I’), CII’), das System (IIL), (IV) in (III), (IV’) tiber. 

Wir bemerken, daB hier e, — qm,, e, + qm,, ¢, die Komponenten des 
Vektors e+ [vm] sind, wenn » einen Vektor in Richtung der positiven 
z-Achse vom Betrage |v|=q und [vm] das vektorielle Produkt der Vek- 
toren » und m bedeutet. Analog sind dann m, + qe,, m, —qe,, m, die 
Komponenten des Vektors m — [ve]. 

Die Gleichungen (6) und (7), wie sie paarweise wnter einander stehen, 
kénnen durch eine andere Verwendung imaginirer GréBen in 


*) Die Gleichungen (5) stehen hier in anderer Folge, die Gleichungen (6) und 
(7) aber in der nimlichen Folge wie die zuvor genannten Gleichungen, die auf sie 
hinauskommen. 
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Qe +imy = (e, + im.) cos iy + (e, + im,) sin iv, 
ey + omy = — (er + im,) sin 7b + (e, + im,) cos iv, 
er + tM = =e, + im, 
zusammengefaft werden, und wir merken noch an, daB, wenn  irgend- 


einen reellen Winkel bedeutet, aus diesen letzten Beziehungen ferner die 
Kombinationen 


(8) (ex + imy) cos p + (ey + ¢my) sin p 
= (e, + 7m,) cos (p + 7) + (e, + im,) sin (p + iy), 
(9) — (ey + im) sin y + (ey + im) cos » 


= —(e, + om,) sin (p + tp) + (e, + im,) cos (p + iv) 


hervorgehen. 


Sah, 
Spezielle Lorentz-Transformationen. 


Die Rolle, welche die z-Richtung in der Transformation (4) spielt, 
kann leicht auf eine beliebige Richtung iibertragen werden, indem sowohl 
das Achsensystem der 2, y, ¢ wie das der 2’, y’, 2, jedes einer und der 
naémlichen Drehung in bezug auf sich unterworfen wird. Wir kommen 
damit zu einem allgemeineren Satze. 

Es sei » mit den Komponenten »,, v,, v, ein gegebener Vektor mit 
einem solchen von Null verschiedenen Betrage |v| = q, der kleimer als 1 
ast, von irgendeiner Richtung. Wir verstehen allgemein unter p eine 
beliebige auf » senkrechte Richtung und bezeichnen ferner die Kompo- 
nente eines Vektors rt nach der Richtung »v oder einer Richtung bp mit 
t, bzw. ty. 

Anstatt x, y, z, t sollen nun neve Gréfen a’, y’, 2’, ¢ in folgender 
Weise eingefiihrt werden. Wird kurz r fiir den Vektor mit den Kompo- 
nenten x, y, 2 im ersten, ferner r’ fiir den Vektor mit den Komponenten 
x’, y’, 2 im zweiten Bezugsystem geschrieben, so soll sein ftir die Rich- 


tung von YD: 
== 

(10) t= aes ’ 

Vi-@e 
fiir jede auf » senkrechte Richtung v: 
(11) ty = Vp) 
und ferner: 
(12) rae aga toede? il 


Vi-@ 
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Die Bezeichnungen v, und ry hier sind in dem Sinne zu verstehen, 
daB der Richtung » und jeder zu v senkrechten Richtung v in @, y, 4 
immer die Richtung mit den naimlichen Richtungskosinus in 2’, y’, 2° zu- 
geordnet wird. 

Hine Transformation, wie sie durch (10), (11), (12) mit der Bedin- 
gung O<q<1 dargestellt wird, will ich eine spezielle Lorentz-Trans- 
formation nennen, und soll » der Vektor, die Richtung von v die Achse, 
der Betrag von v das Moment dieser speziellen Lorentz-Transformation 
heiBen. 

Werden weiter 0 und die Vektoren w', e’, m’ im a’, y’, 2 dadurch 
definiert, dap 
(13) 


r MUS orie) 


Vig 
een, el Coe cre 
(14) EOS ae o' Ws = eWs, 
ferner*) 
am _ ebim—stoe-+ Amps 
(15) patie faa we 


(e’ + im’), = (e + cm — a[v, e + im])y 
ist, so folgt der Satz, dab das Glleichungssystem (1), (Il) und (Ill), IV) 
jedesmal in das genau entsprechende System zwischen den mit Strichen ver- 
sehenen Gripen vibergeht. 
Die Auflésung der Gleichungen (10), (11), (12) fiihrt auf: 


(16) notte we, t= ES 
Vi-@ Vi 

Wir schlieBen nun eine in der Folge sehr wichtige Bemerkung itiber 
die Beziehung der Vektoren und w’ an. Es mége wieder die schon 
mehrfach gebrauchte Bezeichnung mit den Indizes 1, 2, 3, 4 herangezogen 
werden, so daB wir a,', 25 2%, %, fiir % ¥, 2, -0tcamdio,, Gys 6.6 oF 
fiir ows, e' Wy, e’ Wy, to’ setzen. Wie eine Drehung um die z-Achse, so 
ist offenbar auch die Transformation (4) und allgemeiner die Transfor- 


mation (10), (11), (12) eine solche lineare Transformation von der Deter- 
minante + 1, wodurch 


(17) wy + a2 257+ 9,7, di 2? +y +23 —# 
m 

7+ a7 +47 +4/% di. 2? ty? +22 7? 
dibergeht. 


*) Die runden Klammern sollen nur die Ausdriicke zusammenfassen, welche der 


Index betrifft, und [v,e-+ ¢m] soll das vektorielle Produkt von » und e-+ im be- 
deuten. 
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Ks wird daher auf Grund der Ausdriicke (13), (14) auch 
eC Cr eco 01.) = 0 (LW. to — ,*)'= o°(1 iv) 


in 9? (1 — Ww?) iibergehen, oder mit andern Worten 


(18) eo V1 — Ww, 
wobei die Quadratwurzel positiv genommen sei, eine Invariante bei Lo- 


rentz-Transformationen sein. 


Indem wir @,, @:, 03, Q, durch diese GréSe dividieren, entsteben die 
4 Werte 


Became Ne ag OT frase Te 
zwischen welchen die Beziehung 
(19) we +w,? + ws? +weZ=—1 
besteht. Offenbar sind diese 4 Werte eindeutig durch den Vektor w 
bestimmt, und umgekehrt folgt aus irgend 4 Werten w,, w,, Ws, W4, 
wobei w,, W,, w; reell, — iw, reell und positiv ist und die Bedingung (19) 
statthat, riickwarts gem4B diesen Gleichungen eindeutig ein Vektor w 
von einem Betrage < lI. 


Die Bedeutung von w,, w,, Ww, W, hier ist, daB sie die Verhiltnisse 
yon @x,, dx, d%,, dx, zu 


(20) V- (da," + da," + dx,” + dx,*) = dt V1 — Ww? 

fiir die im Raum-Zeitpunkte a,, 2, 3, 2, befindliche Materie beim Uber- 
gang zu zeitlich benachbarten Zustiinden derselben Stelle der Materie 
sind. Nun iibertragen sich die Gleichungen (10), (11), (12) sofort auf 


die zusammengehirigen Differentiale dx, dy, dz, dt und da’, dy’, dz’, dt 
und insbesondere wird daher fiir sie 


— (dx, + dx? + dx," + du?) = — (daz,* + dx’? + da, + dx,*) 


sein. Nach Ausfiihrung der Lorentz-Transformation ist im neuen Bezug- 
system als Geschwindigkeit der Materie im nimlichen Raum-Zeitpunkte 


, , t , t : os . d 1 i d 4 = 
x’, y’, 2, U der Vektor tv’ mit den Verhialtnissen ae ae ula) Kore 


at? dt? dt’ 
ponenten auszulegen. 
Nunmehr ist ersichtlich, da& das Wertsystem 


VOY uae ig Wy ye Wey Vere Wy 


vermége der Lorentz-Transformation (10), (11), (12) eben in dasjenige 
neue Wertsystem 


/ / 


/ ‘ / , FA ‘ed 
Tp pg age lg 0555) ys me Wy 
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iibergeht, das fiir die Geschwindigkeit 1’ nach der Transformation genau 
die Bedeutung hat wie das erstere Wertsystem fiir die Geschwindigkeit 
vor der Transformation. 

Ist insbesondere der Vektor » der speziellen Lorentz-Transformation 
gleich dem Geschwindigkeitsvektor w der Materie im Raum-Zeitpunkte 
ty, fay yy 4, 80 folgt aus (10), (11), (12): 

w,=0, w/=90, w,=0, wv =1. 
Unter diesen Umstiinden erhalt also der betreffende Raum-Zeitpunkt nach 
der Transformation die Geschwindigkeit 1’ — 0, er wird, wie wir uns aus- 
driicken kénnen, auf Ruhe transformiert. Wir konnen danach die In- 
variante 0/1 — w? passend als Ruh-Dichte der Elektrizitat bezeichnen. 


S25. 
Raum-Zeit-Vektoren I und IL* Art. 


Indem wir das Hauptergebnis beziiglich der speziellen Lorentz -Trans- 
formationen mit der Tatsache zusammennehmen, da das System (A) wie 
das System (B) jedenfalls bei einer Drehung des raumlichen Bezugsystems 
um den Nullpunkt kovariant ist, erhalten wir das allgemeine Theorem der 
Relativitit. Um es leicht verstiindlich zu formulieren, diirfte es zweck- 
maBig sein, zuvor eine Reihe von abktirzenden Ausdriicken festzulegen, 
wahrend ich andererseits daran festhalten will, komplexe GréBen zu ver- 
wenden, um bestimmte Symmetrien in Evidenz zu setzen. 

Eine lineare homogene Transformation 


Dy = Oy By Tb Oye! + Og hy + yyy’, 

Ly = Wy, Ly + Og Vy + yg Ly’ + yyy’, 

Wy = Og, Hy + gg Ly’ + Ogg %y + Oyyy’, 

My = Oly, Ly" + Oegy Wy’ + Orgy Ly” + Orgy Wy" 

von der Determinante +1, in welcher alle Koeffizienten ohne einen In- 

dex 4 reell, dagegen 0,4, g4, M4 SOWlE O41, Oo, O43 Fein imaginir (ev. 

Null), endlich «,, wieder reell und speziell > 0 ist und durch welche 
wy? + oe" + ay" + 0% in x2 + a? 4 2% + a," 

tibergeht, will ich allgemein eine Lorentz-Transformation nennen. 


Wird 


(21) 


fan, ti my’, t= 2, af =it’ 
gesetzt, so entsteht daraus sofort eine homogene lineare Transformation 
von x, y, 4, tin w, y, 2, ¢ mit lauter reellen Koeffizienten, wobei das 
Agegregat 
—-¢g—y—4t# in — g% — y’® — g/2 4 yf? 
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tibergeht und einem jeden solchen Wertesystem x, y, 2, ¢ mit positivem t, 
wofiir dieses Aggregat > 0 ausfillt, stets auch ein positives ¢’ entspricht ; 
letzteres ist aus der Kontinuitit des Aggregats in w, y, z, ¢ leicht er- 
sichtlich. 

Die letzte Vertikalreihe des Koeffizientensystems von (21) hat die 
Bedingung 
(22) Og + thay + org, + oy, = 1 
zu erfiillen. 

Sind a, = 0, co, = 0, os, = 0, so ist a,,—= 1 und die Lorentz-Trans- 
formation reduziert sich auf eine bloBe Drehung des raumlichen Koordi- 
natensystems um den Nullpunkt. 

Sind 04, 4, @, nicht simtlich Null und setzt man 

Oyy 2 Ogg 2 gy 2 Oy = V2 0,2 0,24, 
so folgt aus (22) der Betrag 
q=Vv7+0,?+02<1. 

Andererseits kann man zu jedem Wertesystem c,,, 0 4, G34, O44, das in 
dieser Weise mit reellen v,, v,, v, die Bedingung (22) erfiillt, die spezielle 
Lorentz-Transformation (16) mit 4, co4, O34, O44, als letzter Vertikalreihe 
konstruieren und jede Lorentz-Transformation mit der néimlichen letzten 
Vertikalreihe der Koeffizienten kann alsdann zusammengesetzt werden aus 
dieser speziellen Lorentz-Transformation und einer sich daran anschlieBen- 
den Drehung des réumlichen Koordinatensystems um den Nullpunkt. 

Die Gesamtheit aller Lorentz-Transformationen bildet eine Gruppe. 

Unter einem Rawm-Zeit-Vektor I. Art soll verstanden werden ein be- 
liebiges System von vier GréBen 0,, 2, 03, Q, mit der Vorschrift, bei 
jeder Lorentz-Transformation (21) es durch dasjenige System 0,’, 05’, 03 Q4 
za ersetzen, das aus (21) fiir die Werte 2,’, 2’, x5’, x,/ hervorgeht, wenn 
fiir %,, Uy, Lz, X, die Werte 0,, 2, 03, Q, genommen werden. 

Verwenden wir neben dem variablen Raum-Zeit-Vektor I. Art 
X14, Vy, Zz, LX, einen zweiten solchen variablen Raum-Zeit-Vektor I. Art 
U,, Ug, Us, U, und fassen die bilineare Verbindung 


fog (ay — Vy Uq) + Foy (% 3% — Ly Us) + feo (@ Uy — LM) 
T+ fa (ar Uy — gy) + fog (Le Mg — Late) + fous My — Las) 
mit sechs Koeffizienten fy3,..-., fs, auf. Wir bemerken, daB diese einer- 
seits sich in vektorieller Schreibweise aus den vier Vektoren 
Wy, yy Tey Uy, Uy, Mg fogy Soir fas Fras Peay Fae 


und den Konstanten a, und uw, aufbauen laéBt, andererseits symmetrisch 
in den Indizes 1, 2, 3, 4 ist. Indem wir 2,, 7, 7%, und Uy, Ug, Ug, Uy 


(23) 
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gleichzeitig gem&B der Lorentz-Transformation (21) substituieren, geht 
(23) in eine Verbindung 

fag (ay Ug” — W' Uy’) + fgg (By Uy’ — By) + Fig (%y Uy — Wy’ ty’) 
H+ fig yl — ag!) 1 fog (Be"tg — B4'Uy’) 1 f54(@s Ug — Xy'Us') 

mit gewissen allein von den sechs GréBen fy;,..., fs, und den sechzehn 
Koeffizienten o,,, 19, +--) %4 abhangenden sechs Koeffizienten f,,,...,/;, tiber. 

Einen Rawm-Zeit-Vektor II. Art definieren wir als ein System von 
sechs GréBen fos, fa15 fia) fia fea fsa Mit der Vorschrift, es bei jeder Lorentz- 
Transformation durch dasjenige neue System fy, fs,) fio» fisy fear fog 20 OF- 
setzen, das dem eben erédrterten Zusammenhange der Form (23) mit der 
Form (24) entspricht. 

Das allgemeine Theorem der Relativitit betreffend die Gleichungen 
(1I)—(IV), die ,Grundgleichungen fiir den Ather“, spreche ich nunmehr 
foleendermafen aus. 

Werden x, y, 2, 1¢ (Raumkoordinaten und Zeit >< 2) eimer beliebigen 
Lorentz - Transformation unterworfen und gleichzeitig eW,, eW,, eW,, 20 
(Konvektionsstrom und Ladungsdichte <7) als Raum-Zeit-Vektor I. Art, 
ferner m,, m,, m,, —7e,, —7%e,, — ve, (magnetische Kraft und elektrische 
Erregung =< — 7) als Raum-Zeit-Vektor II. Art transformiert, so geht das 
System der Gleichungen (1), (Il) und das System der Gleichungen (IIL), IV) 
je in das System der entsprechend lautenden Beziehungen zwischen den ent- 
sprechenden neu eingefiihrten Gropen dber. 

Ktirzer mag diese Tatsache auch mit den Worten angedeutet werden: 
Das System der Gleichungen (I), (Il) wie das System der Gleichungen 
(III), (IV) ist kovariant bei jeder Lorentz-Transformation, wobei @1v, te 
als Raum-Zeit-Vektor I. Art, m, —7e als Raum-Zeit-Vektor II. Art zu 
transformieren ist. Oder noch pragnanter: 

ew, ve ist eim Raum-Zeit-Vektor I. Art, m, — ie ist ein Rawm-Zeit- 
Vektor II. Art. — 

Ich fiige noch einige Bemerkungen hier an, um die Vorstellung eines 
Raum-Zeit-Vektors I]. Art zu erleichtern. Invarianten fiir einen solchen 
Vektor m, — ze bei der Gruppe der Lorentz-Transformationen sind offenbar 
(25) m'—e—=ft fi tha that hit Ap 
(26) me = t(fasfia + farfea + frafsa)- 

Ein Raum-Zeit-Vektor II. Art m, — ze, (wobei m und e reelle ei 
Vektoren sind), mag singuliir heiBen, wenn das skalare Quadrat (m — ie)? = 
d. h. m’—e?=0 und zugleich (me) =0 ist, dh. die Vektoren m ae € 
gleichen Betrag haben und zudem senkrecht aufeinander stehen. Wenn 
solches der Fall ist, bleiben diese zwei Higenschaften fiir den Raum-Zeit- 
Vektor II. Art bei jeder Lorentz-Transformation erhalten. 


(24) 
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Ist der Raum-Zeit-Vektor II. Art m, — ie nicht singuldr, so drehen 
wir zunaichst das riumliche Koordinatensystem so, daf das Vektorprodukt 
[me] in die z-Achse fallt, daB m,=0, e,=0 ist. Dann ist 

(it, —ve,)* + (m, —7e,)? + 0, 

ey +t mM, j : ; 
also emer rt verschieden von ++? und wir kénnen daher ein komplexes 
Argument » +7 derart bestimmen, dab 
; e, faim 
tg (y + ty) = errr 
ist. Alsdann wird mit Riicksicht auf die Gleichung (9) durch die zu w 
gehérige Transformation (1) und eine nachherige Drehung um die z-Achse 
durch den Winkel @ eine Lorentz-Transformation bewirkt, nach der auch 
noch m,=0, e,=0 werden, also nunmehr m und e beide in die neue 
x-Linie fallen; dabei sind durch die Invarianten m®—e? und (me) die 
schlieBlichen GréBen dieser Vektoren und ob sie von gleicher oder ent- 
gegengesetzter Richtung werden oder einer Null wird, von vornherein fixiert. 


§ 6. 
Begriff der Zeit. 


Durch die Lorentz-Transformationen werden gewisse Abinderungen 
des Zeitparameters zugelassen. Infolgedessen ist es nicht mehr statthaft, 
von der Gleichzeitigkeit zweier Hreignisse an sich zu sprechen. Die Ver- 
wendung dieses Begriffs setzt vielmehr voraus, da die Freiheit der 6 
Parameter, die zur Angabe eines Bezugsystems fiir Raum und Zeit offen 
steht, bereits in gewisser Weise auf eine Freiheit von nur 3 Parametern 
eingeschrankt ist. Nur weil wir gewohnt sind, diese Kinschrankung stark 
approximativ eindeutig zu treffen, halten wir den Begriff der Gleichzeitig- 
keit zweier Hreignisse als an sich existierend.*) In Wahrheit aber sollen 
folgende Umstiande zutreffen. 

Ein Bezugsystem x,y, 2, ¢ fiir Raum-Zeitpunkte (Ereignisse) sei 
irgendwie bekannt.. Wird ein Raumpunkt A(a), y, 4) zur Zeit t= 0 
mit einem anderen Raumpunkte P(%,y,z2) zu einer anderen Zeit ¢ ver- 
glichen und ist die Zeitdifferenz ¢ — t, (es sei etwa ¢ >t) Kleiner als die 
Linge AP, d. i. die Zeit, die das Licht zur Fortpflanzung von A nach P 


braucht, und ist qg der Quotient TF <1, so kénnen wir durch die 


spezielle Lorentz-Transformation, die AP als Achse und g als Moment 


*) Ungefihr wie Wesen, gebannt an eine enge Umgebung eines Punktes auf 
einer Kugeloberfliche, darauf verfallen kénnten, die Kugel sei ein geometrisches (e- 
bilde, an welchem ein Durchmesser an sich ausgezeichnet ist. 
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hat, einen neuen Zeitparameter ¢’ einfiihren, der (s. Gleichung (12) in § 4) 
fiir beide Raum-Zeitpunkte A, ¢, und P,¢ den gleichen Wert ¢’=0 er- 
langt; es lassen sich also diese zwei Ereignisse auch als gleichzeitig 
auffassen. 

Nehmen wir weiter zu einer und derselben Zeit 4 —0 zwei ver- 
schiedene Raumpunkte A, B oder drei Raumpunkte A, B, C, die nicht 
in einer Geraden liegen, und vergleichen damit einen Raumpunkt P auBer- 
halb der Geraden AB oder der Ebene ABC zu einer anderen Zeit ¢ und 
ist die Zeitdifferenz t—t, (es sei etwa t>4,) kleiner als die Zeit, die 
das Licht zur Fortpflanzung von der Geraden AB oder der Ebene ABC 
nach P braucht, und q der Quotient aus der ersteren und der letzteren 
Zeit, so erscheinen nach Anwendung der speziellen Lorentz- Transformation, 
die als Achse das Lot auf AB, bzw. ABC durch P und als Moment q 
hat, alle drei (beziehungsweise vier) Ereignisse A, 4; B, t,; (C, t) und 
P,¢t als gleichzeitig. 

Werden jedoch vier Raumpunkte, die nicht in einer Ebene legen, 
zu einer und derselben Zeit ¢, aufgefaBt, so ist es nicht mehr méglich, 
durch eine Lorentz-Transformation eine Abanderung des Zeitparameters 
vorzunehmen, ohne da® der Charakter der Gleichzeitigkeit dieser vier 
Raum-Zeitpunkte verloren geht. 

Dem Mathematiker, der an Betrachtungen tiber mehrdimensionale 
Mannigfaltigkeiten und andererseits an die Begriffsbildungen der so- 
genannten nicht-Huklidischen Geometrie gewéhnt ist, kann es keine 
wesentliche Schwierigkeit bereiten, den Begriff der Zeit an die Verwendung 
der Lorentz-Transformationen zu adaptieren. Dem Bediirfnisse, sich das 
Wesen dieser Transformationen physikalisch niher zu bringen, kommt 
der in der Hinleitung zitierte Aufsatz von A. Einstein entgegen. 


Zweiter Teil. 


Die elektromagnetischen Vorgange. 


7 


Die Grundgleichungen fiir ruhende Kérper. 


Nach diesen vorbereitenden Ausfiihrungen, die wir des etwas ge- 
ringeren mathematischen Apparates wegen an dem idealen Grenzfalle «=1, 
“= 1, 6 =0 entwickelten, wenden wir uns jetzt zu den Gesetzen fir 
die elektromagnetischen Vorgiinge in der Materie. Wir suchen diejenigen 
Beziehungen, die es — unter Voraussetzung geeigneter Grenzdaten — 
erméglichen, an jedem Orte und zu jeder Zeit, also als Funktionen von 
“, y, 2, ¢ zu finden: die Vektoren der elektrischen Kraft €, der magne- 
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tischen Erregung Yt, der elektrischen Erregung e, der magnetischen Kraft 
m, die elektrische Raumdichte o, den Vektor ,,elektrischer Strom 8“, (dessen 
Beziehung zum Leitungsstrom hernach durch die Art des Auftretens der 
Leitfahigkeit zu erkennen sein wird), endlich den Vektor w, die Ge- 
schwindigkeit der Materie. 

Die fraglichen Beziehungen scheiden sich in zwei Klassen, 

erstens diejenigen Gleichungen, die, wenn der Vektor w als Funktion 
von %, y,2,¢ gegeben, also die Bewegung der Materie bekannt ist, zur 
Kenntnis aller anderen eben genannten GréBen als Funktionen von 
x, y, 2, ¢ hinftihren, — diese erste Klasse speziell will ich die Grund- 
gleichungen nennen, — 

zweitens die Ausdriicke fiir die ponderomotorischen Krdfte, die durch 
Heranziehen der Gesetze der Mechanik weiter AufschluB iiber den Vektor 
w als Funktion von 2, y, 2, ¢ bringen. 

Fir den Fall ruhender Korper, d. i. wenn w(a, y, 2, t)=0 gegeben 
ist, kommen die Theorien von Maxwell (Heaviside, Hertz) und von 
Lorentz zu den nimlichen Grundgleichungen. Es sind dies 

1) die Differentialglerchungen, die noch keine auf die Materie beziig- 
lichen Konstanten enthalten: 


(I) curl m — 2 = 3, 
(I) div ¢== 9, 
ie oul € + 2 0, 
ce div M =O; 


2) weitere Beziehungen, die den Hinflu8 der vorhandenen Materie 
charakterisieren; sie werden in dem wichtigsten Falle, auf den wir uns 
hier beschranken, fiir isotrope K6érper, angesetzt in der Gestalt 


(V) e=eC, Pt—=um, §8—c6, 


wobei ¢ die Dielektrizititskonstante, « die magnetische Permeabilitat, 
o die Leitfahigkeit: der Materie als Funktionen von 2, y, 2 und ¢ bekannt 
zu denken sind. 8 ist hier als Leitungsstrom anzusprechen. 

Ich lasse nun an diesen Gleichungen wieder durch eine verinderte 
Schreibweise eine noch versteckte Symmetrie hervortreten. Ich setze wie 
in den vorangeschickten Ausfiihrungen 

B=X, my, = 8, = tt 
und schreibe 
$1, 53, 53 54 
fiir 
8.) 8.) g., 10, 
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ferner 
loss re, faa (re foas fsa 
fiir ; 
REST = ORY CST 
und noch 
Fi, Fs, ies Fas Loa; Pa 
fiir 


MiG Nig oe en ee 
endlich soll fiir andere Paare von ungleichen, der Reihe 1, 2, 3, 4 
entnommenen Indizes h, k stets 


lene Celanese 
gelten. (Die Buchstaben /, & sollen an das Wort Feld, s an Strom 


erinnern.) 
Dann schreiben sich die Gleichungen (I), (II) um in 
Of«s Ofts Of. _ 
02, a OX, a" (ca ai 
Ofer Ofes , Ofes _ 
(A) ‘aa tie da aca 
Ofss A Cfse =. Ofse _ 
Ox, Ox, Ox, sa 
Ofsr  Ofs , Ofss ni 
qn ae noe. mi, 
und die Gleichungen (III), (IV) schreiben sich um in 
OF, | OF yy ai OF _ 
0x, Ox, On ae 7 
0 Fis OF | OF _ 
(B) Ox. 9 On, ns Ox, a Z 
DF uted Eat eh ae eae 
Ox, 0X, Se ae bes 
Obs: « ORS Seis ey 
On, ate 0X, Ok, my) 
§ 8. 


Die Grundgleichungen fiir bewegte Korper. 


Nunmehr wird es uns gelingen, die Grundgleichungen fiir beliebig 
bewegte Kérper in eindeutiger Weise festzustellen, ausschlieBlich mittels 
folgender drei Axiome: 

Das erste Axiom soll sein: 

Wenn eine einzelne Stelle der Materie in einem Momente ruht, also 
der Vektor mw fiir ein System a, y, 2, ¢ Null ist, — die Umgebung mag 
in irgendwelcher Bewegung begriffen sein —, so sollen fiir den Raum- 
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Zeitpunkt x, y, 2, t zwischen o, den Vektoren 3, e, m, ©, Mt und deren 
Ableitungen nach a, y, 2, ¢ genau die Beziehungen (A), (B), (V) statt- 
haben, die zu gelten hiatten, falls alle Materie ruhte. 

Das zweite Axiom soll sein: 

Jede Geschwindigkeit der Materie ist <1, kleiner als die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes im leeren Raume. 

Das dritie Axiom soll sein: 

Die Grundgleichungen sind von solcher Art, dag wenn a, y, 2, it 
irgendeiner Lorente-Transformation unterworfen und dabei einerseits m, 
— ie, andererseits IM, —iE je als Rawm-Zeit-Vektor II. Art, 8, ie als 
Raum- Zeit-Vektor I. Art transformiert werden, die Gleichungen dadurch in 
die genau entsprechend lautenden Gleichungen zwischen den transformierten 
Grépen tibergehen. 

Dieses dritte Axiom deute ich auch kurz mit den Worten an: 

m, —ée und Wt, —i€ sind je ein Raum-Zeit-Vektor LI. Art, 3, ie 
em Raum-Zeit-Vektor I. Art, 
und dieses Axiom nenne ich das Prinzip der Relativitiat. 

Diese drei Axiome fiihren uns in der Tat von den vorhin genannten 
Grundgleichungen fiir ruhende Koérper in eindeutiger Weise zu den Grund- 
gleichungen fiir bewegte Korper. 

Namlich nach dem zweiten Axiom ist in jedem Raum-Zeitpunkte 
der Betrag des Geschwindigkeitsvektors |w|<1. Infolgedessen kénnen 
wir dem Vektor w stets umkehrbar eindeutig das Quadrupel von GréBen 

Wy ine Wy Liew; “ i 
ee ee ee a ae 
zuordnen, zwischen denen die Beziehung 
(27) wi+w?t+wet+uwf=-1 
statthat. Aus den Ausfiihrungen am Schlusse des § 4 ist ersichtlich, daB 
dieses Quadrupel sich bei Lorentz-Transformationen als Raum -Zeit-Vektor 
I. Art verhilt, und wir wollen es den Rawm-Zeit-Vektor Geschwindigkeit 
nennen. 

Fassen wir nun eine bestimmte Stelle w, y, z der Materie zu einer 
bestimmten Zeit ¢ auf. Ist in diesem Raum-Zeitpunkte w = 0, so haben 
wir fir ihn nach dem ersten Axiom unmittelbar die Gleichungen (A), 
(B), (V) aus § 7. Ist in ihm w-+0, so existiert, weil |w) <1 ist, nach 
(16) eine spezielle Lorentz-Transformation, deren Vektor » gleich diesem 
Vektor w(a, y, 2, ¢) ist, und wir gehen allgemein zu einem neuen Be- 
augsystem 2’, y’, 2, ¢ gemiB dieser bestimmten Transformation _tiber. 
Fiir den betrachteten Raum-Zeitpunkt entstehen dabei, wie wir in § 4 
sahen, die neuen Werte 


W, 


370 Zur Physik. 


(28) w/=0, w{=0, w,=0, wy =7t, 

und also der neue Geschwindigkeitsvektor w’'=0, der Raum-Zeitpunkt 
wird, wie wir uns dort ausdriickten, auf Ruhe transformiert. Nun sollen 
nach dem dritten Axiom aus den Grundgleichungen fiir den Raum-Zeit- 
punkt x, y,2,¢ dabei die Grundgleichungen fiir das entsprechende System 
a’, y, 2, t, geschrieben in den transformierten GréBen wi’, 9’, 3’, e’, m, 
©’, M’ und deren Differentialquotienten nach «z’, y’, 2, t hervorgehen. 
Diese letzteren Gleichungen aber miissen, nach dem ersten Axiom, weil 
jetzt w' =O ist, genau sein: 

1) diejenigen Differentialgleichungen (A’), (B’), die aus (A) und (B) 
einfach dadurch hervorgehen, daB alle Buchstaben dort mit einem oberen 
Strich versehen werden, 

2) die Gleichungen 
(V’) e=sC', PM’ —um’, # =F, 
wobei ¢, uw, 6 Dielektrizitétskonstante, magnetische Permeabilitat, Leit- 
fahigkeit fiir das System 2’, y’, 2’, , d.i. also im betrachteten Raum- 
Zeitpunkte x, y, 2, ¢ der Materie sind. 

Jetzt gehen wir durch die reziproke Lorentz-Transformation riick- 
warts zu den urspriinglichen Variablen x, y, 2, ¢ und den Gréfen w, 9, 
3, e, m, ©, Mt und die Gleichungen, die wir dann aus den eben ge- 
nannten erhalten, werden die von uns gesuchten allgemeinen Grund- 
gleichungen fiir bewegte K6rper sein. 

Nun ist aus den Ausfiihrungen in § 4 und § 5 zu ersehen, dab 
sowohl das Gleichungssystem (A) fiir sich wie das Gleichungssystem (B) 
fiir sich kovariant bei den Lorentz-Transformationen ist; d. h. die 
Gleichungen, die wir von (A’), (B’) riickwarts erlangen, miissen genau 
gleichlauten mit den Gleichungen (A), (B), wie wir sie fiir ruhende 
K6érper annahmen. Wir haben also als erstes Ergebnis: 

Von den Grundgleichungen der Elektrodynamik ftir bewegte Korper 
lauten die Differentialglecchungen, geschrieben in @ und den Vektoren 8, e, 
m, ©, Mt, genau wie fiir ruhende Korper. Die Geschwindigkeit der 
Materie tritt in diesen Gleichungen noch nicht auf. In vektorieller 
Schreibweise sind diese Gleichungen also wieder 


(1) curl m — ££ = g, 
(ID) dive =o, 
(111) curl € + SH = 0, 
(IV) div M = 0. 


Die Geschwindigkeit der Materie wird ausschlieBlich auf die Zusate- 
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bedingungen verwiesen, welche den EinfluB der Materie auf Grund ihrer 
speziellen Konstanten 2, w, 6 charakterisieren. ransformieren wir jetzt 
diese Zusatzbedingungen (V’) zurtick auf die urspriinglichen Koordinaten 
x,y, 2 und die urspriingliche Zeit ¢. 

Nach den Formeln (15) in § 4 ist ftir die Richtung des Vektors w 
die Komponente von e’ dieselbe wie von e+ [tm], die von m’ dieselbe 
wie von m-— [we], fiir jede dazu senkrechte Richtung aber ist die 
Komponente von e’ bzw. m’ gleich der entsprechenden Komponente von 


e-+ [wm] bzw. von m— [wwe], jedesmal multipliziert noch mit =" 
— wv 


Andererseits werden © und QM’ hier zu E+[wPt] und Pt — [wE] in 
den ganz analogen Beziehungen stehen wie e’ und m’ zu e+ [wm] und 
m— [we]. So fiihrt die Relation e’=«¢€’, indem man bei den Vektoren 
zuerst die Komponenten nach der Richtung w, dann diejenigen nach zwei 
zu Yo und aufeinander senkrechten Richtungen  behandelt und die in 
letzteren Fallen entstehenden Gleichungen mit /1—w? multipliziert, zu 


(C) e+ [wm] = «(€ + [wM)). 
Die Relation {t’= wm’ wird analog auf 

(D) M — [wE] = w(m — [we]) 
hinauslaufen. 


Weiter folgt nach den Transformationsgleichungen (12), (10), (11) 
in § 4, indem dort qg, ty), t5, t, ty, U5, ¢ durch |twl, 8), 85, 0, 8, 85, O 
zu ersetzen sind, 

r — |} 3, +e 7 8 — |le 
— Sh 
Vi-—w? VY1i— ww? 

so daB aus 3’ = 6’ nunmehr 


“eat = o(€ + [WM] w, 
V1—w? 
#) ne 6(E + [w M))5, 
= ay ean os 
hervorgeht. Nach der Art, wie hier die Leitfihigkeit o eingeht, wird 
es angemessen sein, den Vektor 8—gw mit den Komponenten $y — g|10| 
_ nach der Richtung w und 85 nach den auf w senkrechten Richtungen i, 
der fiir 6 =0 verschwindet, als Leitungsstrom zu bezeichnen. 

Wir bemerken, da fiir e-=1, w=1 die Gleichungen e’=— ©’, m’= M’ 
durch die reziproke Lorentz-Transformation, die hier die spezielle mit 
— yw als Vektor wird, gem&B (15) sofort zu e=€, m= Mt fiihren und 
daB fiir 6 =0 die Gleichung 3’=0 zu 3 = ew fiihrt, so dab in der Tat 
als Grenzfall der hier erhaltenen Gleichungen fiir e=1, w=1, o=0 
sich die in § 2 betrachteten ,,Grundgleichungen fiir den Ather“ ergeben. 


35 = 8a 
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§ 9. 
Die Grundgleichungen in der Theorie von Lorentz. 

Sehen wir nun zu, inwieweit die Grundgleichungen, die Lorentz 
annimmt, dem Relativitatspostulate, das soll heiBen dem in § 8 formu- 
lierten Relativitatsprinzipe entsprechen. In dem Artikel ,,Elektronentheorie“ 
(Enzykl. der math. Wiss., V2, Art. 14) hat Lorentz fiir beliebige, auch 
magnetisierte Kérper zunichst die Differentialgleichungen (s. dort S. 209 
unter Beriicksichtigung von Gl. XXX’ daselbst und von Formel (14) auf 
5. 78 desselben Heftes): 


(a") curl (§ — [wE)) = 3 + SS + w div D — curl [wD], 
(I) divD =, 
Civ) eurl € = — 
(v”) div® =0. 


Dann setzt Lorentz fiir bewegte nicht magnetisierte Korper (S. 223, 
Z. 3) w=1, S®=H und nimmt dazu das Hingehen der Dielektrizitats- 
konstante ¢ und der Leitfahigkeit 6 gemiB 


(GL XXXIV”, 8.227) D—€=(c—1)(€ + [wB)), 
(Gl, XXXII”, 8. 223) 3 = 6 (€ + [wB]) 


an. Die Lorentzschen Zeichen €, 8, D, H sind hier durch €, Mt, e, m 
ersetzt, wahrend 3 bei Lorentz als Leitungsstrom bezeichnet wird. 

Die drei letzten der zitierten Differentialgleichungen nun decken sich 
sofort mit den Gleichungen (II), (III), (IV) hier, die erste Gleichung 
aber wiirde, indem wir 3 mit dem fiir 6 =O verschwindenden Strome 


3 — wo identifizieren, in 


(29) curl (§ — [wE]) = 3 +  — curl (wd) 


0B 
ot? 


tibergehen und verschieden von (I) hier ausfallen. Danach entsprechen 
die allgemeinen Differentialgleichungen von Lorentz fiir beliebig magne- 
tisierte Korper nicht dem Relativititsprinzipe. 

Andererseits wiirde die dem Relativitiitsprinzipe entsprechende Form 
fiir die Bedingung des Nichtmagnetisiertseins aus (D) in § 8 mit w=1 
mcht wie bei Lorentz als 8 =, sondern als 
(30) B — [wE] = H — [wD] (hier M — [w E] = m — [we]) 
anzunehmen sein. Nun geht aber die zuletzt hingeschriebene Differential- 
gleichung (29) durch § = ® in dieselbe Gleichung (abgesehen von der 
Verschiedenheit der Zeichen) tiber, in welche (I) hier sich durch 
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— [we] = MM — [wE] verwandeln wiirde. So kommt es durch eine 
Kompensation zweier Widerspriiche gegen das Relativititsprinzip zustande, 
daB fir nicht magnetisierte bewegte Kérper die Differentialgleichungen 
von Lorentz sich zuletzt dem Relativitiitsprinzipe doch anpassen. 

Macht man weiter fiir nicht magnetisierte Kérper von (30) hier Ge- 
brauch und setzt demgemiB § = B + [w, D — G], so wiirde zufolge (C) 
in §8 

(e — 1) (© + [wB]) = D — C+ [wlin, D — GF] 
anzunehmen sein, d. i. fiir die Richtung von w: 
(e— 1) (€ + [WB))w= (DB — On, 
und fiir jede zu w senkrechte Richtung Ww: 
(e— 1) (€ + [wB])s = (1 — w*) (D — Ea, 
d. i. mit der oben genannten Lorentzschen Annahme nur in Ubereinstim- 
mung bis auf Fehler von der Ordnung w* gegen 1. 

Auch nur mit dem gleichen Grade der Anniherung entspricht der 
oben genannte Lorentzsche Ansatz fiir 3 den durch das Relativititsprinzip 
geforderten Beziehungen (vgl. (HE) in § 8), daB die Komponenten Jy bzw. 
Sw gleich den entsprechenden Komponenten von 6(€ + [w%]), multipli- 


ses he, CYR 1 
ziert in Y1 — w? bzw. in ———— seien. 
V1i—w? 


§ 10. 
Die Grundgleichungen nach E. Cohn. 
E. Cohn*) nimmt folgende ad ar an: 


curl (Mf + [w&]) = 7+ w div E+ 8, 

(31) 

— curl (F — [wPt]) = ea w div M, 
(32) S=oH, €=cH—([wM], M=—wM+ [wE], 
wobei EH, M als elektrische und magnetische Feldintensitit (Kraft), ©, M 
als elektrische und magnetische Polarisation (Erregung) aufgefaBt werden. 
Die Gleichungen lassen noch das Vorhandensein von wahrem Magnetismus 
za; wollen wir davon absehen, so ist div Yt =O zu setzen. 

Ein Einwand gegen diese Gleichungen ist, da8 nach ihnen fiir ¢ = 1 
uw =1 nicht die Vektoren Kraft und Erregung zusammenfallen. Fassen 
wir jedoch in den Gleichungen nicht H und M, sondern EH — [wt] und 
M + [w ©] als elektrische und magnetische Kraft auf und substituieren 


*) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch- 
physikalische Klasse, 1901, S. 74 (auch in Annalen der Physik, Bd. 7 (4), 1902, S. 29). 
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im Hinblick hierauf fiir ©, Mt, H, M, div € die Zeichen e, M, E€ + [wMe], 
m — [we], 9, so gehen zunichst die Differentialgleichungen in unsere Glei- 
chungen tiber und zugleich verwandeln die Bedingungen (32) sich in 


3 = 6(€ + [wM)), 
e+ [w, m — [wel] = « (EC + [wM)), 
M — [w, € + [w M]] = uw (m — [we}); 


damit wiirden in der Tat diese Gleichungen von Cohn bis auf Fehler 
von der Ordnung Ww? gegen 1 genau die durch das Relativitatsprinzip ge- 
forderten werden. 

Erwahnt sei noch, daB die von Hertz angenommenen Gleichungen 
(in den Bezeichnungen von Cohn) lauten wie (31) mit den anderen Zu- 
satzbedingungen 
(33) C=cH, M=uM, J=coE£; 
und dieses Gleichungssystem wiirde auch nicht bei irgendwelcher ver- 
inderten Bezugnahme der Zeichen auf beobachtbare GréBen sich dem 
Relativitaétsprinzipe bis auf Fehler von der Ordnung Ww gegen 1 anpassen. 


SF11, 
Typische Darstellung der Grundgleichungen. 


Bei der Aufstellung der Grundgleichungen leitete uns der Gedanke, 
fiir sie eine Kovarianz beziiglich der Gruppe der Lorentz-Transformationen 
zu erzielen. Jetzt haben wir noch die ponderomotorischen Wirkungen 
und die Umsetzung der Energie im elektromagnetischen Felde zu _be- 
handeln, und da kann es von vornherein nicht zweifelhaft sein, daB die 
Erledigung dieser Fragen jedenfalls zusammenhangen wird mit den ein- 
fachsten, an die Grundgleichungen ankniipfenden Bildungen, die wieder 
Kovarianz bei den Lorentz-Transformationen zeigen. Um auf diese Bil- 
dungen hingewiesen zu werden, will ich vor allem die Grundgleichungen 
jetzt in eine typische Form bringen, die thre Kovarianz bei der Lorente- 
schen Gruppe in Evideng setzt. Dabei bediene ich mich einer Rechnungs- 
methode, die ein abgekiirztes Operieren mit den Raum-Zeit-Vektoren I. 
und If. Art bezweckt, und deren Regeln und Bezeichnungen, soweit sie 
fiir uns niitzlich sein werden, ich hier zuvérderst zusammenstelle. 

1°. Hin System von GréBen 


ins ees Ayo 
A , ’ 
Mp 1) 7 Apo 
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angeordnet in p-Horizontal-, q-Vertikalreihen heiBt eine p > q-reihige 

Matrixz*) und werde mit einem einzigen Zeichen, etwa hier A, bezeichnet. 

Werden alle GréBen a,, mit dem nimlichen Faktor ¢ multipliziert, so 

soll die entstehende Matrix der GréBen ca,, mit cA bezeichnet werden. 

Werden die Rollen der Horizontal- und Vertikalreihen in A vertauscht, 

so erhalt man eine q ><p-reihige Matrix, welche die transponierte von A 
heiBt und mit A bezeichnet werden soll: 

Os, - ++) Uy 

coe 3 

O09 + ++) Aye 

Hat man eine zweite Matrix mit gleichen Anzahlen p und q, wie A, 


Dil cheb 
B= : : ) 
a b 


plr* °°) “pg 
so soll 4 + B die ebenfalls p >< g-reihige Matrix aus den entsprechenden 
Binomen a,,+ 0,, bedeuten. 

2°, Hat man zwei Matrizen 


A434) -- +) Uo De eee Lye 


Diath: b. 
ql? ] 
wober die Anzahl der Horizontalrethen der zweiten gleich der Anzahl der 
Vertikalrethen der ersten ist, so wird unter AB, dem Produkte aus A und B, 

die Matrix 


C14) oa ey Crm 
C= : 
Cpt tts Cp, 


verstanden, deren Elemente durch Kombination der Horizontalreihen von 


A und der Vertikalreihen von B nach der Regel 
Gl Beeler SAAS 1 
Crest G0. ts 1 GO ( : 
hk ni "1k nz Pak aq ak aoe 


gebildet sind. Fiir solche Produkte gilt das assoziative Gesetz (A .B)S=A(BS); 
hierbei ist unter S eine dritte Matrix gedacht mit so viel Horizontal- 
reihen, als B (und damit auch AB) Vertikalreihen hat. 

Fiir die transponierte Matrix zu C= AB gilt C= BA. 

3°, Es werden hier nur Matrizen in Betracht kommen mit héchstens 
vier Horizontalreihen und héchstens vier Vertikalreihen. 


*) Man kénnte auch daran denken, statt des Cayleyschen Matrizenkalkiils den 
Hamiltonschen Quaternionenkalkiil heranzuziehen, doch erscheint mir der letztere 
fiir unsere Zwecke als zu eng und schwerfiallig. 
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Als Einheitsmatric (und in Gleichungen fiir Matrizen kurzweg mit 1) 
werde die 4 >< 4-reihige Matrix der folgenden Elemente 


C119 S12y 13, S14 | 1 07070 
(34) |Get, Maa reCosy ge | 0; 1, 070 
€31 305 &33) €s4 | 0,0, 1,0 
C41y 429 45> S44 1:0, 05-004 


bezeichnet. Fiir ein Vielfaches c- 1 der Hinheitsmatrix (in dem unter 1° 
festgesetzten Sinne einer Matrix cA) soll dann in Gleichungen fiir 
Matrizen kurzweg c¢ stehen. 

Fiir eine 4 >< 4-reihige Matrix A soll Det A die Determinante aus 
den 4> 4 Elementen der Matrix bedeuten. Ist dann Det A+ 0, so ge- 
hort zu A eine bestimmte reziproke Matrix, mit A-+ bezeichnet, so daB 
A-'! A=1 wird. — 

Eine Matrix 


0, fies his» fis | 

pax | fits Os fans Fas 
| fst» fee, 9, fea 

| far fae» fas, 9 


in welcher die Hlemente die Relationen f,,——/,, erfiillen, heiBt eine 
altermerende Matrix. Diese Relationen besagen, daB die transponierte 
Matrix f= —f ist. Alsdann werde mit f* und als die duale Matrix von 
f die ebenfalls alternierende Matrix 

0, faa faa Los 

| fas» 95 fray fas 

fos far» 9, fis 

| fee) his) fers 0 | 


y) 


(35) (a 


bezeichnet. Dabei wird 


(36) f*f = footia + fisfes + farfoa, 

das soll nun heifen eine 4><4-reihige Matrix, in der alle Elemente 
auBerhalb der Hauptdiagonale von links oben nach rechts unten Null 
sind und alle Elemente in dieser Diagonale untereinander iibereinstimmen 
und gleich der hier rechts genannten Verbindung aus den Koeffizienten 
von f sind. Die Determinante von f erweist sich dann als das Quadrat 


1 
dieser Verbindung und wir wollen das Zeichen Det*/f eindeutig als die 
Abkiirzung 


(37) Det ? f = fosfia + fisfea + for fsa 


erklaren. 
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4°, Kine lineare Transformation 
(38) Ly = Oty, Hy OnLy + O43 L5 + On 4 By (h = 1, 2, 3, 4) 

werde auch einfach durch die 4 x 4-reihige Matrix der Koeffizienten 
O11, 19, M3, X14 


Nee 1, a9, Cos, Mog 


O31) %39) Ogg, Og, 


O41» 42, 4g, Mag 
als Transformation A, bezeichnet. Durch die Transformation A geht der 
Ausdruck 

o, 2 + ee + ee + Loh 
in die quadratische Form 

é Uy hy (h, k=1, 2, 3, 4) 
tiber, wobei 
Ung = Oy ny, TP My nM, T gn Mg, TP Msn My 

wird, d. h. die 4 > 4-reihige (symmetrische) Matrix der Koeffizienten a,, 
dieser Form wird das Produkt AA der transponierten Matrix von A in 
die Matrix A. Soll also durch die Transformation der neue Ausdruck 

xi? + es? + a2 + Gi? 
hervorgehen, so mu 


(39) AA=1 


die Matrix 1 werden. Dieser Relation hat demnach A zu entsprechen, 
wenn die Transformation (38) eine Lorentz-Transformation sein soll. Fiir 
die Determinante von A folgt aus (39): (Det A)? =1, DetA=-+1. Die 
Bedingung (39) kommt zugleich auf 


(40) Ar ten A 


hinaus, d. h. die reziproke Matrix von A muB sich mit der transponierten 
von A decken. 

Fiir A als Lorentz-Transformation haben wir noch weiter die Be- 
stimmungen getroffen, dag Det A=-+1 sei, daB jede der GréBen o4, og,, 
G34, O44, O49) Cg Tein imaginar (bzw. Null), die anderen Koeffizienten in A 
reell seien und endlich noch o,, > 0 sei. 

5°, Kin Raum-Zeit-Vektor I. Art s,, s,, 55, 5, soll durch die 1 > 4- 
reihige Matrix seiner vier Komponenten: 


(41) S=| 51, Sy, 83, 5, | 
reprasentiert werden und ist bei einer Lorentz-Transformation A durch 
sA zu ersetzen. 
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Ein Raum-Zeit-Vektor II. Art mit den Komponenten fy, f31) fis» fas 
fea» fe, SOll durch die alternierende Matrix 


0, fiz, fis» fis 
far, 9» Fass fos 
far) fae, 0, fea 
fats Fae, fas, 9 
reprasentiert werden und ist (s. die in § 5 (23) und (24) festgesetzte 


Regel) bei einer Lorentz-Transformation A durch AfA = A- 1fA zu er- 
st Dabei gilt in pene auf den ee (37) die Imdentitit 


(42) f= 


Det 3 (AfA) = Det A Det? f. Es wird danach Det 7 f eine Invariante bei 
den Lorentz-Transformationen (s. Gleichung (26) in § 5). 
Fiir die duale Matrix f* folgt dann mit Riicksicht auf (36): 


(A-!f*A) (A-1fA) = A-1f*fA = Det? f. A-1A = Det? f, 


woraus zu ersehen ist, daB mit dem Raum-Zeit-Vektor I. Art f zu- 
sammen auch die zugehdrige duale Matrix f* sich wie ein Raum-Zeit- 
Vektor Il. Art abaindert, und es heife deshalb f* mit den Komponenten 
fia> fear fear fos» far» fig Ger duale Raum -Zeit-Vektor von f. 

6°. Sind w und s zwei Raum-Zeit-Vektoren I. Art, so wird unter 
ws (wie auch unter s#) die Verbindung 
(43) Wy Sy Wy Sq + W383 + WS, 
aus den beztiglichen Komponenten zu verstehen sein. Bei einer Lorentz- 
Transformation A ist wegen (wA) (AS) = ws diese Verbindung invariant. 
— Ist ws =O, so sollen w und s normal zueinander heifen. 

Zwei Raum-Zeit-Vektoren I. Art w, s geben ferner zur Bildung der 
2 >< 4-reihigen Matrix 
Wy, Wy, Ws, Wy 


S1, 5g, 83, Sq 
Anla’. Es zeigt sich dann sofort, daB das System der sechs GréBen 
(44) Wa S83 — WgSz,  WgSy— WyS3, Wy Sy — WS, WS, — Wy Sy, 

Wy 54 — W4Sq, Wg 5, — Wy Sg 


sich bei den Lorentz-Transformationen als Raum-Zeit-Vektor II. Art ver- 
halt. Der Vektor IL. Art mit diesen Komponenten (44) werde mit [w, s] 
1 


bezeichnet. Man erschlieBt leicht Det?[w,s]=0. Der duale Vektor von 
[w, s] soll [w, s]* geschrieben werden. 
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Ist w ein Raum-Zeit-Vektor I. Art, f ein Raum-Zeit-Vektor II. Art, 
so bedeutet wf zunichst jedenfalls eine 1 >< 4-reihige Matrix. Bei einer 
Lorentz-Transformation A geht w in w'=wA, f in f’= A-1fA liber; da- 
bei wird w'f’= wAA-1fA = (wf)A, d. h. wf transformiert sich wieder 
als ein Raum-Zeit-Vektor J. Art. 

Man verifiziert, wenn w ein Vektor I, f ein Vektor II. Art ist, leicht 
die wichtige Identitit 
Die Summe der zwei Raum-Zeit-Vektoren II. Art links ist im Sinne der 
Summe zweier alternierenden Matrizen zu verstehen. 

Namlich fiir w, = 0, w, =0, w,=0, w, =7 wird 

wf =| fas fe, ths, 9 |; wf* =| tfs2, ths, thar, |; 
Lw, wf| = 0, 0, 9, fats Faas fagi [H, wf*] = 9, 9, 0, foe, his» far» 
und die Bemerkung, daB in diesem speziellen Falle die Relation (45) zu- 
trifft, gentigt bereits, um derselben allgemein sicher zu sein, da diese 
Relation kovarianten Charakter fiir die Lorentz-Gruppe hat und zudem in 
W,, We, Wz, W, homogen ist. 


Nach diesen Vorbereitungen beschaftigen wir uns zundchst mit den 
Gleichungen (C), (D), (E), durch welche die Konstanten ¢, uw, 6 eingefiihrt 
werden. 

Statt des Raumvektors w, Geschwindigkeit der Materie, fiihren wir, 
wie schon in § 8, den Raum-Zeit-Vektor I. Art w mit den vier Kompo- 


nenten 


1D» 1D 1v, t 
wv, = ——., w, = —_,, 4, = =>, &, = 
of V1—n?’ 2 1—w?’ 8 V1i—w?’ 4 V1i—w? 
ein; dabei gilt 
(46) wo =w2+u7+w2+0?2 =—1 
und — iw, > 0. 


Unter F und f wollen wir jetzt wieder die in den Grundgleichungen 
auftretenden Raum-Zeit-Vektoren II. Art Nt, —i€ und m, —ze ver- 


- gtehen. 


In 6 =—wF haben wir wieder einen Raum-Zeit-Vektor I. Art; 


seine Komponenten werden sein 


Oo = We Fg + Wg F3 + WF 4; 
o, = uf; + Ws Fyg + WF, 
0, = uw, Ls + Ws Fs + w,F's4, 


0, = WF yy + WF + , Fs 
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Die drei ersten Gréfen ,, ©,, ©, sind bzw. die a-, y-, z-Komponente 
des Raumvektors 


E+ [wM] 
(47) V ee tw? ) 
und ferner ist 

___4(w G) 
(48) o, mn V1 — Ww? 
Da die Matrix F eine alternierende ist, gilt offenbar 
(49) WO = w,O, + w,%, + wz, + W,O, = 0, 


der Vektor ® ist also normal zu w; wir kénnen diese Relation auch 

schreiben: 

(50) b, = 1(w,O, + w,, + ww, Os). 

Den Raum-Zeit-Vektor I. Art ® will ich elektrische Ruh-Kraft nennen. 
Analoge Beziehungen wie zwischen — w F, ©, Mt, w stellen sich zwischen 


— wf, e,m,w heraus und insbesondere wird auch — wf normal zu w sein. 
Es kann nunmehr die Relation (C) durch 


{C} wf=ewk 
ersetzt werden, eine Formel, die zwar vier Gleichungen fiir die beziig- 
lichen Komponenten liefert, jedoch so, daB die vierte im Hinblick auf 
(50) eine Folge der drei ersten ist. 

Wir bilden ferner den Raum-Zeit-Vektor I. Art ¥ =iwf*, dessen 


Komponenten sind: 


bE ee Lt Wega + Wfag + Wy fos); 
VY, = — (wifis + Wsfi4+ Wifsr); 
Vs = — U(Wy fog t+ Wola + Wits)» 
Va = — 000; fog + Wefig + We for ). 


Davon sind die drei ersteren ¥,, ¥,, ¥, bzw. die 2-, y-, 2-Komponente des 
Raumyektors 


51 m— [we] 
( ) V1i—w? ? 
und weiter ist 

_ _t(tom) - 
(62) Y= em; 


zwischen ihnen besteht die Beziehung 
(53) wu = w,¥, + w¥, + w,¥%5 + w,¥, = 0, 
die wir auch 


(54) ¥, = i(, ¥, +1, ¥, + 10, ¥,) 


Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorginge. 381 


schreiben kénnen; der Vektor ¥ ist also wieder normal zu w. Den Raum- 
Zeit-Vektor I. Art Y will ich magnetische Ruh-Kraft nennen. 

Analoge Beziehungen wie zwischen iwf*, m,e, 1 haben zwischen 
iwk*, MN, €, w statt und es kann die Relation (D) nunmehr durch 

{D} wF* — wwf* 

ersetzt werden. 

Die Gleichungen {C} und {D} kénnen wir benutzen, um die Feld- 
vektoren F' und f auf ® und Y zuriickzufiihren. Wir haben 

wF=—9%, wK*=—ip¥, wf=— 2, wf* =—i¥ 

und die Anwendung der Regel (45) fihrt im Hinblick auf (46) zu 


(55) f= [w, ®] + tule, aie 
(56) f= é [w, 0] +4 [w, wy; 
dvi 


Fy = (Ww, 9, — Wy%,) + tu(w,¥,—w,¥5), u.s. f. 
fig = €(w, D, — w,0,) + 7 (we¥,—w,¥,), us. f 
Wir ziehen ferner den Raum-Zeit-Vektor II. Art [®, ¥] mit den sechs 
Komponenten 
Dg 05 aren Os Ve ONO, Ve OT 
4 Se eh ents Pate Oats 
in Betracht. Alsdann verschwindet der zugehérige Raum-Zeit-Vektor I. Art 
w[o, ¥] = — (w¥)o + (wo) ¥ 
wegen (49) und (53) identisch. Fiihren wir nun den Raum-Zeit-Vektor 
I. Art 
(57) Q = sw, VY} 


mit den Komponenten 
We, W3, Wz | 


Q,=—%t/%,, O,, 9, |, us fh 


Vo, Ys, We 
ein, so folgt durch Anwendung der Regel (45): 
(58) oe ateliee iLw, 2)", 
det 


, Vy — OY, = 1(,2,— 0,23), us. f 
Der Vektor Q erfiillt offenbar die Relation 
(59) (w) = W,Q, + Wy Qq + Wy Lz + QW = 0, 


die wir auch 
Q, = (10,2, + WD, Q, + Iw, 25) 
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schreiben kénnen, ist also wieder normal zu w. Falls w = 0 ist, hat man 
o,=0, ¥,=0, 2,=—0 und 
(60) 2,— 0,¥%, — ,¥,, 2 = O,'¥, — O,¥;, 23= 0,4, — o,;. 
Den Raum-Zeit-Vektor I. Art Q will ich als Ruh-Strahl bezeichnen. 

Was die Relation (E) anbelangt, welche die Leitfahigkeit 6 einfthrt, 
so erkennen wir zunichst, daB 
=il US Ole, 

Vi-»w 

die Ruh-Dichte der Elektrizitat (s. § 8 und § 4 am Schlusse) wird. Als- 
dann stellt 
(61) s+ (ws)w 
einen Raum-Zeit-Vektor I. Art vor, der wegen wi ——1 offenbar wieder 
normal gu w ist und den ich als Ruh-Strom bezeichnen will. Fassen wir 
die drei ersten Komponenten dieses Vektors als 2-, y-, z-Komponente eines 
Raum-Vektors auf, so ist fiir den letzteren die Komponente nach der 
Richtung von Ww: 


— WE = — (Wy 8, + We 5. + W583 + W454) = 


_| wie fo lPle Sh 


nT ea fone fe we 


und die Komponente nach einer jeden zu w senkrechten Richtung wieder 
85 = Oi} 
es hangt dieser Raum-Vektor also sehr einfach mit dem Raum-Vektor 
~ = %—oW zusammen, den wir in § 8 als Leitungsstrom bezeichneten. 
Nunmehr kann durch Vergleich mit 6 =— wF die Relation (EK) auf 
die Gestalt gebracht werden: 
{E} s+ (ws)w = — owF. 
Diese Formel fa8t wieder vier Gleichungen zusammen, von denen jedoch, 
weil es sich beiderseits um zu w normale Raum-Zeit-Vektoren I. Art 
handelt, die vierte eine Folge der drei ersten ist. 
Endlich werden wir noch die Differentialgleichungen (A) und (B) in 
eine typische Form umsetzen. 


§ 12. 
Der Differentialoperator lor. 
Kine 4 >< 4-reihige Matrix 


(62) ca 
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mit der Vorschrift, sie bei einer Lorentz-Transformation A jedesmal durch 


ASA zu ersetzen, mag eine Raum-Zeit-Matrix II. Art heiBen. Eine der- 
artige Matrix hat man insbesondere 

in der alternierenden Matrix f, die einem Raum-Zeit-Vektor II. Art f 
entspricht, 

in dem Produkte f#" zweier solcher alternierender Matrizen f, F, das 
bei einer Transformation A durch (A~*/A) (A~1FA)=A3fFA zu er- 
setzen ist, 

ferner, Wenn W,, W.,W;, Ww, und Q,, Q,, Q,, 2, zwei Raum-Zeit-Vektoren 
I. Art sind, in der Matrix der 4><4 Elemente S,, = w,Q,, 

endlich in einem Vielfachen LZ der Hinheitsmatrix, d. h. einer 4> 4- 
reihigen Matrix, in der alle Elemente in der Hauptdiagonale einen gleichen 
Wert Z£ haben und die iibrigen Elemente saimtlich Null sind. 

Wir haben es hier stets mit Funktionen von Raum-Zeitpunkten g, y, z, it 
zu tun und kénnen mit Vorteil eine 1 >< 4-rethige Matrix, gebildet aus 
den Differentiationssymbolen 


De Saas 
Ox?’ Oy?’ oz” tat|? 
oder auch 
0 0 0 
(63) On,’ Ox,’ Ox,’ Ox, 


geschrieben, verwenden. Fiir diese Matrix will ich die <Abkirzung lor 


brauchen. 
Es soll dann, wenn S wie in (62) eine Raum-Zeit-Matrix II. Art 


bedeutet, in pmeemenee Ubertragung der Regel fiir die Produktbildung 
von Matrizen, unter lor S die 1 >< 4-reihige Matrix 
|K,, Ky, Ks, K,| 
der Ausdriicke 
(64) = 


verstanden werden. 
Wird durch eine Lorentz-Transformation A ein neues Bezugsystem 
ay’, X', 3, x, fiir die Raum-Zeitpunkte eingefiihrt, so mag analog der 


Operator 


at a 


or Bes (k= 1,2, 3,4) 


-+- 


+e 


he ianieg. fo ees WD 
oes Onj? dus? O04,’ O02, 


angewandt werden. Geht dabei S in S’=ASA= | Sve| tiber, so wird 
dann unter lor’ S’ die 1 >< 4-reihige Matrix der Ausdriicke 


K am OB eee Sus 5 et (k =1, 2,3, 4) 
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zu verstehen sein. Nun gilt fiir die Differentiation einer beliebigen Funk- 
tion von einem Raum-Zeitpunkte die Regel 
0, 00m, CCL ORGS} Or Ox, 
Oi mand hy (OF, ” Ox, XL, On, mis On, 


0 
ssi i, Oy, fh Og, fe C5 5) 


tite 


die in einer leicht verstiindlichen Weise symbolisch als 


lor’ = lor A 
zu deuten ist, und mit Riicksicht hierauf folgt sogleich 
(65) lor’ 8S’ = lor (A(A~1SA)) = (lor S)A, 


d. h. wenn S eine Rauwm-Zeit-Matrix II. Art vorstellt, so transformiert sich 
lor S als ein Raum-Zeit-Vektor I. Art. 

Ist insbesondere ZL ein Vielfaches der Hinheitsmatrix, so wird unter 
lor L die Matrix der Elemente 
(66) OL” él aL) (Oi 


02,’ Ox”? O@,? Om, 


zu verstehen sein. 
Stellt s=|s,, Ss, s,, s,| einen Raum-Zeit-Vektor I. Art vor, so wird 
Os, , O8 , O&% 


Ox, ' Oa, ' Ox, 


(67) lor 5 = 50 + Beale | 


zu erklaren sein. Treten bei Anwendung einer Lorentz-Transformation A 
die Zeichen lor’, s’ an Stelle von lor, s, so folgt 


lor’ 5’ = (lor A) (AS) = lor 5, 
d. h. lor 5 ist eine Invariante bei den Lorentz-Transformationen. 
In allen diesen Beziehungen spielt der Operator lor selbst die Rolle 
emes Raum-Zeit-Vektors I. Art. 
Stellt f einen Raum-Zeit-Vektor IJ. Art vor, so hat nun — lor f den 
Raum-Zeit-Vektor I]. Art mit den Komponenten 
Ofte , Ofis , Ofs 


Oi, 1 Ot a 08,” 


4 


Ofer Ofes , Ofea 
On, +5 fae , 


us gut Ofss 
1" Ou,’ 

Ofss 

ay O02, 


zu bedeuten. Hiernach laBt sich das System der Differentialgleichungen 
(A) in der kurzen Form 


{A} lor f= —s 


se a 
a 


Ox, 


a 


OL, 


oe 
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zusammenziehen. Ganz entsprechend wird das System der Differential- 
gleichungen (B) zu schreiben sein: 


{B} lor sh? ==:0. 
Die im Hinblick auf die Definition (67) von lors gebildeten Ver- 


bindungen lor (lor f) und lor (lor F*) verschwinden offenbar identisch, 
indem f und £* alternierende Matrizen sind. Darnach folgt aus {A} fiir 
den Strom s die Beziehung 


08, a 0S 08, 
(68) Oa, + 5 ; cata 0X5 i Ox, 
wahrend die Relation 
(69) lor (lor F*) =0 


den Sinn hat, daB die vier in {B} angewiesenen Gleichungen nur drei un- 
abhingige Bedingungen fiir den Verlauf der Feldvektoren reprisentieren. 
Ich fasse nunmehr die Resultate zusammen: 


Es bedeute w den Rawm-Zeit-Vektor I. a Aer 


= = hw Gee 
schwindigkeit der Materie), F den Raum- Zeit- ee If, Art T, — i 
(M magnetische Hrregung, € elektrische Kraft), f den Raum -Zeit-Vektor 
II, Art m, —ie (m magnetische Kraft, e elektrische Hrregung), s den 
Raum- Zeit-Vektor I. Art 3, io (@ elektrische Raumdichte, 8—ow Leitungs- 
strom), ¢ die Dielektrizititskonstante, w die magnetische Permeabilitit, 6 die 
Leitfihigkeit, so lauten (mit den in § 10 und § 11 erklarten Symbolen 
der Matrizenrechnung) die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen 
Vorgdnge in bewegten Korpern 


{A} lor f= — s, 
{B} lore a=): 

{C} wf = ewF, 
{D} wk* = wwf*, 


{HE} s+ (ws)w=— owFf. 
Dabei gilt ww =—1, es sind die Raum-Zeit-Vekjoren I. Art wF, 


wf, wk*, wf*, s+ (ws)w simtlich normal zu w und endlich besteht fir 
das Gleichungssystem {B} der Zusammenhang 
lor (lor F*) = 0. 

In Anbetracht der zuletzt genannten Umstande steht hier genau die 
erforderliche Anzahl von unabhingigen Gleichungen zur Verfiigung, um 
bei den geeigneten Grenzdaten die Vorginge vollstindig zu beschreiben, 
wofern die Bewegung der Materie, also der Vektor w als Funktion von 
x,y, 2, t bekannt ist. 
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§ 13. 
Das Produkt der Feldvektoren 7 F. 
Endlich fragen wir nach den Gesetzen, die zur Bestimmung des 
Vektors w als Funktion von 2, y, z,¢ fiihren. Bei den hierauf beziig- 


lichen Untersuchungen treten diejenigen Ausdrticke in den Vordergrund, 
die durch Bildung des Produkts der zwei alternierenden Maitrizen 


0, hie his» hus 0, F's, F'3, Fy, 
f= for; 0, fos, fos 1S Fi; 0, F53, Fy, 
fs1) fee, 0, fea , F;, F's2, ? BY, 
fat) fis; fasy 0 Fai, F's; Fg, 0 


sich darbieten. Ich schreibe 


8,—L, Ste, Sis, 8, 

Soi; S,—L, Sys, Soa 
Ss 
S 


70 Ee 
2 ee eee eee 
Sa, Sis, Sys, Wee fi 
so, daB dabei 
(71) Si ai Soo a Sys - Su = 0 


wird. 
Alsdann bedeutet LZ die in den Indizes 1, 2, 3, 4 symmetrische Ver- 
bindung 


1 
(72) as (fos Pas + fos 1 + fia Pia + Ais Fia + fos Poa + fa l’sa) 
und es wird 
1 j 
DG ay (fas-l’es + foaL'sa + fig Pig Tis l'5 —fislas fiat 
Sto = Asse + fis Fn, we 8. £ 


Indem ich die Realitdtsverhdlinisse zum Ausdruck bringe, will ich noch 


(73) 


Si, Sie, Shs, Sta X,, ue Z,; tile 
(74) ou So, Sy, Sos , Soa 2 AY Ve; Ly, td, 
Ss, Sse, Ss, Syq xX, Y,, Z., sad, 
Sa, Sys, Sys, Sug —tX,, ory —1Z,, f, 


schreiben, wobei dann 
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X te = (m, Dt, — m, Dt, — m, Mi, + e,€, — ee) —e&;) 
A=—mM +e, Y,=—mM,+¢€, us f 
(75) xe Cette, 
we me, us. f 


z y ~2) 
T= = (mM, + m,M, + m, Mi, + e,€, + e,€, + e,€,) 
und auch 


1 
(76) L=-;= (mM, +m, WM, + mw, NM, —e,€, —¢, ©, —e,€,) 


samtlich reell sind. In den Theorien fiir ruhende Kérper kommen die 
Verbindungen X,, X,, X,, Y,, Y,, Y,, Z,, 2, Z, unter dem Namen 
»Maxwellsche Spannungen“, die GréBen 7, 7,, 7, als ,,Poyntingscher 
Vektor“, 7, als ,elektromagnetische Energiedichte fiir die Volumeneinheit“ 
vor und wird Z als ,Lagrangesche Funktion“ bezeichnet. 

Wir finden nun andererseits durch Zusammensetzung der zu f und 
F dualen Matrizen in umgekehrter Folge sofort 


= Su ta L, —s Sie, i Sis; — Sra 
(77) Pet = Dai, — 8, —L, ie Sos, — Soa 
ek S31 9 he Ssp, ri Sys a L, CE Sse 
ae — Sy, — Sjg, Sua ee 
und kénnen hiernach setzen 
(78) fF=S—L, F*f* =— S—L, 
indem wir unter L das Vielfache L-1 der Einheitsmatrix, d. h. die Matrix 


der Elemente 
Ce er 0) fant) 
| Le: ( h,k=1,2,3,4 


verstehen. 
Daraus folgern wir weiter, indem hier SL=LS ist, 


F*f*fF =(—S—L)(S—L)=—SS8+ L’, 
a 4 
und finden, da f*f= Det? f, F* = Det? F ist, die interessante Beziehung: 


1 1 
(79) SS=L?— Det? f Det? F, 
d. h. das Produkt der Matrix S in sich selbst ist ein Vielfaches der Ein- 
heitsmatrix, eine Matrix, in welcher auferhalb der Hauptdiagonale alle 
Elemente Null und in der Diagonale alle Elemente gleich sind und als 
gemeinsamen Wert die hier rechts angegebene GréBe haben. Ls gelten 
also allgemein die Relationen 
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(80) S41 Sixt Sio Sez + Sag Sse + SpaSaz = 9 
bei ungleichen Indizes h, k aus der Rethe 1, 2, 3, 4 und 


1 1 
(81) S41 Sin + SizSen + SisSs, + SrsSu, = L? — Det ? fDet ? F 
fir h=1, 2, 3, 4. 
Indem wir jetzt anstatt F und f in den Verbindungen (72), (73) 
mittels (55), (56), (57) die elektrische Ruh-Kraft ©, die magnetische Ruh- 
Kraft ¥, den Ruh-Strahl Q einfiihren, gelangen wir zu den Ausdriicken: 


(82) L=—+ 2064 —u¥¥, 


1.45 Lis apa 
(83) Dig — oy CPOE, ae Mat nee 
+ (0,0,—0Ow,w,) + u(¥,¥, — ¥¥w,m,) 
— 2,0, — €uw, 2, (h, k= 1, 2,3, 4); 
darin sind noch einzusetzen 
OG= OF 402407402, VR=V I+ WI Het HY, 
é,,=1, €,,= O(h +h). 

Namlich jedenfalls ist die rechte Seite von (82) ebenso wie L eine 
Invariante bei den Lorentz-Transformationen und stellen die 4><4 Ele- 
mente rechts in (83) ebenso wie die S,, eine Raum-Zeit-Matrix II. Art 
dar. Mit Riicksicht hierauf geniigt es schon, um die Relationen (82), 
(83) allgemein behaupten zu kénnen, sie nur fiir den Fall w,=0, w,=0, 
Ww, = 0, w,=7% zu verifizieren. Fiir diesen Fall w = 0 aber kommen (83) 
und (82) durch (47), (51), (60) einerseits, e = «€, Nt = wm andererseits 


unmittelbar auf die Gleichungen (75) und (76) hinaus. 
Der Ausdruck rechts in (81), der 


= (= (mM — eG)’ + (em) (EM) 


ist, erweist sich durch (em) = eOY, (EM) =uoY¥ als > 0; die Quadrat- 
1 


wurzel aus ihm, >0 genommen, mag im Hinblick auf (79) mit Det 4 S 
bezeichnet werden. 


_ Fir 8S, de transponierte Matrix von S, folgt aus (78), da f = —f, 
fF =— F ist, 
(84) Ff=8—L, f*F* = —S — L. 

Sodann ist 


S—S =|8,,—S8,,| 
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eine alternierende Matrix und bedeutet zugleich einen Raum-Zeit-Vektor 
If. Art. Aus den Ausdriicken (83) entnehmen wir sofort 


(85) §—5 = — (cu —1)[w, 9, 
woraus noch (vgl. (57), (58)) 

(86) w(S — S)* = 0, 

(87) w(S—S) = (eu —1)Q 


herzuleiten ist. 
Wenn in emem Raum-Zeitpunkte die Materie ruht, w = 0 ist, so be- 
deutet (86) das Bestehen der Gleichungen 
Z4,=Y,, X= 7, ¥, =k, : 
ferner hat man dann nach (83): 
L, = Q, T, = 2, io 
X,= eX, Y,= eps, Z, = EUQs. 
Nun wird man durch eine geeignete Drehung des raéumlichen Koordinaten- 
systems der x, y, g um den Nullpunkt es bewirken kénnen, daB 
Z,= Y,=9, Xi 24-05 Y,= X,=0 
ausfallen. Nach (71) hat man 
(88) Gon Gas 4th SW) 
und nach dem Ausdruck in (83) ist hier jedenfalls 7,> 0. Im speziellen 
Falle, daB auch Q verschwindet, folot dann aus (81) 


1 
‘XX, = Y= Z} = 17} = (Det? 38) 
und sind 7, und von den drei GréBen X,, Y,, Z, eine = + Det 4 S, die 
a, 
zwei anderen = — Det 4S. Verschwindet Q nicht, so sei etwa Q, + 0, 
dann hat man nach (80) insbesondere 
T,X,= 9, T,Y,=0, Z,1,+7,T,=9 

und findet demnach Q, = 0, 2,=0, Z,=—T,. Aus (81) und im Hin- 
blick auf (88) folgt alsdann 


1 
X,=— Y,=+ Det? 8, 


i Te a 
= 4, el; _V det 278+ eu,” > Det * S. — 
Von ganz besonderer Bedeutung wird endlich der Raum- Zeit- Vektor 
I, Art 
(89) AC = lor 8, 


fiir den wir jetzt eine wichtige Umformung nachweisen wollen, 
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Nach (78) ist S=L+4+/F und es folgt zunachst 
lor S= lor L + lor fF. 


Das Symbol lor bedeutet einen DifferentiationsprozeB, der in lor fF’ 
einerseits die Komponenten von f/f, andererseits die Komponenten von F 
betreffen wird. Entsprechend zerlegt sich lor fF additiv in einen ersten 
und einen zweiten Teil. Der erste Teil wird offenbar das Produkt der 
Matrizen (lorf)¥’ sein, darin lorf als 1 >< 4-reihige Matrix fiir sich auf- 
gefaBt. Der zweite Teil ist derjenige Teil von lor fF, in dem die Diffe- 
rentiationen nur die Komponenten von Ff’ betreffen. Nun entnehmen wir 
aus (78) 

fF = — F*f* — 21; 
infolgedessen wird dieser zweite Teil von lor fF sein — (lor F*)f* + dem 
Teil von —2lor Z, in dem die Differentiationen nur die Komponenten 
von fF betreffen. Danach entsteht 


(90) lor S = (lor f) F' — (lor F*)f* + N, 


wo NV den Vektor mit den Komponenten 


y,=3 (7 Fy, + Gt Fy, + $2 Fig + Gis Fy, + 2 Fy, + 9 Fy 


OF oF, OF, OF. 
— fas Ten i fos on fee ae ee em a a fos Ox, oe — Jet at 
(h = 1, 2, 3, 4) 


bedeutet. Durch Benutzung der Grundgleichungen {A} und {B} geht 
(90) in die fundamentale Relation 
(91) lor S=—sF+N 
tiber. 
Im Grenzfalle «1, w= 1, wo f= F ist, verschwindet N identisch. 
Allgemein gelangen wir auf Grund von (55), (56) und im Hinblick 
auf den Ausdruck (82) von Z und auf (57) zu folgenden Ausdriicken der 
Komponenten yon N: 


9 Be ae 
(92) N, Wo pe ee 
= wide: dw Ow 
+ (eu 1) (2 55" or a ppl a.) 


fiir h = 1, 2, 3, 4: 


Machen wir noch von (59) Gebrauch und bezeichnen den Raum-Vektor, 
der 2,, 2, 2; als x, y-, z-Komponenten hat, mit %, so kann der letzte, 
dritte Bestandteil von (92) auch auf die Gestalt 
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(93) == (w=) 


gebracht werden, wobei die Klammer das skalare Produkt der darin auf- 
gefiihrten zwei Vektoren anzeigt. 


§ 14. 
Die ponderomotorischen Krifte. 


Wir stellen jetzt die Relation K = lor S=—sF + N ausfiihrlicher 
dar; sie liefert die vier Gleichungen 


DROS 0 Ay On, a Ox 
(94) Tapeh ay +a ae 0 S+3,M, —3, M, 
mes de 1 Ou ep —1 ow 
NEE a aa TVR il 8)? 
eC areca 0 Ae OY, 
(95) Ky = Got Ge + GF — eG, +8, — 8M, 


(96) Ke Fp Gyeee woe 


2 Wd 02 ' Vi—w? Oz 
eee elias ui een 
Re it tae th act y aioe de OE sa Yr ee 
1 pg 2t el wpypee _ sH#=1 (gp aw 
tage Orr ant tae Fa | ak 


Es ist nun meine Meinung, daf bei den elektromagnetischen Vorgdngen 
die ponderomotorische Kraft, die an der Materie in einem Raum-Zeitpunkte 
x, y, 4, t angreift, berechnet fiir die Volumenemmheit, als x-, y-, 2-Kompo- 
nenten die drei ersten Komponenten des zum Raum-Zeit-Vektor w normalen 
Raum -Zeit-Vektors 
(98) K+ (wk)w 
hat und dap ferner der Energiesatz semen Ausdruck m der obigen vierten 
Relation findet. 

Diese Meinung eingehend zu begriinden, sei einem folgenden Auf- 
satze vorbehalten; hier will ich nur noch durch einige Ausfiihrungen zur 
Mechanik dieser Meinung eine gewisse Stiitze geben. 

Im Grenzfalle e«=1, w=1, 6 =O ist der Vektor N=0, 3= on, 
es wird dadurch wK =O und es decken sich diese Ansatze mit den in 
der Elektronentheorie iiblichen. 


392 Zur Physik. 


Anhang. 
Mechanik und Relativitatspostulat. 


Es ware héchst unbefriedigend, diirfte man die neue Auffassung des 
Zeitbegriffs, die durch die Freiheit der Lorentz-Transformationen gekenn- 
zeichnet ist, nur fiir ein Teilgebiet der Physik gelten lassen. 

Nun sagen viele Autoren, die klassische Mechanik stehe im Gegensatz 
zu dem Relativitatspostulate, das hier fiir die Elektrodynamik zugrunde 
gelegt ist. 

Um hieriiber ein Urteil zu gewinnen, fassen wir eine spezielle Lorentz- 
Transformation ins Auge, wie sie durch die Gleichungen (10), (11), (12) 
dargestellt ist, mit einem von Null verschiedenen Vektor » von irgend- 
einer Richtung und einem Betrage g, der <1 ist. Wir wollen aber fiir einen 
Moment noch keine Verfiigung iiber das Verhaltnis von Liangeneinheit 
und Zeiteinheit getroffen denken und demgemaf in jenen Gleichungen 
q 
rex. 
stante vorstellt und g<e sein muf. Die genannten Gleichungen ver- 
wandeln sich dadurch in 


statt ¢, t’, gq schreiben ct, ct’, wobei dann ¢ eine gewisse positive Kon- 


t=, ty =———— = 


es bedeutet, wie wir erinnern, r den Raumvektor 2, y, ¢ und r’ den Raum- 
vektor wv’, y’ 2’. 

Gehen wir in diesen Gleichungen, wihrend wir » festhalten, zur 

Grenze ¢ = oo iiber, so entsteht aus ihnen 

i=, h=p— gy tet 
Diese neuen Gleichungen wiirden nun bedeuten einen Ubergang yom réum- 
lichen Koordinatensysteme x, y, ¢ zu einem anderen riumlichen Koor- 
dinatensysteme 2’, y’, 2’ mit parallelen Achsen, dessen Nullpunkt in bezug 
auf das erste in gerader Linie mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitet, 
wahrend der Zeitparameter ganz unberiihrt bleiben soll. 

Auf Grund dieser Bemerkung darf man sagen: 

Die klassische Mechanik postuliert eine Kovariane der physikalischen 
Gesetze fiir die Gruppe der homogenen linearen Transformationen des Aus- 
drucks 
(1) a es, y’ — 2? = Ct? 
an sich mit der Bestimmung ¢ = oo, 

Nun wire es geradezu verwirrend, in einem Teilgebiet der Physik 
eine Kovarianz der Gesetze fiir die Transformationen des Ausdrucks (1) 
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in sich bei einem bestimmten endlichen ¢, in einem anderen Teilgebiete 
aber fiir ¢= oo zu finden. DaB die Newtonsche Mechanik nur diese 
Kovarianz fiir ¢ = oo behaupten und sie nicht fiir den Fall von ¢ als 
Lichtgeschwindigkeit ersinnen konnte, bedarf keiner Erklérung. Sollte 
aber nicht gegenwirtig der Versuch zulissig sein, jene traditionelle Ko- 
varianz fiir ¢= oo nur als eine durch die Erfahrungen zunichst gewon- 
nene Approximation an eine exaktere Kovarianz der Naturgesetze fiir ein 
gewisses endliches ¢ aufzufassen? 

Ich méchte ausfiihren, daB durch eine Reformierung der Mechanik, 
wober an Stelle des Newtonschen Relativititspostulates mit c = co ein solches 
fiir em endliches ¢ tritt, sogar der axiomatische Aufbau der Mechanik er- 
heblich an Vollendung zu gewinnen scheint. 

Das Verhaltnis der Zeiteinheit zur Lingeneinheit sei derart normiert, 
daB das Relativititspostulat mit ¢ = 1 in Betracht kommt. 

Indem ich jetzt geometrische Bilder auf die Mannigfaltigkeit der vier 
Variablen x, y, 2, t tibertragen will, mag es zum leichteren Verstandnis 
des Folgenden bequem sein, zunachst y, 2 vollig auBer Betracht zu lassen 
und «x und ¢ als irgendwelche schiefwinklige Parallelkoordinaten in einer 
Ebene zu deuten. 

Ein Raum-Zeit-Nullpunkt O (a, y, 2,¢=0,0, 0,0) wird bei den 
Lorentz-Transformationen festgehalten. Das Gebilde 


(2) —g—-y—2+P =1, ieee) 


eine hyperboloidische Schale, umfaBt den Raum-Zeitpunkt A(z, y,z,¢ = 0,0,0,1) 
und alle Raum-Zeitpunkte A’, die nach Lorentz-Transformationen als 
(x’, y, 7, t =0, 0,0, 1) in den neu eingefiihrten Bestimmungsstticken 
xv’, y', 2, auftreten. 

Die Richtung eines Radiusvektors OA’ von O nach einem Punkte 
A’ von (2) und die Richtungen der in A’ an (2) gehenden Tangenten 
sollen normal zueinander heiBen. 

Verfolgen wir eine bestimmte Stelle der Materie in ihrer Bahn zu 
allen Zeiten ¢t. Die Gesamtheit der Raum-Zeitpunkte x, y, z,¢, die der 
Stelle zu den verschiedenen Zeiten ¢ entsprechen, nenne ich eine Rawm- 
Zeitlin. 

Die Aufgabe, die Bewegung der Materie zu bestimmen, ist dahin 
aufzufassen: Es soll fiir jeden Raum-Zeitpunkt die Richtung der daselbst 
durchlaufenden Raum-Zeitlinie festgestellt werden. 

Einen Raum-Zeitpunkt P(x, y, 2, t) auf Ruhe transformeeren, heibt, 
durch eine Lorentz-Transformation ein Bezugsystem 2’, y’, 2’, ¢ einfiihren 
derart, daB die ¢-Achse OA’ die Richtung erlangt, die in P die dort 
durchlaufende Raum-Zeitlinie zeigt. Der Raum ¢ = konst., der durch P 
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zu legen ist, soll dann der in P auf der Raum-Zeitlinie normale Raum 
heiBen. Dem Zuwachs dt der Zeit ¢ von P aus eas der Zuwachs 


(3) dx = Vat — da — dy? — d# = dtV1 — ~ a) 


des hierbei einzufiihrenden Parameters ¢. Der Wert des Lhe 


fae -{y— (dx,? + da? + dx," + dz,%), 
auf der Raum-Zeitlinie von irgendeinem festen Anfangspunkte P° an bis 
zum variabel gedachten Endpunkte P gerechnet, heibe die Exgenzert der 
betreffenden Stelle der Materie im Raum-Zeitpunkte P. (Hs ist das eine 
Verallgemeinerung des von Lorentz fiir gleichformige Bewegungen gebil- 
deten Begriffs der Ortszeit.) 

Nehmen wir einen raumlich ausgedehnten Korper R° zu einer be- 
stimmten Zeit ¢°, so soll der Bereich aller durch die Raum-Zeitpunkte R°, 7° 
fiihrenden Raum-Zeitlinien ein Rawm-Zeitfaden heiBen. 

Haben wir einen analytischen Ausdruck 0(z,y,2,t), so daB O(x,y,2,t) =0 
von jeder Raum-Zeitlinie des Fadens in einem Punkte getroffen wird, wobei 

00\2 00\2 00\? 60 Ae) 

— Ge) — Ge) — (Ge) + Ge) > Fe>0 

ist, so wollen wir die Gesamtheit Q der betreffenden Treffpunkte einen 
Querschnitt des Fadens nennen. An jedem Punkte P(z, y, 2, t) eines 
solchen Querschnitts kénnen wir durch eine Lorentz-Transformation ein 
Bezugsystem w’, y’, 2’, ¢’ einfiihren, so daB hernach 

00 00 00 00 

Ae an a 0 aaa. aie 
wird. Die Richtung der betreffenden, eindeutig bestimmten ¢’-Achse 
heiBe die obere Normale des Querschnitts Q im Punkte P und der Wert 


dJ = dh ik yp dx’ dy' dz fiir eine Umgebung von P auf dem Querschnitt 
ein Inhaltselement des Querschnitts. In diesem Sinne ist R°, ¢° selbst 
als der zur ¢-Achse normale Querschnitt ¢=?%° des Fadens und das Volumen 
des Koérpers R° als der Inhalt dieses Querschnitts zu bezeichnen. 

Indem wir den Raum #° nach einem Punkte hin konvergieren lassen, 
kommen wir zum Begriffe eines unendlich diinnen Raum-Zeitfadens. In 
einem solchen denken wir uns stets ese Raum-Zeitlinie irgendwie als 
Hauwptlinie ausgezeichnet und verstehen unter der Higenzeit des Fadens 
die auf dieser Hauptlinie festgestellte Higenzeit, unter den Normal- 
querschnitten des Fadens seine Durchquerungen durch die in den Punkten 
der Hauptlinie auf dieser normalen Raume. 


*) Die Bezeichnung mit Indizes und die Zeichen tv, w nehmen wir wieder in 
dem frither festgesetzten Sinne in Gebrauch (s. § 3 und § 4). 
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Wir formulieren nunmehr das Prinzip von der Erhaltung der Massen. 

Jedem Raume R zu einer Zeit ¢ gehdrt eine positive GréBe, die 
Masse in R zur Zeit t, zu. Konvergiert R nach einem Punkte 2, y, z, ¢ 
hin, so nihere sich der Quotient aus dieser Masse und dem Volumen von 
Ff einem Grenzwert w(x, y, 2, t), der Massendichte im Raum-Zeitpunkte 
X,Y, 2, t. 

Das Prinzip von der Erhaltung der Massen besagt: Fiir einen un- 
endlich diimnen Raum-Zeitfaden ist das Produkt wdJ aus der Massen- 
dichte w an einer Stelle x, y, 2, t des Fadens (d.h. der Hauptlinie des 
Fadens) und dem Inhalt dJ des durch die Stelle gehenden zur t-Achse 
normalen Querschnitts stets lings des ganzen Fadens konstant. 

Nun wird als Inhalt dJ, des durch x, y,z,¢t gelegten Normalquer- 
schnitts des Fadens 
4 
(4) te 


zu rechnen sein und es mége 


(5) TD eas = wVi-w =a 5 


als Ruh-Massendichte an der Stelle x, y, 2, ¢ definiert werden. Alsdann 
kann das Prinzip von der Erhaltung der Massen auch so formuliert werden: 

Fir einen unendlich diinnen Raum-Zeitfaden ist das Produkt aus der 
Ruh-Massendichte und dem Inhalt des Normalquerschnitts an einer Stelle 
des Fadens stets ldngs des ganzen Fadens konstant. 

In einem beliebigen Raum-Zeitfaden sei ein erster Querschnitt @° 
und sodann ein zweiter Querschnitt @! angebracht, der mit Q° dessen 
Punkte auf der Begrenzung des Fadens, aber nur diese gemein hat, 
und die Raum-Zeitlinien innerhalb des Fadens mégen auf Q* grifere 
Werte ¢ als auf Q° zeigen. Das von Q° und Q’ zusammen begrenzte, 
im Endlichen gelegene Gebiet soll dann eine Rawm-Zeit-Sichel, Q die 
untere, Q' die obere Begrenzung der Sichel heifen. 

Denken wir uns den Faden in viele sehr diinne Raum-Zeitfaden zer- 
legt, so entspricht jedem Hintritt eines diinnen Fadens in die untere Be- 
grenzung der Sichel ein Austritt aus der oberen, wobei fiir beide das im 
Sinne von (4) und (5) ermittelte Produkt vdJ, jedesmal gleichen Wert 


hat. Es verschwindet daher die Differenz der zwei Integrale fi vad,, 


das erste erstreckt tiber die obere, das zweite iiber die untere Begrenzung 
der Sichel. Diese Differenz findet sich nach einem bekannten Theoreme 


der Integralrechnung gleich dem Integrale 


Sf J for viv da dy dz dt, 


= — inal =¢ add 
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erstreckt tiber das ganze Gebiet der Sichel, wobei (vgl. (67) in § 12) 


Cvw, 
OL, 


one a Pi Oe + oe fe 
ist. Wird die Sichel auf einen se ene L,Y, 2, ¢ zasammen- 
gezogen, so folgt hiernach die Differentialgleichung 


(6) lor vw = 0, 
d. i. die Kontinuitatsbedingung 
He on ee ay ee — 


Wir bilden sn iiber a ganze Gebiet einer Raum-Zeit-Sichel 
erstreckt, das Integral 


(7) N= fff vdady de dt. 


Wir zerschneiden die Sichel in diinne Raum-Zeitfaden und jeden dieser 
Faden weiter nach kleinen Elementen dr seiner Higenzeit, die aber noch 
gegen die Lineardimensionen der Normalquerschnitte gro8 sind, setzen 
die Masse eines solchen Fadens vdJ,, = dm und schreiben noch t° und t* 
fiir die Higenzeit des Fadens auf der unteren bzw. der oberen Begrenzung 
der Sichel; alsdann ist das Integral (7) auch zu deuten als 


J [vada = | (e@—2) dm 


tiber die simtlichen Faden in der Sichel. 

Nun fasse ich die Raum-Zeitlinien innerhalb einer Raum-Zeit-Sichel 
gleichsam wie substanzielle Kurven aus substanziellen Punkten bestehend 
auf und denke sie mir einer kontinuierlichen Lagenveriinderung innerhalb 
der Sichel in folgender Art unterworfen. Die ganzen Kurven sollen 
irgendwie unter Festhaltung der Endpunkte auf der unteren und der oberen 
Begrenzung der Sichel verriickt und die einzelnen substanziellen Punkte 
auf ihnen dabei so geftihrt werden, da sie stets normal zu den Kurven 
fortschreiten. Der ganze ProzeB soll analytisch mittels eines Parameters @ 
darzustellen sein und dem Werte #=0 sollen die Kurven in dem wirklich 
stattfindenden Verlauf der Raum-Zeitlinien innerhalb der Sichel entsprechen. 
Hin solcher ProzeB soll eine virtuelle Verriickung in der Sichel heiBen. 

Der Punkt a, y, z, ¢ in der Sichel fiir = 0 mége beim Parameter- 
werte @ nach + 0x, y+d0y, 2+ 02, t+0t gekommen sein; letztere 
GréBen sind dann Funktionen von 2, y, 2, ¢, ®  Fassen wir wieder 
einen unendlich dtinnen Raum-Zeitfaden an der Stelle 2, y, 2, ¢ auf mit 
einem Normalquerschnitte von einem Inhalte dJ, und ist dJ, + ddd, 
der Inhalt des Normalquerschnitts an der entsprechenden Stelle des 
variierten Fadens, so wollen wir dem Prinzipe von der Erhaltung der 
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Massen in der Weise Rechnung tragen, da8 wir an dieser variierten Stelle 

eine Ruh-Massendichte v + dv gemiB 

(8) (v + Ov) dJ,+ ddJ,) = vdJ, =dm 

annehmen, unter v die wirkliche Ruh-Massendichte an x, y, z, ¢ ver- 

standen. Zufolge dieser Festsetzung variiert dann das Integral (7), tiber 

das Gebiet der Sichel erstreckt, bei der virtuellen Verriickung als eine 

bestimmte Funktion N+ 0N von & und wir wollen diese Funktion 

N+ 0N die Massenwirkung bei der virtuellen Verriickung nennen. 
Ziehen wir die Schreibweise mit Indizes heran, so wird sein: 


00 rece k= 1 2,3 4 
(9) d(w,+ let es ser hd + Gy" de ( 12 ak 
? ? 


Nun leuchtet auf Grund der schon gemachten Bemerkungen alsbald 
ein, da8 der Wert von N+ ON beim Parameterwerte # sein wird: 


(10) N+0N =ffffo% C5”) da dy dedt, 


tiber die Sichel erstreckt, wobei beater t) diejenige GréBe bedeutet, die 
sich aus 

V— (da, + dda,)? — (da, + dda,)? — (da, + dda,)? — (dx, + ddx,)? 
mittels (9) und 

dz,=w,dt, dit,=—w,dt, diz,—wdt, dz,—wdt, d?=0 


ableitet; es ist also - 
d(x-+ 01) oes ‘\2 | 
Merwe fe ol ae DER (04+ >) Fe m) Gay 


Nun wollen wir den Wert des Differentialquotienten 


(12) (eno 


einer Umformung unterwerfen. Da jedes dz, als Funktion der Argumente 
Ly, Vy, Ly, %4, 9 fiir #—=—O allgemein verschwindet, so ist auch allgemein 


cath =O fiir #=0. Setzen wir nun 
OX, 
) 
(13) (ee (h = 1, 2,3, 4), 


so folgt auf Grund von ie und (11) fiir den Ausdruck (12): 


[fff oa w, (5 5, ag Tre a, Wat 5 gee a, Us t 5 sa ws) dxdydzdt. 


Fiir die Se 21, Lo, %, X, auf der Begrenzung der Sichel sollen 
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Ox,, O%,, OX,, Ox, bei jedem Werte @ verschwinden und sind daher 
auch &,, &, &, & tiberall Null. Danach verwandelt sich das letzte Integral 
durch partielle Integration in 


{hype a (Peas ou OPA eu ‘a ont da dy de dt. 
Darin ist der Klammerausdruck 
0 ow 
Soe Sake, 


Die erste Summe hier verschwindet zufolge der Kontinuitatsbedingung (6), 
die zweite laBt sich darstellen als 


Ow, AX, , Ow, dx, | Ow, dat, , Ow, da, dw, ad (#3) 
du, dt ' On, de ' Ou, dt ' Ou, dt de adt\dr 


wobei durch Z Differentialquotienten in Richtung der Raum-Zeitlinie 


einer Stelle angedeutet werden. Fir den Differentialquotienten (12) resultiert 
damit endlich der Ausdruck 


(14) Lf fe oe a pee ose bad =) da dy de at. 


Fiir eine virtuelle Verriickung in der Sichel hatten wir noch die 
Forderung gestellt, daB die substanziell gedachten Punkte normal zu den 
aus ihnen hergestellten Kurven fortschreiten sollten; dies bedeutet fiir 
® =0, daB die &, der Bedingung 


(15) Wy, + Web, + webs + 0,8, = 0 
zu entsprechen haben. 

Denken wir nun an die Maxwellschen Spannungen in der Elektro- 
dynamik ruhender Kérper und betrachten wir andererseits unsere Er- 
gebnisse in den §§ 12 und 13, so liegt eine gewisse Amnpassung des 
Hamiltonschen Prinzipes fiir kontinuierlich ausgedehnte elastische Medien 
an das Relatiwititspostulat nahe. 

An jedem Raum-Zeitpunkte sei (wie in § 13) eine Raum-Zeit- 
Matrix II. Art 


Si, Ste, Sis, Sy Xx,» es 2,5 tls 
(16) FS phen Sox, Soo Sos, So aa X,, Y,, 4,; =0ly 
Ssi; so, S33, Sya X,, yo, 4:; 71, 
Sa, Sy, Sus, Su —tX,, oF; —tZ,, f, 


bekannt, worin X,, Y,, 
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Fiir eine virtuelle Verriickung in einer Raum-Zeit-Sichel bei den 
vorhin angewandten Bezeichnungen mége der Wert des Integrals 


(17) W+ w= ff {(> S, Os tte) da dy dadt, 
h,k 


tiber das Gebiet der Sichel erstreckt, die Spannungswirkung bei der vir- 
tuellen Verriickung heifen. 

Die hier vorkommende Summe, ausfiihrlicher und mit reellen GroBen 
geschrieben, ist 


z y z 
00x 00x 002 
sla alegat ty Seaggs a cee Saag: 
00x 1 Oot Oot 
Peepag Med Teigy heat te ay 


Wir wollen nun folgendes Minimalprinzip fiir die Mechanik ansetzen: 

Wird irgendeine Raum-Zeit-Sichel abgegrenet, so soll bei jeder vir- 
tuellen Verriickung in der Sichel die Summe aus der Massenwirkung und 
aus der Spannungswirkung fiir den wirklich stattfindenden Verlauf der Raum- 
Zeitlinien in der Sichel stets eon Extremum sein. 

Der Sinn dieser Aussage ist, daB bei jeder virtuellen Verriickung in 
den vorhin erklarten Zeichen 


(18) . eee) my, 


F=0 


sein soll. 

Nach den Methoden der Variationsrechnung folgen aus diesem Minimal- 
prinzipe unter Riicksichtnahme auf die Bedingung (15) und mittels der 
Umformung (14) sogleich die folgenden vier Differentialgleichungen 


d 
(19) py b= K, + xm, (h = 1;2, 3,4), 
wo 
nade! OS; ,, OSs OSs OS, 
(20) K,= Ox, aE Ox, Ox, On, 


die Komponenten des Raum-Zeit-Vektors I. Art AK =lorS sind und 
x ein Faktor ist, dessen Bestimmung auf Grund von ww =— 1 zu er- 
folgen hat. Durch Multiplikation von (19) mit w, und nachherige 
Summation iiber h=1,2,3,4 findet man x= K®# und es wird 
K+ (Kw) w offenbar ein zu w normaler Raum-Zeit-Vektor I. Art. 
Schreiben wir die Komponenten dieses Vektors 


ime Zeal 
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so gelangen wir nunmehr zu folgenden Gesetzen fiir die Bewegung der 
Materie: 


d dz 
Ve ae 
d dy 
(21) UES he a Y, 
d dz _ 7 
FE EE ean 
d dt 
Vie 
Dabei gilt 
da\? dy\? BEN2 fT NS My 
(2) +(4)+(4) = -1 
und 
dx dy dz ,,at 
Ag gee ae ie 


und auf Grund dieser Umstiinde wiirde sich die vierte der Gleichungen (21) 
als eine Folge der drei ersten darunter ansehen lassen. 

Aus (21) leiten wir weiter die Gesetze fiir die Bewegung eines 
materrellen Punktes, das soll heiBen fiir den Verlauf eines unendlich 
diinnen Raum-Zeitfadens ab. 

Es bezeichne xz, y, z, ¢ einen Punkt der im Faden irgendwie an- 
genommenen Hauptlinie. Wir bilden die Gleichungen (21) fiir die Punkte 
des Normalquerschnitts des Fadens durch 2, y, 2, ¢ und integrieren sie, 
mit dem Inhaltselement des Querschnitts multipliziert, tiber den ganzen 
Raum des Normalquerschnitts. Sind die Integrale der rechten Seiten 
dabei K,, Ry, R,, R, und ist m die konstante Masse des Fadens, so 
entsteht 


d 
We ae a es) 
ple 
ell, 

(22) 

d dz =p 
(ree Fa a 
d at 
Geede ee 


Dabei ist wieder & mit den Komponenten R,, R,, R,, iR, ein Raum- 
Zeit-Vektor I. Art, der zu dem Raum-Zeit-Vektor I. Art w, Geschwin- 
digkeit des materiellen Punktes, mit den Komponenten 


dz dy dz - at 
dt dtc ae “ae? 
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normal ist. Wir wollen diesen Vektor R die bewegende Kraft des materiellen 
Punktes nennen. 

Integriert man jedoch die Gleichungen statt tiber den Normalquer- 
schnitt des Fadens entsprechend tiber den zur t-Achse normalen Querschnitt 
des Fadens, der durch x, y, 2, ¢ gelegt ist, so entstehen (s. (4)) die 


Gleichungen (22), multipliziert noch mit Bes insbesondere als letzte 
Gleichung darunter 

d (dt dt dt dt 

m ae (ge) = WR, Ge + , By Ge + 0B, Gy 

Man wird nun die rechte Seite als Arbeitsleistung am materiellen Punkte 
fiir die Zeiteinheit aufzufassen haben. In der Gleichung selbst wird man 


dann den Energiesate fiir die Bewegung des materiellen Punktes sehen 
und den Ausdruck 


ee ere 1) eth (ani ergs ee) 


als kinetische Energie des materiellen Punktes ansprechen. 


Indem stets dt > drt ist, kénnte man den Quotienten oe als das 


Vorgehen der Zeit gegen die Higenzeit des materiellen Punktes bezeichnen 
und dann sich ausdriicken: Die kinetische Energie eines materiellen 
Punktes ist das Produkt seiner Masse in das Vorgehen der Zeit gegen 
seine Higenzeit. 

Das Quadrupel der Gleichungen (22) zeigt wieder die durch das 
Relativitatspostulat geforderte volle Symmetrie in 2, y, 2, it, wobei der 
vierten Gleichung, wie wir dies bereits in der Hlektrodynamik analog an- 
trafen, gleichsam eine hohere physikalische Evidenz zuzuschreiben ist. Auf 
Grund der Forderung dieser Symmetrie ist nach dem Muster der vierten 
Gleichung schon sofort das Tripel der drei ersten Gleichungen aufzubauen 
und im Hinblick auf diesen Umstand ist die Behauptung gerechtfertigt: 
Wird das Relativitdtspostulat an die Spitze der Mechanik gestellt, so folgen 
die vollstiindigen Bewegungsgesetze allein aus dem Satze von der Energie. 

Ich méchte nicht unterlassen, noch plausibel zu machen, da8 nicht 
von den Erscheinungen der Gravitation her ein Widerspruch gegen die 
Annahme des Relativitaétspostulates zu erwarten ist.*) 

Ist B* (a*, y*, 2*, ¢*) ein fester Raum-Zeitpunkt, so soll der Bereich 
aller derjenigen Raum-Zeitpunkte B(a, y, 2, ¢), fiir die 


*) In einer ganz anderen Weise, als ich hier vorgehe, hat H. Poincaré (Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo, T. XXI (1906), p. 129) das Newtonsche- 
Attraktionsgesetz dem Relativitatspostulate anzupassen versucht. 
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(23) (a —a*) + (y—y*)? + (2-2)? = (t- 0), t— #0 


ist, das Strahlgebilde des Raum-Zeitpunkies B* heiben. 

Von diesem Gebilde wird eine beliebig angenommene Raum-Zeitlinie 
stets nur in einem einzigen Raum-Zeitpunkte B geschnitten, wie einerseits 
aus der Konvewitiit des Gebildes, andererseits aus dem Umstande hervor- 
geht, daB alle Richtungen der Raum-Zeitlinie nur Richtungen von B* 
nach der konkaven Seite des Gebildes sind. Es heiBe dann B* ein Licht- 
punkt von B. 

Wird in der Bedingung (23) der Punkt B(z, y,z,t+) fest, der Punkt 
B* (a*, y*, 2*, *) variabel gedacht, so stellt die namliche Relation den 
Bereich aller Raum-Zeitpunkte B* dar, die Lichtpunkte von B sind, und 
es zeigt sich analog, daB auf einer beliebigen Raum-Zeitlinie stets nur 
ein einziger Punkt B* vorkommt, der ein Lichtpunkt von B ist. 

Es mége nun ein materieller Punkt # von der Masse m bei Vor- 
handensein eines anderen materiellen Punktes /’* von der Masse m* eine 
bewegende Kraft nach folgendem Gesetze erfahren. Stellen wir uns die 
Raum-Zeitfaden von / und F* mit Hauptlinien in ihnen vor. Hs sei 
BC ein unendlich kleines Element der Hauptlinie von F, weiter B* der 
Lichtpunkt von B, C* der Lichtpunkt von C auf der Hauptlinie von F*, 
sodann OA’ der zu B*C* parallele Radiusvektor des hyperboloidischen 
Grundgebildes (2), endlich D* der Schnittpunkt der Geraden B*C* mit 
dem durch B zu ihr normal gelegten Raume. Die bewegende Kraft des 
Massenpunktes F im Raum-Zeitpunkte B mége nun sein derjenige zu BC 
normale Raum-Zeit-Vektor I. Art, der sich additiv zusammensetet aus dem 
Vektor 
ox 


(24) mm* (25, 


) BD* 

in Fachtung BD* und dazu einem geeigneten Vektor in Richtung B*C*. 
Dabei ist unter 0 A’/B* D* das Verhiiltnis der betreffenden zwei parallelen 
Vektoren verstanden. 

Es leuchtet ein, daB diese Festsetzung einen kovarianten Charakter 
in bezug auf die Lorentzsche Gruppe tragt. 

Wir fragen nun, wie sich hiernach der Raum-Zeitfaden von F' ver- 
halt, falls der materiee Punkt F* eine gleichfdrmige Translationsbewegung 
ausftihrt, d. h. die Hauptlinie des Fadens von F* eine Gerade ist. Wir 
verlegen den Raum-Zeit-Nullpunkt O in sie und kénnen durch eine Lorentz- 
Transformation diese Gerade als ¢-Achse einfiihren. Nun bedeute 2, y, z, ¢ 
den Punkt B und es sei c* die Higenzeit des Punktes B*, yon O aus 
gerechnet. Unsere Festsetzung fiihrt hier zu den Gleichungen 
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Go ma Gigi m*y d*z m* z 
C9) Eee) pe rete en 
und 
dt aie m* d(t— t*) 

(26) 2 ae (t— t*)? dt ) 
wobel 
(27) a+ y? + 2 = (¢—1*)? 
und 

dax\?  (dy\? (da? (dt? 
(28) (G-) ur (5°) A a ic (3) mit 


ist. Die drei Gleichungen (25) lauten in Anbetracht von (27) genau wie 
die Gleichungen fiir die Bewegung eines materiellen Punktes unter An- 
ziehung eines festen Zentrums nach dem Newtonschen Gesetze, nur daf 
statt der Zeit ¢ die Higenzeit + des materiellen Punktes tritt. Die vierte 
Gleichung (26) gibt sodann den Zusammenhang zwischen Higenzeit und 
Zeit fiir den materiellen Punkt. 

Hs mége nun die Bahn des Raumpunktes a, y, z fiir die verschiedenen t 
eine Ellipse mit der groBen Halbachse a, der Exzentrizitat e sein und in 
ihr # die exzentrische Anomalie bedeuten, T den Zuwachs an Higenzeit 
fiir einen vollen Umlauf in der Bahn, endlich nT = 2m sein, sodaf bei 
geeignetem Anfangspunkte von t die Keplersche Gleichung 


(29) nt = H—esnE 


besteht. Verindern wir noch die Zeiteinheit und bezeichnen die Licht- 
geschwindigkeit mit c, so entsteht aus (28): 


dt m* 1+ ecos # 
(30) (5) - t ac? 1—ecosk 


Unter Vernachlassigung von c~* gegen 1 folgt dann 


1 m* , bees) 
2 ac? 1—ecosH 


ndt = ndt (1 + — 
woraus mit Benutzung von (29) sich 
(31) nt + konst. = (1+5 see =) NT +25 in EL 


ergibt. Der Faktor eu hierin ist das Quadrat des Verhiltnisses einer ge- 


wissen mittleren Geschwindigkeit von J’ in seiner Bahn zur Lichtge- 
schwindigkeit. Wird fiir m* die Masse der Sonne, fiir a die halbe groBe 
Achse der Erdbahn gesetzt, so betrigt dieser Faktor 10-°. 
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Ein Anziehungsgesetz fiir Massen gem&B der eben erédrterten und mit 
dem Relativititspostulate verbundenen Formulierung wiirde zugleich eine 
Fortpflaneung der Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit bedeuten. In An- 
betracht der Kleinheit des periodischen Termes in (31) diirfte eine Entschei- 
dung gegen ein solches Gesetz und die vorgeschlagene modifizierte Mechanik 
zugunsten des Newtonschen Attraktionsgesetzes mit der Newtonschen 
Mechanik aus den astronomischen Beobachtungen nicht abzuleiten sein. 
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Kine Ableitung der Grundgleichungen fiir die 
elektromagnetischen Vorginge in bewegten Kérpern 
vom Standpunkte der Elektronentheorie. 


(Aus dem Nachla8 von Hermann Minkowski bearbeitet von 
Max Born in Gottingen.) 


(Mathematische Annalen, Band 68, S. 526—556.) 


Kurze Zeit vor seinem Tode hat mir Hermann Minkowski gesprichs- 
weise den Grundgedanken der vorliegenden Arbeit mitgeteilt. Es handelt 
sich dabei um eine Ableitung der Grundgleichungen fiir die elektromag- 
netischen Vorginge in bewegten Kérpern, die sich nahe an den von 
H. A. Lorentz eingeschlagenen Weg*) anschlieBt; es sollen naimlich aus 
den im freien Ather geltenden Grundgleichungen die Gesetze fiir bewegte 
K6rper dadurch hergeleitet werden, daB die Bewegungen der in der 
Materie eingebetteten Hlektrizitaét (Hlektronen) verfolgt werden. Minkowski 
behauptete damals, da8 der von Lorentz eingeschlagene Weg, die Mittel- 
werte der von den EHlektronen herriihrenden Effekte zu bestimmen, mathe- 
matisch Aaquivalent sei einer Reihenentwicklung nach einem Parameter, 
der die mittlere Verschiebung der Elektronen aus ihren Ruhelagen im 
Inneren der Materie mi®t. Hinige Tage spiiter teilte er mir mit, daB das 
Glied 1. Ordnung in dieser Reihe in der Tat als dielektrische Polarisation 
gedeutet werden kinne; seiner Uberzeugung nach miisse das Glied 2. Ord- 
nung die Magnetisierung darstellen. Aus der Beschiftigung mit diesen 
Gedankengingen hat ihn cer Tod herausgerissen**). 


*) Vgl. H. A. Lorentz, Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften, V 2, 
Art. 14, Abschnitt IV, Elektromagnetische Vorgiinge in ponderablen Kérpern, 8. 200. 

M. Abraham, Elektromagnetische Theorie der Strahlung, Leipzig 1908, 2. Aufl., 
2. Abschnitt, Elektromagnetische Vorginge in wigbaren Kérpern, § 28, 8. 238. 

**) In seinem auf der 80. Naturforscher-Versammlung zu Kéln gehaltenen Vortrage 
Raum und Zeit" (Physikalische Zeitschrift, 10. Jahrg. 1909, 8.104, und Jahresberichte 


406 Zur Physik. 


Als mir von Herrn Hilbert die auf die Elektrodynamik beziiglichen 
Papiere Minkowskis anvertraut wurden, habe ich sogleich gesucht, ob 
darin auf den genannten Gegenstand beziigliche Aufzeichnungen vorhanden 
seien. Ich konnte aber nur wenige Anhaltspunkte finden; denn diese tiber 
hundert eng mit Formeln bedeckten Blatter enthalten kein einziges Wort 
des Textes oder der Erklérung der gebrauchten Zeichen. Erst als es mir 
gelungen war, die Minkowskischen Ideen gemaB seinen miindlichen Mit- 
teilungen zu rekonstruieren, habe ich in seinen Aufzeichnungen Stellen 
gefunden, die mit den von mir gewonnenen Formeln identisch zu sein 
scheinen. 

Aus diesen Griinden tibergebe ich diese Arbeit unter Minkowskis 
Namen der Offentlichkeit. In der Ausdrucksweise und den Bezeichnungen 
werde ich mich nach Méglichkeit Minkowskis Gebrauche anschlieBen, und 
ich verweise dieserhalb auf seine Abhandlung: Die Grundgleichungen fiir 
die elektromagnetischen Vorgdnge in bewegten Korpern*). 


Einleitung. 


In der zitierten Abhandlung hat Minkowski die Grundgleichungen 
fiir die elektromagnetischen Vorginge in bewegten Ko6rpern mit Hilfe 
der in § 8, S. 368, formulierten Axiome aufgestellt. Dabei werden 
die in der Tat wohl nicht mehr angefochtenen Grundgleichungen fiir 
ruhende Kérper (§ 7, Gleichungen (I) bis (V), S. 367) als bekannt voraus- 
gesetzt. 

Dieser Standpunkt entspricht nicht den Absichten von H. A. Lorentz, 
der die Vorginge in materiellen Kérpern durch geeignete Hilfshypothesen 
tiber Verschiebungen und Bewegungen der in die Materie eingelagerten 
Elektronen zu erklaren sucht. Hierbei werden nicht die aus der Erfahrung 
induktiv gewonnenen Maxwell-Hertzschen Grundgleichungen fiir ruhende 
materielle Kérper, sondern die fiir den reinen Ather von Lorentz hypo- 
thetisch angenommenen Gesetze, die eine Art Idealisierung der Maxwell- 
schen Gleichungen sind, als Ausgangspunkt gewahlt. Diese Gesetze ver- 
kniipfen die Vektoren elektrische Feldstirke © und magnetische Erregung des 


der deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 18, 8.75; auch als Sonderabdruck erschienen, 
Leipzig, B. G. Teubner 1909; diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, S. 431) hat Minkowski 
auf die Méglichkeit einer solchen elektronentheoretischen Ableitung der Grund- 
gleichungen hingewiesen und eine Veréffentlichung dariiber in Aussicht gestellt. 

*) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathe- 
matisch-physikalische Klasse, 1908, S. 54; diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, S. 352. 
(Im folgenden zitiert als ,,Grundgleichungen“; die Seitenzahlen der Zitate beziehen 
sich auf vorstehenden Abdruck.) 
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reinen Athers It*) mit dem Konvektionsstrom der Hlektrizitat; ist @ die 
Faumdichte und % der Raumvektor Geschwindigheit der Elektrizitit (der 
Elektronen), so lauten die Grundgleichungen fiir den Ather: 


1 0G PPve. 
(1) curl Pieee anigie Me 
(II) div€ = 9, 
(III) curl € + +27 _ 9, 
(IV) div Nt = 


Dabei ist ein geeignetes Bezugsystem rechtwinkliger Raum-Koordinaten 
x,y, 2 und der Zeit ¢ angenommen; die Lichtgeschwindigkeit im leeren 
Raume ist mit ¢ bezeichnet**), 

Lorentz teilt nun die Elektronen, deren Ladungen und Bewegungen 
in den rechten Seiten der Gleichungen (J), (II) auftreten, in mehrere 
Gruppen ein. Die erste Gruppe bilden die Levtwngselektronen, die sich 
wesentlich unabhingig von der Materie durch diese hindurch bewegen; 
sie konstituieren den ,Leitungsstrom“ und ihre Ladungen bilden die 
ywahre Elektrizitat®. Die zweite Gruppe bilden die Polarisationselektronen, 
die Gleichgewichtslagen im Inneren der materiellen Molekiile besitzen, aus 
denen sie durch die Einwirkung des elektromagnetischen Feldes verschoben 
werden kénnen; die dadurch abgeinderte Dichte der Hlektrizitat wird als 
die der ,freien Elektrizitat“ bezeichnet. Die dritte Gruppe sind die 
Magnetisierungselektronen, die Umlaufsbewegungen um Zentra innerhalb 
der Materie ausfiihren und, analog den Ampéreschen molekularen Kreis- 
strémen, zu den Erscheinungen der Magnetisierung Anla8 geben. Indem 
nun Lorentz die Mittelwerte der Anteile des Konvektionsstromes, die von 
den drei Arten der Elektronen herriihren, in geeigneter Weise umformt, 
gelanet er zu seinen Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vor- 
ginge in den materiellen K6rpern. Wie Minkowski***) gezeigt hat, sind 
diese Gleichungen fiir bewegte Koérper nicht mit dem Relativitatspostulat 
vereinbar; und die Gleichungen, die Lorentz speziell fiir nichtmagnetisierte 
Kérper angibt, sind es nur approximativ, was aber seinerseits nur durch 


*) In Ubereinstimmung mit H. A. Lorentz haben wir die den Zustand des Athers 
charakterisierenden Vektoren in dieser Weise zu bezeichnen, um sie nachher in den 
Grundgleichungen fiir materielle Kérper richtig deuten zu kénnen; daraus entspringt 
die Abweichung der hier gebrauchten Bezeichnung von der Minkowskis in § 2 der 
zitierten Arbeit. 

**) Um den Vergleich mit der Lorentzschen Theorie zu erleichtern, habe ich 
es vermieden, c=1 zu setzen; durch den Gebrauch der Minkowskischen Indizesbe- 
zeichnung wird die Rechnung durch das Mitfiihren von ¢ nicht belastet. 

**) Grundgleichungen, Hinleitung, 8. 353. Vgl. auch S. 427 vorliegender Arbeit. 
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zwei sich kompensierende Widersprtiche gegen das Relativitatsprinzip zu- 
stande kommt*). 

Indem wir uns die Aufgabe stellen, die Grundgleichungen fiir be- 
wegte Kérper allgemein auch unter Galnsewae der Magnetisierung aus 
den Grundgleichungen im Ather abzuleiten, bemerken wir zuerst, daB 
von der charakteristischen Hypothese der Moktrotientheorie) der pborrigtis 
schen Struktur der Elektrizitét, bei der Lorentzschen Ableitung nur ein 
sehr beschrankter Gebrauch gemacht wird; denn durch die Mittelwert- 
bildung tber ,,physikalisch unendlich kleine“ Bereiche wird diese Struktur 
vollstandig verwischt, und die Mittelwerte, auf die es allem ankommt, 
werden als stetige Funktionen des Ortes und der Zeit angesehen. 


Wir verzichten daher iiberhaupt darauf, auf die feinere Struktur der 
Elektrizitét einzugehen. Von den Lorentzschen Vorstellungen benutzen 
wir nur soviel, daB wir annehmen, die Elektrizitdt sei ein Kontinuum, das 
die Materie tiberall durchdringt, zwm Teil sich frei innerhalb derselben be- 
wegen kann, zum Teil aber an sie gefesselt ast und nur sehr kleine Be- 
wegungen relat zu thr ausftihren kann. 

Will man naheren Anschlu8 an Lorentz erreichen, so kann man alle 
im folgenden vorkommenden Gréfen als jene Lorentzschen Mittelwerte 
ansehen; es ist dann aber hier nicht ndtig, sie als solche durch besondere 
Zeichen von den auf die einzelnen Elektronen bezogenen GréBen zu unter- 
scheiden, weil wir von den letzteren nirgends Gebrauch machen. 


Um von vornherein sicher zu sein, daB alle Formeln mit dem Rela- 
tivititspostulate in Ubereinstimmung sind, geniigt es, bei der mathematischen 
Formulierung der soeben ausgesprochenen Grundannahme die von Minkowski 
eingefiihrte vierdimensionale Vektorrechnung und die von ihm statuierten 
Symmetrien, vor allem die der Raumkoordinaten 2, y, 2 und der mit ci 
multiplizierten Zeit ¢, in den Vordergrund zu riicken. Dadurch wird die 
Kovarianz der Formeln gegeniiber Lorentz-Transformationen in Evidenz 
gesetzt. 

Ferner setzen wir voraus, da alle vorkommenden Geschwindigkeiten 
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sind. 


*) Letzteren Mangel hat Herr Ph. Frank (Annalen der Physik (4), Bd. 27, 1908, 
S. 1059) beseitigt, indem er, dem Lorentzschen Gedankengange sonst im wesentlichen 
folgend, die dem Relativitatspostulate aquivalente Kontraktionshypothese an einer 
friiheren Stelle einfiihrt, als es bei Lorentz geschieht. 
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Salz 
Bezeichnungen. 
Nach Minkowski ersetzen wir 
L,Y, 2, ict 
durch sige 
1, Ly, Lg, Ly. 
Mit w bezeichnen wir den Raumvektor Geschwindigkeit der Materie mit 
den Komponenten 
W,, W,, W,- 
Aus diesen bilden wir den Raum-Zeit-Vektor I. Art w mit den Kom- 
ponenten: 


08) to a 


a mah eee it” Ws Meat a a 7 wl? 

5 (aaa A 
wobet || = //w,? + we 1,2 den Betrag der Geschwindigkeit bedeutet. 
Die GréBen w, erfiillen die Relation: 

wi +w,?+we+wei=—1. 

Die Geschwindigkeit der Elektrizitét haben wir in (I) bis (IV) mit W be- 
zeichnet; diesem Raumvektor ordnen wir in analoger Weise einen Raum- 
Zeit-Vektor I. Art w zu. 

Aus der Dichte @ der Elektrizitaét bilden wir die gegeniiber Lorentz- 
Transformationen invariante Ruh-Dichte: 


Die Raumvektoren magnetische Erregung Jt und elektrische Feldstarke € 
fassen wir zu dem Raum-Zeit-Vektor II. Art F' zusammen, indem wir 


M,, M,, M,, —iE,, —1,, — 6G, 
F33, Ess; Fig; Fis Py; Fs4 


durch 


ersetzen. 
Mit Hilfe des Minkowskischen Differentialoperators lor, der als der 
Raum-Zeit-Vektor I. Art 
ay, 82 022 
. Od CBLANOk, ON, 
definiert ist, kénnen wir dann die Grundgleichungen (I) bis (IV) in 
folgende symbolische Gleichungen zusammenfassen: 
(A) lor F = — 9,%, 
(B) lor £* = 0. 
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§ 2. 
Die Zerlegung der elektrischen Stromung. 


Die Strémung der Elektrizitit, die durch den Raum-Zeit-Vektor w 
und die Ruh-Dichte 6, charakterisiert ist, denken wir uns aus zwei sich 
superponierenden Teilen zusammengesetzt. 

Der 1. Teil, der aus den Lorentzschen ,,Leitungselektronen® gebildet 
zu denken ist, habe die Ruh-Dichte of und der zugehérige Raum-Zeit- 
Vektor Geschwindigkeit sei mit w bezeichnet. Uberhaupt werden alle 
auf diesen Stromanteil beziiglichen GréBen durch den oberen Index / ge- 
kennzeichnet. Dieser Teil des Konvektionsstromes bewege sich unab- 
hingig von der Bewegung der Materie innerhalb derselben. Er wird zur 
Entstehung des Leitungsstroms Veranlassung geben. 

Der 2. Teil der Strémung, der von den Lorentzschen Polarisations- 
und Magnetisierungselektronen gebildet ist, soll im wesentlichen der 
Bahn der Materie folgen und nur wenig von ihr abweichen, und zwar 
soll folgendes statthaben: 

Von den in den materiellen neutralen Punkten vereinigten und sich dort 
kompensierenden Elektrizitdtsmengen set ein Quantum aus dieser Ruhelage 
verschoben und fiihre sowohl Bewegungen relat zur Materie aus, als auch 
werde es von dieser mitgefiihrt. 

Um diese Annahme zu formulieren, denken wir uns vorlaufig (indem 
wir die das Relativitaétsprinzip berticksichtigende nihere Bestimmung 
dieser Verschiebung fiir § 3 vorbehalten) sowohl die Ruh-Dichte, als auch 
die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors dieses Stromanteils auBer 
von 2, y, 2,¢ noch abhingig von einem Parameter @ derart, daf fir 
&=0 die Ruh-Dichte verschwindet und die Geschwindigkeitskomponenten 
in die entsprechenden der Materie tibergehen. Wegen der vorausgesetzten 
Kleinheit der Abweichungen werden wir nach Potenzen von @ entwickeln 
kénnen; bezeichnen wir die Differentiation nach 9 bei festen 2, y, z, ¢ 
mit 0, so wird man fiir diesen zweiten Teil des Konvektionsstromes 


g? 
F- D(Qqw) + J O0(Qgw) +--- 
schreiben kénnen. Die gesamte Strémung der Elektrizitit ist demnach: 
See , a? 
0)W = of w + Hd (e,w) + = 99 (gw) Tee 


Die Glieder dieser Reihe werden wir einzeln betrachten und zeigen, daB 
das erste Glied, das von @ frei ist, den von Minkowski mit s bezeichneten 
Stromvektor bildet, der den Leitungsstrom und den an der Materie haften- 
den Konvektionsstrom der Elektrizitat darstellt, daB das zweite Glied mit 
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dem Faktor # als der Hauptteil der dielektrischen Polarisation der Materie 
zu deuten ist und das dritte Glied mit 9 einerseits zu dieser Polarisation 
noch einen Beitrag liefert, andererseits als Magnetisierung der Materie 
aufgefaBt werden muB. 

Die Frage nach der Bedeutung der hdheren Glieder der Reihe (1) 
fallt aus dem Rahmen der vorliegenden Untersuchung heraus. Bedenkt 
man, daB bereits die Magnetisierbarkeit bei den meisten Substanzen 
auBerst gering ist, derart, daB schon das in # quadratische Glied der Reihe (1) 
einen kleinen numerischen Wert bekommt, so wird man annehmen kénnen, 
daB der Hinflu8 der héheren Glieder auf die Beobachtungen bei den meisten 
Substanzen unmerklich ist, sofern ihnen tiberhaupt eine physikalische Be- 
deutung zukommt. Die Higenschaften der stark magnetisierbaren (ferro- 
magnetischen) Kérper sind aber tiberhaupt noch zu wenig aufgeklart, als 
da8 man von ihnen aus fiir eine so weitgehende Theorie experimentelle 
Stiitzen erwarten diirfte. 


§ 3. 
Die Darstellung der variierten Stromung. 

Den im vorigen Paragraphen betrachteten zweiten Teil der Stromung 
kann man analytisch als eine ,,Variation~ der Strémung der Materie an- 
sehen*). Um diese niher zu charakterisieren, stellen wir diesen Anteil des 
Konvektionsstroms analog der nach Lagrange bezeichneten Weise dadurch 
dar, daB wir 2, y,z und ¢ als Funktionen dreier Parameter, &, 7, £, welche 
die einzelnen materiellen Teilchen individualisieren, und der Higenzeit + 
ansehen; auSerdem mégen diese vier Funktionen noch von einem Para- 
meter & derart abhingen, daB sie fir ®—0O die Bewegung der Materie 
darstellen; wir schreiben also 


a—x(6, 0, & v5 9), 

y=y9(&, 0, 6 7 9), 

a=2(&, 9, §, 0; 8), 

t= t(§, 1, §, t; 9), 

wobei identisch in allen fiinf Argumenten die Bedingung 
8) (aealee) gee Nee) ah 


erfiillt sein mége. Die Geschwindigkeitskomponenten der Materie sind 


(2) 


*) Diese Variation ist nicht unahnlich der virtuellen Verriickung, die Minkowski 
im Anhang der zitierten Arbeit 8. 396 zur Ableitung der Grundgleichungen der 
Mechanik beniitzt. 
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1 /0x 1 oy 
0, —— (5=) 9) Oe ae ee 
1 /0z ot 
ed ame, Or 9=0’ Ws oe ache 
Hrsetzen wir 
E, 1, €, ver 
durch 
Sisasenen 
so kénnen wir kurz schreiben: 
(2’) Le = @, (E15 bs, Bay ae a), (a= st 2, 3, 4), 
4 
, OX, ai, 
2) Ge i- 


a=1 
Wir wollen fiir die haufig vorkommenden Differentiationsprozesse 
folgende Abkiirzungen gebrauchen. Hine Funktion g von 2, %,, 23, 24, 9 
kann man vermége der Transformation (2°) auch als Funktion von &, 
&, &, &, ® ansehen. Wir bezeichnen 


2 dei festgehaltenen &, &, §, ® mit g’, 


4 
7) : A 
ae ” ” a eh gs, by mit @, 
0 : 

oo ” ” Uy, Xq,%3,X, mit dp. 


Die Operationen g’, g sind also vertauschbar; die Operation dq ist aber 
mit keiner der beiden ersten vertauschbar. 
Die Ruh-Dichte @, der Elektrizitaét wird ebenfalls eine Funktion der 
—, und @ sein: 
Oo = Oo(Er, Se) 3, E45 #). 
Da wir voraussetzen, daf die Materie vor der Verriickung, d.h. fiir &=0, 
elektrisch neutral sei, miissen wir annehmen, daB 


ONCE Ey Se ee 0) = 0 


Dagegen setzen wir voraus, dap die Gripen 


Qo%1) Oo%2, OoX3, Ook y 
sowie thre Ableitungen nach & bei festgehaltenen 2,, x, %3, v4, fiir ® = 0 
endliche, nicht identisch verschwindende Grenzwerte besitzen. 
Da8 dies mit den tiber die 7, und @, gemachten Annahmen vertrag- 
lich ist, zeigt z. B. der Ansatz 


Hy = fa(Er, &s, &3, &4) + 8? 9,(&,, &35 S57 Sa), 


= a ¥(E,, Bey bye en) 


sel. 
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hier stellt 
Xo aa, PAGS Es, é, é,) 


die Strémung der Materie dar, 9, verschwindet fiir ® = 0; es bleibt aber 


. 1 
09% = 9 Pa ‘yp 
endlich und von Null verschieden. 
Der Sinn dieser Forderung ist der: 


His soll durch die Verschiebung der Ladungen aus ihrer Ruhelage 
jedes neutrale Teilchen der Materie in ein geladenes System (im ein- 
fachsten Falle in einen Dipol) verwandelt werden; im Sinne der Elek- 
tronentheorie werden die GréBen @,%, die ,,elektrischen Momente“ der 
Teilchen bestimmen; in der Tat werden wir diesen Umstand im folgenden 
klar erkennen. Daher miissen wir diesen Produkten fiir # =O einen end- 
lichen Grenzwert zuschreiben. Man kann das auch so ausdriicken, daB 
unsere Variation der Strémung eine Art ,raumlicher Doppelbelegung“ der 
Materie ist. Die Funktionen x, sind infolge dieses Umstandes bei # = 0 
nicht in Potenzreihen entwickelbar; wohl ist dieses aber, wie wir sehen 
werden, mit den Komponenten des Konvektionsstroms ig,2, der Fall, 
auf die es allein ankommt; hier bedeuten die vier Gréfen ia, die Kom- 
ponenten des Raum-Zeit-Vektors Geschwindigkeit; sie gehen fiir # = 0 
in die Komponenten w, der Geschwindigkeit der Materie iiber. 


Der Unzerstirbarkeit der Elektrizitét tragen wir dadurch Rechnung, 
da8 wir die ,,Kontinuitatsbedingung“ 


(4) be + att eA + eet —( 
oder kurz 
4 
; 0 Qo Ly 
() le 
Q=1 


identisch in den x, und @ erfiillt annehmen. 

Wir miissen noch eine weitere Voraussetzung tiber die GréBen x, 
machen, die die Verschiebung des elektrischen Teilchens aus seiner Ruhe- 
lage bestimmen. Wir nehmen an, daB die Verschiebung jedes elektrischen 
Teilchens in einem Bezugsysteme, in dem das zu denselben Werten &, 9, § 
gehorige materielle Teilchen ruht, durch einen Raumvektor (d. h. einen 
Raum-Zeit-Vektor I. Art mit verschwindender Zeitkomponente) dar- 
gestellt wird. 

Das liuft darauf heraus, daB die Raum-Zeit-Vektoren I. Art 7 und w 
normal sind (vgl. ,,Grundgleichungen“, § 11, 6°, S. 378): 
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(5) > abe = 9: 


Demnach hat die Variation der Zeit ¢ die Bedeutung des folgenden skalaren 
Produkts 


, y 1 . ° . 
(5’) t= 3 (w,% + Wyy + WZ). 
Aus (5) ergibt sich speziell durch Multiplikation mit 9, und Differentiation 
nach @ bei festgehaltenen 2, y, 2, t: 


4 
(6) >wa9 (ot) = 0 
(eae — 3 | 
oder 
(6’) 0 (Qo t) a * (10,,0 (09%) + Wy O(Qo¥) + 1,0 (Qo2)). 


Hine weitere Normalitaétsbedingung erhalt man, wenn man die Identitat (3) 
bzw. (3’) nach & bei festen x, y, z, ¢ differenziert: 


4 


(7) aba =0. 


a=1 


Geht man hier zur Grenze # = 0 iiber, so kommt: 


4 
) ea) 
a=1 


Dabei haben die dw, die folgende Bedeutung: 


dw, = (a7 eae ar ort wef. 
Ow, ad (7m) => 110% bso: 
(oh 


Endlich betrachten wir die Variation der Ruh-Dichte 9,. Diese soll nicht 
unabhangig variieren, sondern so, daB ihre Ableitung nach ® an einer 
Stelle x, y, 4, t mit dem elektrischen Momente 9,4 an dieser Stelle durch 
die Identitét in den x, und & 


(8) 


aT x f sa dot 
4 ote" ap : + a at =— 00, 
oder 
4 3 : 
i/ Qo Xe 
(9) Oe ce woes 


verbunden ist. 
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Die Bedeutung dieser Gleichung ist die folgende: Wir nahmen an, 
daB das verschobene Quantum Elektrizitat vor der Verschiebung durch 
die gleiche Menge entgegengesetzter Hlektrizitit kompensiert wurde; da- 
her ist die linke Seite von Gleichung (9) nicht Null, was bedeuten wiirde, 
daB die Abnahme der in einem Volumen befindlichen Elektrizititsmenge 
bei der Verschiebung gleich der durch die Begrenzung des Volumens 
tretenden Menge ist; vielmehr tritt bei der Verschiebung jene vorher kom- 
pensierte Ladung des entgegengesetzten Vorzeichens zutage, und das ist 
eben in erster Naherung die bei festgehaltenen x, y, 2,  genommene Ab- 
leitung — 0g). Die spezielle Form des obigen Ansatzes wird durch die 
vom Relativitatsprinzip geforderte Symmetrie gerechtfertigt. 


§ 4. 
Die Reihenentwicklung der variierten Stromung. 
Unsere Aufgabe ist es, die Gréfen ox, in jedem Raum-Zeitpunkte, 


d. h. bei festgehaltenen x,, in einer Potenzreihe nach # zu entwickeln; 
gemaB der Bedeutung des Symbols 0 haben wir also: 


, iA a? , 
(10) Oy %a = BO(QyLa)y + 2 00 (Q%a)o +++; 


wo in den Koeffizienten #—=0 zu setzen ist. 
Ks ist 
O(QLa) = Oo9%a + La0 Qo. 
Wir wollen die Operation 0 durch den mit dem Punkte bezeichneten ,,sub- 
stantiellen“ Differentialquotienten ersetzen. Dazu sehen wir x, als Funktion 
der z, und # an, wobei die x, ihrerseits Funktionen der &, und @ sind: 
Lhe = Bee (hy (Ers ay S35 es 1) aes) x, (E, be, Es, Sr 9); 9). 
Dann ergibt sich durch Differentiation nach # bei festen &,: 


4 
a hive F 
(o) Le = > Oe thy} 0 Ges 
p=l Bb 


Andererseits bilden wir dieselbe GréBe #,, indem wir zuerst die mit dem 
Punkte, dann die mit dem Striche bezeichnete Operation vornehmen; sehen 
wir also #, als Funktion der «, und & an und die «, ihrerseits als 
Funktionen der &, und @: 

Dy = Ky (HE, Se, 5, S43 9), ---, UeE,, be, Es, &45 9); 4), 


so folgt durch Differentiation nach & bei festen &,, &, &, ®: 


“ae 
(B) a= > 5g, *- 
far * 
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Aus den Gleichungen (o), (8) finden wir: 


4 
r Cane Ox, , 
(y) OXe Ye CY ee NYs i). 


Um 0(@)%%,) zu erhalten, haben wir dies mit 9, zu multiplizieren und die 
mit «, multiplizierte Gleichung (9’) hinzuzuftigen; wir addieren auferdem 
noch die mit #, multiplizierte Kontinuitatsgleichung (4’), so daB wir 
schlieBlich erhalten; 


4 
: CF winide Ot, med aCeltem, eee, cok 
9 (eo) => ie cots — Zao ots — Ge ta + Hy : i) 
ee 8 i pee 
oder 


4 
, 0 , ; 3 c 
(11) 0 (Oya) -> Dag (Qo%q * U@— Oo%p - a) - 
pel 


Diese Gleichung gilt identisch in den x, und #. Wenn wir sie nochmals 
nach ® bei festen x, differenzieren, kénnen wir diese Operation unter den 


in der Summe vorkommenden Differentiationszeichen nach Le ausfiihren. 
Daher wird: 


4 

, 0 2 G 7 , * , - , 

(12) 88 (o9%)= > By {[9 (ents) -we —8 (one) wi] + [on tedas— oats dae] . 
f=1 

Jetzt kénnen wir die Reihe (10) in folgende Gestalt setzen: 


4 
(13) aoa -> a, {[Peote mh - 9 (eo%2)| t_— Ee te 3 (eoits) | x, 
p=1 


4 
@ (Gr 6 , O22 ; 
+>) Day es Oya I Xe — 5 Ookp da} saa 
f=1 


wobei in den Faktoren von 9, 9’,... iiberall = 0 zu setzen ist; dabei 
haben die GréBen e)%,, 0(@)%,) endliche, nicht identisch verschwindende 
Grenzwerte. Gemi® Verabredung brechen wir die Reihe mit den hin- 
geschriebenen Gliedern ab. 


§ 5. 


Formale Herstellung der in der bewegten Materie giiltigen 
Differentialgleichungen. 


Wir setzen zur Abkiirzung: 


° a? ° 
(14) 9 (09 %a)9—0 + 7 (0 Xa)9=0 = Pay 
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ferner, indem wir uns erinnern, da8 


. 4(@,)9 <0 = Wa, 1(02,)9 0 = OW, 
ist: 
(15) WP — Wg PD. = Pye, 
a? : ; 
(16) 2 {0 Wa(Oo @g)o ra ACK @y)o} = Que: 


Diese Gréfen sind die Komponenten der aus den Vektoren erster Art 
w,p bzw. dw, A (Q) “), durch ,,vektorielle“ Multiplikation gebildeten 
Raum-Zeit-Vektoren II. Art: 

(15’) [w, p]=P, 

(16’) * [8, (@4)o] = @.- 


Jetzt fiigen wir den Ausdruck (10) zu ew hinzu und kénnen, wenn 
wir noch 


(17) ef w® = 5, 


setzen, die Komponenten des gesamten Konvektionsstromes (1) in folgen- 
der Weise schreiben: 


4 
(18) B07, = 8.— D>) Gn, (Poa + Gas)» 
p= 
oder in der Minkowskischen Symbolik: 
(18’) 6, =s-+ lor (P+ Q). 
Setzen wir das in die Grundgleichung (A) ein, so geht diese tiber in 
(19) lor (F+ P+ Q)=—s. 
Fiihren wir den Raum-Zeit-Vektor II. Art 
(20) f=F+P+Q 
ein, so kénnen wir den Grundgleichungen die Gestalt geben: 
{A} lorf =-—s, 
{B} lore 0: 


Damit haben wir formal die in der bewegten Materie geltenden Differen- 
tialgleichungen gewonnen (siehe Grundgleichungen, § 12, Formeln {A} 
{B}, Seite 385). 

Ersetzen wir 


fos) fat) fie» fia fea, fea 


Hig pacts pe ditg sy tes tly tes, 


durch 
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und 


durch 
1 itt 1 i 
@ Ber G Bu | 8,, 20 


und fassen die hier vorkommenden Gréfen bzw. zu den Raumvektoren 
m, e, 8 zusammen, so kénnen wir den Gleichungen {A}, {B} die reelle 
Gestalt geben: 


, 1 de 1 
(1) curl tit 5, te S 
(II) dive =o, 

, 1 om 
(OI’) enh ee ; 
(Iv’) div M = 0. 


Das sind die in ruhenden oder bewegten Kérpern geltenden Differential- 
gleichungen, wenn die Vektoren m, e, 8 bzw. als die magnetische Feld- 
stirke, die dielektrische Erregung, der Strom und die Gréfe @ als die 
Dichte der Elektrizitét gedeutet werden diirfen. Es wird unsere Aufgabe 
sein, aus den Definitionsgleichungen (15), (16), (17), (20) diese Bedeutung 
herauszulesen; die letzteren Gleichungen miissen ferner die Beziehungen 
enthalten, welche die beiden Vektoren ,,Hrregung“ mit den beiden Vektoren 
»leldstiirke* verbinden und in welche die Materialeigenschaften eingehen. 
Allerdings werden wir sehen, daf, genau wie bei Lorentz, diese Beziehungen 
hier viel allgemeiner sind als die von Minkowski behandelten, der sich 
auf isotrope, dispersionsfreie Kérper beschrankte; unsere Gleichungen 
kénnen durch geeignete Zusatzhypothesen den mannigfaltigen Higenschaften 
der Substanzen angepaBt werden, und die einfachste Annahme fiihrt auf 
die von Minkowski erhaltenen Formeln. Um diese Sachlage zu tiber- 
blicken, behandeln wir zunichst den einfachen Fall ruhender Kérper. 


§ 6. 
Ruhende Korper. 
Ruht die Materie, ist also i =0, so hat nach § 1 der Raum-Zeit- 
Vektor w die Komponenten 
(21) w,=0, w=0, w=—0, w,=it. 


Der Vektor 8 hat hier ohne weiteres die Bedeutung der Stromstiirke des 
frei durch die Materie flieBenden Leitungsstroms; die von diesem trans- 
portierte Hlektrizititsmenge g@ =e heiBt gewdhnlich ,wahre Elektrizitat“, 
wahrend sie von Minkowski kurzweg elektrische Ladung genannt wird. 
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Aus den Orthogonalititsbedingungen (5), (5’) und (6), (6’) folgt, dab 
fiir » = 0 
(22) P,=9 
ist. Die Bedeutung der drei ersten Komponenten von p, 

Pie Ves — py, Ps = P., 

ist leicht zu erkennen. So ist z. B. das erste Glied &(0,%,),_) von p, 
in erster Annaherung das elektrische Moment eines Teilchens der Materie, 
und das zweite Glied von p, liefert die fiir jeden Raum-Zeitpunkt z, y, z, t 
dazu tretende Korrektion, wenn man die Anniherung einen Schritt weiter 
treibt. Demnach sind die GréBen p,, p,, p, als die Komponenten des 
Vektors p, dielektrische Polarisation, aufzufassen. 

Die Komponenten des Raum-Zeit-Vektors II. Art P reduzieren sich 
fiir 1» = 0 wegen (21) und (22) auf: 
(23) Pos = 9, P;, =0, P,,=90, Pip=—1P,, Po =—1P,, P= —tp,. 
Infolge der Normalititsbedingungen (5) und (7) sind fiir w = 0 
(24) (Q%)o-0= 9, Ow, = 0. 
Daher werden die Komponenten des Raum-Zeit-Vektors II. Art Q: 


1 x? . ° 
caper’ (O10, (0 #)o — 9, (Qo) Pu = 9, 
(25) Qs1 = 
Qi2 = 


1 3? 3 ‘ 
Oo (Ow, (Q9%)y— dW, (0, 2)o), Qo4 = 0, 


ee 
1 
€ 


oO? : ‘ 
e (OW, (09H) — dw, (Qo%)o), G34 = O- 


Die ersten drei dieser Groéfen sind das mit = multiplizierte Vektorprodukt 
der Relativgeschwindigkeit der Ladung gegen die Materie in das elektrische 
Moment; bezeichnet man den letzteren Vektor, dessen Komponenten 
B(OL)o, H(QoY)o, F(Oo#)o sind, mit et und setzt man 


Sore. 
(26) G=5, let, ow], 
so wird dieser Vektor als magnetisches Moment*) oder Magnetisierung zu 
bezeichnen sein, und man hat: 
(25°) Q:3 = —4e, si = — 4y> Qs = — 4, 
Jetzt kénnen wir die Gleichung (20) in folgende zwei Vektorgleichungen 


zerlegen: 


m= M—q, 
(27) 


e=C€ +p. 


*) Vgl. z. B. M. Abraham, Elektromagnetische Theorie der Strahlung, 2. Aufl. 
1908, § 28, Formel (185), S, 243. 
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Das ist der von Lorentz aufgestellte Zusammenhang zwischen den Vektoren 
m, e einerseits und Mt, € andererseits*); die Polarisation p und die 
Magnetisierung q sind dabei als Vektoren anzusehen, die den durch das 
elektromagnetische Feld hervorgebrachten Zustand der Materie charakte- 
risieren und demnach von der Art dieser Materie abhangen. Dadurch, 
daB man die Freiheit hat, diese Abhingigkeit naher zu bestimmen, sei es 
durch elektronentheoretische Betrachtungen, sei es durch hypothetische 
Ansitze, kann man die mannigfachen Eigenschaften der Materie dem 
System der Elektrodynamik einordnen. 

Wir wollen uns auf die einfachsten Zusatzhypothesen beschranken, die 
zur Beschreibung isotroper, nichtdispergrerender Kérper dienen: 

1. Die Geschwindigkeit des frei beweglichen Teils des 
Konvektionsstromes, 1, ist in jedem Raum-Zeitpunkte pro- 
portional der elektrischen Feldstirke; daraus folgt sofort das 
Ohmsche Gesetz: 

(28) 3= 66, 
wo 6 die Leitfahigkeit bedeutet. 

2. Die Verschiebung der an der Materie haftenden Ladungen 
aus ihrer Ruhelage ist proportional der elektrischen Feldstarke; 
daraus ergibt sich 

(29) p=(e—l1)€, e=&G, 
wo « die Dielektrizitatskonstante ist. 

3. Das Drehmoment der an der Materie haftenden Ladungen 
um ihre Ruhelage ist proportional der magnetischen Feldstirke m; 
demnach ist 

(30) q=(u—1)m, M—= um, 
wo w die magnetische Permeabilitit bedeutet. 
6, € und w kénnen Funktionen von 4g, y, 2, ¢ sein. 

Wahrend die Hypothesen 1 und 2 eine elektronentheoretische Deutung 
erlauben, ist das bei der dritten Hypothese noch nicht einwandfrei durch- 
geftihrt worden. Verallgemeinert man die Hypothese 2 derart, da® man 
den Elektronen Tragheit zuschreibt, so gelangt man zur Dispersionstheorie. 


§ 7. 
Der Leitungsstrom in bewegten Korpern. 
Bewegt sich die Materie, so wird man den Vektor 8 nicht mit dem 


Leitungsstrom identifizieren; vielmehr wird es nur auf die Relativbewegung 


*) Vgl. H. A. Lorentz, Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften, V 2, 
Art. 14, Formeln XXX, XXV und XXI, S. 208, 209. 
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der Elektrizitit gegen die Materie ankommen, so daB der Vektor 
(31) = 8 — pw = 9%(w9—w) 


als Leitungsstrom zu bezeichnen ist. 

Will man jetzt durch eine Zusatzhypothese den Leitungsstrom mit 
der wirkenden elektrischen Feldstirke in Verbindung setzen, so entspricht 
es nicht dem Relativititsprinzipe, die im ruhenden Koordinatensystem 
gemessene elektrische Feldstirke © in Zusammenhang zu bringen mit der 
im ruhenden Koordinatensystem gemessenen Relativgeschwindigkeit 1 —w. 
Vielmehr wirkt auf die bewegte Ladung die elektrische Ruh-Kraft 


d=—wFk 


(vgl. Grundgleichungen, § 11, Formeln (47), (48), Seite 380); ihre ersten 
drei Komponenten sind die z-, y-, z-Komponenten des Raumvektors 


C+ — [wm] 
ae : 
¢ 


dessen Zihler auch nach Lorentz die im Ather auf bewegte Ladungen 
wirkende Kraft darstellt, ihre vierte Komponente ist 


und der Vektor © ist normal zu w: 
wD = w,%, + Wy, + we, + w,%, = 0. 
Andererseits werden wir als ,,Relativgeschwindigkeit“ im Sinne des Rela- 
tivitatsprinzips den zu dem Vektor w normalen Raum-Zeit-Vektor I. Art 
v= w+ (wo) w 
bezeichnen. 
Sehen wir 2, U,, Vs als Komponenten des Raumvektors 


0) 


“AER 
es 


an, so findet man leicht die Komponenten des Raumvektors » in der 
Richtung von und in einer zu w senkrechten Richtung w: 


mQ — | 
Vy = — lw]? ? 
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Daher hingt der Vektor » mit dem Leitungsstrom 3 folgendermaSen zu- 
sammen: 


1) 
0D» = Try? 
Paes 


Dann gelangen wir zu dem Ohmschen Gesetze fiir bewegte Korper durch 
die Zusatzhypothese: 

Die Relativgeschwindigkeit des frei beweglichen Konvek- 
tionsstromes ist proportional der elektrischen Ruh-Kraft; daraus 
folgt: 

v= — = w F, 
oder 


{ E} $+ (w3)w = — = oF. 


Das ist die von Minkowski aufgestellte Relation {E}, § 12, Seite 385; 
sie ist Aquivalent mit den Vektorgleichungen: 


am ee o(6 a = [wm]) 
peo “ 
cS é 6 (c tee [wm] 
83 = ——__ _. 
yaa 
§ 8. 


Die dielektrische Polarisation in bewegten Kérpern. 


Aus der Gleichung (15’) 


P= [w, p] 
folgt: 


wP = wlw, p] = — (wp)w + (wap. 
Nun erkennt man, daf infolge der Gleichungen (5) und (6) der durch 
(14) definierte Vektor p normal zu w ist, d. h. daB 
(32) wp =O0 


ist; da auBerdem 


ist, bekommt man: 


(33) wP=—p. 
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Der Vektor I. Art p steht also zu dem Vektor II. Art P in genau 
derselben Beziehung wie die elektrische Ruh-Kraft ® zu dem Feldvektor 
Il. Art #. Wir werden daher p gem&8 seiner Definition durch die Glei- 
chungen (14) als ,,dielektrische Ruh-Polarisation* und P als ,dielektrische 
Polarisation“ bezeichnen; letztere ist also ein Vektor II. Art im Gegen- 
satz zu der gewohnlichen Auffassung. 

Setzen wir wie im vorigen Paragraphen 


Py ed NE: Do = Py, Ps =P, 
so wird infolge von (32): 


(32’) De = | (W, Pz + Wy Py +10, p,) = — (wp). 

Dann sind die Komponenten von P: 

i ee WP, — W,Py P WP, — WP, P wp, — WP, 

26) oa We t/a GS ea Ae ey Sh /aeeeaa aa 
Beta “Vie eV ie 
(34) 
ME: Wy 1, 
Pp Pe — Ge (iv 9) _ Py — Ge (OP) Ps — Ge (wp) 
{aor 24 =e, 


Sie setzen sich also aus den Komponenten der Raumvektoren 


11) 
p— % (wp) 

, [vp] Cc 
(34’) Rae ee eee ea 
V ||? V | 10 |? 
ee tile ah 


in genau derselben Weise zusammen wie die Komponenten von JF’ aus 
denen von Yt und ©. Hier kénnen wir K als Réntgen-Vektor bezeichnen; 
denn er gibt AnlaB zur Hntstehung des sog. Réntgenstroms. In der Tat 
stimmt, wie wir in § 10 sehen werden, der Vektor i bis auf Glieder 


Se a er 
zweiter Ordnung in — tiberein mit demjenigen Vektor, den auch Lorentz 


zur Erklérung der von Réntgen entdeckten magnetischen Wirkung polari- 
sierter, bewegter Dielektrika erhalt. Der Vektor $8, den man Rawmvektor 
Polarisation nennen kénnte, unterscheidet sich von der Ruh-Polarisation p 
nur durch GréBen 2. Ordnung. Die Komponenten von §§ in der Richtung w 
und einer auf Ww senkrechten Richtung w hingen mit den entsprechenden 
Komponenten von ) so zusammen: 


| to |? 
rw — Pw i eu 45 = ———: 
Be =? Be 
ce 
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Die fiir isotrope, nichtdispergierende Kérper giiltige Zusatzhypothese ist 
hier so zu formulieren: 
Der Raum-Zeit-Vektor I. Art Ruh-Polarisation p ist pro- 
portional der elektrischen Ruh-Kraft 0: 


(35) p=(e—1)9. 
é ist die Dielektrizitiatskonstante. 


Hieraus wird sich nachher die Minkowskische Relation {C}, $ 12, 
Seite 385, ergeben. 


oo, 
Die Magnetisierung bewegter Korper. 


Wie der Vektor II. Art P die Polarisation, so wird Q die Magneti- 
sierung bedeuten. Tatsaichlich haben wir in § 6 gesehen, daB Q sich bei 
ruhenden Kérpern auf einen Raumvektor reduziert, der als ,magnetisches 
Moment“ zu deuten ist. Auch bei bewegten Kérpern haben diese drei 
Komponenten von Q dieselbe Form; es sind das die Komponenten des 
Moments in den Koordinatenebenen yz, zz, xy; dazu treten aber noch 
drei GréBen, welche die Form von Momentkomponenten in den Ebenen 
at, yt, zt haben. Der Vektor Q haftet also am Koordinatensystem und 
kann keine Higenschaft der bewegten Materie ausdriicken. Vielmehr muB 
man dazu den zugehérigen Vektor I. Art 


(36) g=iwQ* = iw e [oe, (Qo%)oI* 


heranziehen, den wir Ruh-Magnetisierung nennen und der zu Q in dem- 
selben Verhaltnis steht wie die magnetische Ruh-Kraft 
Y=twf* 
zu dem Feldvektor f. Die Komponenten von gq sind 
W; Ws, x | 
oO? 
L=—t5| Ow,, dws, a |, asd 
(Q0%1)o> (Qo%2)o Gent 
Offenbar ist qg normal zu w: 
(37) wg =. 


Da die zu 9,, d, 43 gehdrigen Determinanten je eine Vertikalreihe mit 
dem Index 4, d. h. mit rein imaginiren Elementen haben, wihrend die 
zu q, gehdrige Determinante nur reelle Elemente hat, so sind g,, 5, qs 
reell und q, ist rein imaginiér. Setzen wir also 


Gy te gon ee ed 
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so sind das die Komponenten eines reellen Raumvektors q, und wegen 


(37) wird: ' 
(37’) = — — (0,4, + w,9, + 10,9,) = —~ (104). 


Auch den Raumvektor q nennen wir Ruh-Magnetisierung; offenbar wird er 
fiir » = 0 mit dem in § 6 mit demselben Buchstaben bezeichneten Vektor 
(26) identisch. 

Man kann die Gleichung (36) so deuten, daB sie die Transformation 
des Drehmomentes auf ein mit der Materie mitgefiihrtes Koordinatenkreuz 
ausdriickt; dabei fallen dann die Komponenten des Momentes in den 
Ebenen xt, yt, zt fort. q ist also ein an der Materie haftender Vektor, 
der ihren Zustand charakterisiert. 

Der Vektor I. Art 


wQ = we (dw, (ool 


—*{—(w, (eGo) dw + (w, 8w) (or) | 


verschwindet identisch, weil nach (5) und (7) die Vektoren (o)%)) und 
dw auf w normal stehen. Wenden wir jetzt die Minkowskische Identitit 


(§ 11, Formel (45), Seite 379) 
[w, wQ] + [w, w QF]* = (ww) Q 
an, so finden wir wegen (36): 
(38) [w, g*=—7@. 
Demnach drticken sich die Komponenten von Q durch die Ruh-Magneti- 
sierung q folgendermafen aus: 


1D, wv, 
Qe — ye (twa) Hie a GD =e) 
Cn 


2 ae ee ees fee Ta ESS ’ ’ 
|r|? ” pallies moe le 
i Teg Cc? C 


. 0,4, — W, 4, - 0,4, — Wy Gz 


td, 9, — 1, Vy 
Qa — 5 Qa EE, ye 
| 10 | | 10 | el fe 
CVs caapat C Vi ieak oe a 


Sie setzen sich also aus den Komponenten der Raumvektoren 


ity 
q — Ga(t0q) 


(39’ ad Qy Nossa? tee aa S = Se 
2 Nice OR VAPAETR 
c c 
ebenso zusammen wie die Komponenten von J’ aus denen von Jt und ©. 


Der Raumvektor Magnetisierung 0 unterscheidet sich von der Ruh- 


Magnetisierung q nur durch GréBen 2. Ordnung in -. Die Komponenten 
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von © in der Richtung w und einer zu w senkrechten Richtung w 
hangen mit den entsprechenden Komponenten von q so zusammen: 


a pk on He 


2 > 0 Sa 
pane 
a 


Der Vektor © gibt, wie wir sehen werden, AnlaB® zu elektrostatischen 
Wirkungen magnetisierter bewegter Medien; er ist das genaue Analogon 
zu dem ,,Réntgen-Vektor“. 

Die fiir isotrope Kérper giiltige Zusatzhypothese lautet hier: 

Der Raum-Zeit-Vektor I. Art Ruh-Magnetisierung gq ist 
proportional der magnetischen Ruh-Kraft Y: 
(40) Bye oie 
w ist die magnetische Permeabilitat. 

Hieraus wird sich nachher die Minkowskische Relation {D}, § 12, 
Seite 385, ergeben. Uber die elektronentheoretische Deutung der Hypo- 
thesen {EH}, (35), (40) gilt dasselbe, was in § 6 (S. 420) fiir ruhende 
Kérper gesagt worden ist. An die Gleichung (35) hat die Theorie der 
Dispersion bewegter Koérper anzukniipfen. 


§ 10. 
Die allgemeine Beziehung zwischen den Vektoren Feldstirke 
und Erregung. 


Die Gleichung (20), die den Raum-Zeit-Vektor f definierte, kann man 
jetzt nach (15’) und (38) so schreiben: 


f=F+P+Q 

= F'+ [w, p|+ tLe, @]*. 
Geht man zu den reellen Raumvektoren iiber, so ergibt sich nach (34) 
und (39): 
(42) 


(41) 


m=M¢+R—OHO, 
e=C+H+6, 


oder, ausfiihrlich geschrieben: 


a— = [rp] — S (toa) 
(V’) m = 0 — —, 


p+ ~ [wa] — (wp) 


ye 


(VI) e= E+ 
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Diese Formeln zusammen mit den Differentialgleichungen (I’) bis (IV’) 
und der Relation (E) stellen, genau im Sinne von H. A. Lorentz, die 
elektrodynamischen Vorgiinge in bewegten, dielektrisch polarisierten und 
magnetisierten Kérpern dar. Sie sind aber noch durch die Angabe des 
Zusammenhangs zwischen den Vektoren Ruh-Polarisation p und Ruh- 
Magnetisierung q einerseits und den wirkenden Feldstirken andererseits zu 
erganzen. Ohne auf diese erginzenden Bezichungen, die wir fiir isotrope 
Korper als ,,Zusatzhypothesen“ formuliert haben, einzugehen, kénnen wir 
die Formeln (1’) bis (VI), (E) diskutieren und sie mit den Lorentzschen 
Formeln vergleichen. 

Wir setzen letztere in einer zu unserem Gleichungssystem analogen 
Formulierung an (Enzykl. der math. Wiss. V 2, Art. 14, Seite 208, 209); 
die Differentialgleichungen lauten: 


(I”) u. (XXVIII) curl 6-42 —*@ + curl (Pw), 
(Ls) div D=o0, 
” 10% 
(Ves) out © ceermen aaa 7 
(v”) div B =0- 
Dazu kommen die unseren Gleichungen (V’), (VI’) entsprechenden Relationen: 
(XXX) §= 3-H, 
(XXV) u. (XXI) D=C+. 


Dabei haben wir im allgemeinen die Lorentzschen Bezeichnungen bei- 
behalten; nur ist die Magnetisierung mit 0 (statt mit Mt) bezeichnet und 
es sind Leitungsstrom 3 und Konvektionsstrom & zu dem Stromvektor 8 
zusammengefaBt. 
Offenbar gehen die Lorenteschen Differentialgleichungen in die unseren 
1 ' 
iiber, wenn wir die Lorentaschen Vektoren ©, § — = [Pw], D, B bzw. mit 
€, m, e, Mt cdentifizieren*). Die beiden weiteren Gleichungen lassen sich fiir 
beliebige Korper nicht zur Ubereinstimmung bringen. : 
Bei nichtmagnetisierten Korpern (q = 0, 2X. =0) lapt sich aber Uber- 
; ; . wD 
einstimmung erreichen, wenn man in (V’), (VI) alle in — quadratischen 
Glieder vernachlissigt; dann bleibt nimlich (wegen (34’) und (391): 


*) Minkowski identifiziert in § 9 der ,,Grundgleichungen“' § mit m; daraus ent- 
springt es, da® er die Ubereinstimmung der Lorentzschen Formeln fiir nichtmagne- 
tisierte Kérper mit dem Relativitatsprinzip dem Umstande zuschreiben muf, daf 
Lorentz die Bedingung des Nichtmagnetisiertseins in einer dem Prinzipe wider- 
sprechenden Weise ansetzt. Unsere Betrachtungsweise ftihrt von selbst auf obige 
Zuordnung der Vektoren, wobei die schlieBliche Ubereinstimmung nicht auf die 
Kompensation zweier Widerspriiche zuriickgefiihrt zu werden braucht. 
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m= MNO + = [mH], 


(42 
e=€+ $+ [wo], 
und die Formeln gehen fiir 2 = 0 bei der oben angegebenen Zuordnung 
der Lorentzschen Vektoren zu den unseren in die Lorentzschen Rela- 
tionen iiber. 

Hieraus erhellt, daB unsere Bezeichnung des Vektors ft, der bis auf 


Glieder 2. Ordnung durch *[w 8] gegeben ist, als ,.Rdntgen-Vektor“ ge- 


rechtfertigt ist. Denn er gibt wie bei Lorentz zur Entstehung des 
Réntgenstroms AnlaB8, und zwar in einer mit Hichenwalds Versuchen 
tibereinstimmenden Weise (Enzykl., V 2, Art. 14, 8. 210). Die For- 
meln (V’), (VI’) sowohl, als auch die Naherungsformeln (42") unter- 
scheiden sich von den Lorentzschen durch die volle Symmetrie*) zwischen 
den elektrischen und den magnetischen GréBen. Sie beruht vor allem 
auf dem Vorhandensein des Vektors ©, der bis auf Glieder 2. Ord- 


nung durch = [wQ] gegeben ist; dieser entspricht genau dem Réntgen- 


Vektor und zeigt elektrostatische Wirkungen bewegter, magnetisierter 
Kérper an. Lrscheinungen, die durch diesen Vektor S zu erkldren sind, 
sind memes Wissens bislang experimentell noch nicht festgestellt worden; 
es lassen sich aber unschwer Versuchsanordnungen angeben, die eine 
experimentelle Untersuchung tiber das Vorhandensein dieser Wirkung, 


die in . von erster Ordnung ist, gestatten wiirden. Dieselbe ist nicht zu 


verwechseln mit der Hrscheinung, daf ein Leiter, der sich im magneti- 
schen Felde bewegt, in ruhenden Strombahnen Leitungsstréme hervorruft 
(z. B. im Falle der sog. unipolaren Induktion); diese letztere Erscheinung 
ist eine Konsequenz der Formeln (E), 8. 422, und man sieht leicht, daB 
sie bis auf Glieder 2. Ordnung ebenso wie in den Theorien von Hertz und 


Lorentz durch den Vektor ~[wM] bestimmt ist**), dessen Betrag leicht 


wesentlich gréBer gemacht werden kann als der des Vektors = [w Q\], weil 


§\ bei den meisten Kérpern nur wenig von Null verschieden ist. 


*) Die Hertzschen Grundgleichungen der Elektrodynamik bewegter Kérper zeigen 
eine analoge Symmetrie, widersprechen aber bekanntlich dem Experiment und sind 
mit dem Relativit&tsprinzip unvereinbar. 

Kin Vergleich unserer Formeln mit den Grundgleichungen von E. Cohn eriibrigt 
sich, da demselben der § 10 der Minkowskischen ,,G@rundgleichungen“ gewidmet ist. 

**) Vgl. Lorentz, Enzyklopidie, V 1, Art.13, S. 100 u. 8. 238, 239. M. Abraham, 
Theorie der Elektrizitat, Bd. I, § 86, 87, S. 398—409, und Ba. II (Elektromagnetische 
Theorie der Strahlung), 2. Aufl. 1908, § 36, S. 300—302. 
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Was die Glieder 2. Ordnung in . anbetrifft, so scheint wenig Aus- 
sicht vorhanden zu sein, sie bei irdischen Experimenten aufzufinden. 

Wir wollen nun noch zeigen, daB bei isotropen, nichtdispergierenden 
K6rpern unsere Zusatzhypothesen (35) und (40) auf die Minkowskischen 
Formeln {C}, {D} zuriickfiihren. 

Nach § 8, (33) ist wP=—p und nach § 9, S. 425, ist identisch 
wQ=0. Daher folgt aus (20) 


wf =wk— p. 
Da nun 6 =— wF ist, so ergibt sich aus (35): 
{C} wf = ewk 
oder 7 
(C) e + < [wm] = «(€ + [wM)). 


Fir die zu f, F, P, Q dualen Vektoren f*, F*, P*, Q* gilt nach (20) 
die Gleichung: 
ft = F* + P¥ + Q*. 
Nun ist offenbar 
wP* = ww, p|* = 0, 
und nach § 9, (36) ist 
w Q* = — iq. 


wf* = wk* —1¢q. 


Da nun ¥ = iwf™* ist, so folgt aus (40): 


Daher wird 


(D} | wE* = pwft 
oder 
(D) | M — J [wE] = w (m — = [wel)). 


Damit sind wir zu dem vollstiindigen Formelsystem Minkowskis gelangt. 

Wie schon hervorgehoben, gibt die gréBere Allgemeinheit unserer 
Formeln (42) die Méglichkeit an die Hand, komplizierteren Kigenschaften 
der Substanzen durch die Theorie gerecht zu werden; dazu sind nur die 
»Lusatzhypothesen“ (35), (40) durch andere zu ersetzen. Die Dispersion 
in bewegten Medien wird man z. B. erhalten, wenn man die Gleichung 
(35) durch geeignete Glieder so erweitert, daB der Vektor p Schwingungen 
trager Massen darzustellen faihig ist. Vorstehende Theorie, die eine 
Mittelstellung einnimmt zwischen der urspriinglichen rein phanomenologi- 
schen Methode Minkowskis und dem bis ins Detail der Hlektronenbewegung 
eindringenden Verfahren von Lorentz, scheint also einerseits schmiegsam 
genug zu sein, die mannigfaltigen Higenarten der Substanzen zum Aus- 
druck zu bringen, andererseits besitzt sie ein anschauliches Fundament, 
das ihrer bequemen Handhabung forderlich ist. 
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MX KIT 
Raum und Zeit. 


(Vortrag, gehalten auf der 80. Naturforscher-Versammlung zu Koln am 21. Sept. 1908.) 

(Physikalische Zeitschrift, 10. Jahrgang, 1909, S. 104—111 und Jahresbericht der 

Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 18, S. 75—88; auch als Sonderabdruck 
erschienen, Leipzig, B. G. Teubner 1909.)*) 

M. H.! Die Anschauungen iiber Raum und Zeit, die ich Ihnen 
entwickeln méchte, sind auf experimentell-physikalischem Boden er- 
wachsen. Darin liegt ihre Stiirke. Ihre Tendenz ist eine radikale. 
Von Stund an sollen Raum fiir sich und Zeit fiir sich véllig zu Schatten 
herabsinken, und nur noch eine Art Union der beiden soll Selbstindig- 


keit bewahren. 
i 


Ich méchte zunachst ausfiihren, wie man von der gegenwirtig an- 
genommenen Mechanik wohl durch eine rein mathematische Uberlegung 
zu verdnderten Ideen iiber Raum und Zeit kommen kénnte. Die Glei- 
chungen der Newtonschen Mechanik zeigen eine zweifache Invarianz. 
Einmal bleibt ihre Form erhalten, wenn man das zugrunde gelegte 
raumliche Koordinatensystem einer beliebigen Lagenverdnderung unter- 
wirft, zweitens, wenn man es in seinem Bewegungszustande verindert, 
namlich ihm irgendeine gleschformige Translation aufpragt; auch spielt 
der Nuljpunkt der Zeit keine Rolle. Man ist gewohnt, die Axiome der 
Geometrie als erledigt anzusehen, wenn man sich reif fiir die Axiome 
der Mechanik fiihlt, und deshalb werden jene zwei Invarianzen wohl 
selten in einem Atemzuge genannt. Jede von ihnen bedeutet eine ge- 
wisse Gruppe von Transformationen in sich fiir die Differentialgleichungen 
der Mechanik. Die Existenz der ersteren Gruppe sieht man als einen 
fundamentalen Charakter des Raumes an. Die zweite Gruppe straft man am 
liebsten mit Verachtung, um leichten Sinnes dariiber hinwegzukommen, 
da8 man von den physikalischen Erscheinungen her niemals entscheiden 
kann, ob der als ruhend vorausgesetzte Raum sich nicht am Ende in 
einer gleichférmigen Translation befindet. So fiihren jene zwei Gruppen 
ein vollig getrenntés Dasein nebeneinander. Ihr ginzlich heterogener 
Charakter mag davon abgeschreckt haben, sie zu komponieren. Aber 
gerade die komponierte volle Gruppe als Ganzes gibt uns zu denken auf. 

3 Dem Vortrag war im Sonderabdruck ein Bildnis Minkowskis als Titelbild 
beigegeben. (Anm. d, Herausg.) 
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Wir wollen uns die Verhiltnisse graphisch zu veranschaulichen 
suchen. Es seien 2, y, 2 rechtwinklige Koordinaten fiir den Raum und 
t bezeichne die Zeit. Gegenstand unserer Wahrnehmung sind immer 
nur Orte und Zeiten verbunden. Es hat niemand einen Ort anders 
bemerkt als zu einer Zeit, eine Zeit anders als an einem Orte. Ich 
respektiere aber noch das Dogma, daf Raum und Zeit je eine unab- 
hingige Bedeutung haben. Ich will einen Raumpunkt zu einem Zeit- 
punkt, d.i. ein Wertsystem x, y, z, ¢ einen Weltpuwnkt nennen. Die 
Mannigfaltigkeit aller denkbaren Wertsysteme a, y, 2, ¢ soll die Welt 
heiBen. Ich kénnte mit ktihner Kreide vier Weltachsen auf die Tafel 
werfen. Schon eime gezeichnete Achse besteht aus lauter schwingenden 
Molekiilen und macht zudem die Reise der Erde im All mit, gibt also 
bereits genug zu abstrahieren auf; die mit der Anzahl 4 verbundene 
etwas gréfere Abstraktion tut dem Mathematiker nicht wehe. Um 
nirgends eine gihnende Leere zu lassen, wollen wir uns vorstellen, da8 
allerorten und zu jeder Zeit etwas Wahrnehmbares vorhanden ist. 
Um nicht Materie oder Elektrizitét zu sagen, will ich fiir dieses Etwas 
das Wort Substanz brauchen. Wir richten unsere Aufmerksamkeit auf 
den im Weltpunkt x, y, 2, ¢ vorhandenen substantiellen Punkt und 
stellen uns vor, wir sind imstande, diesen substantiellen Punkt zu jeder 
anderen Zeit wiederzuerkennen. Hinem Zeitelement dt mégen die 
Anderungen dx, dy, dz der Raumkoordinaten dieses substantiellen 
Punktes entsprechen. Wir erhalten alsdann als Bild sozusagen fiir den 
ewigen Lebenslauf des substantiellen Punktes eine Kurve in der Welt, 
eine Weltlinie, deren Punkte sich eindeutig auf den Parameter ¢ von 
— oo bis + oo beziehen lassen. Die ganze Welt erscheint aufgelést 
in solche Weltlinien, und ich méchte sogleich vorwegnehmen, daB 
meiner Meinung nach die physikalischen Gesetze ihren vollkommensten 
Ausdruck als Wechselbeziehungen unter diesen Weltlinien finden diirften. 

Durch die Begriffe Raum und Zeit fallen die x, y, z-Mannigfaltig- 
keit ¢= 0 und ihre zwei Seiten ¢>0O und ¢< 0 auseinander. Halten 
wir der Hinfachheit wegen den Nullpunkt von Raum und Zeit fest, so 
bedeutet die zuerst genannte Gruppe der Mechanik, daB wir die 2, y, ¢- 
Achsen in ¢=0 einer beliebigen Drehung um den Nullpunkt unter- 
werfen diirfen, entsprechend den homogenen linearen Transformationen 
des Ausdrucks lohighted are 

Bo Ye 


in sich. Die zweite Gruppe aber bedeutet, daB wir, ebenfalls ohne den 
Ausdruck der mechanischen Gesetze zu verandern, 


“,Y,#,t durch x—at,y— Bt, 2—yt,t 


mit irgendwelchen Konstanten «, 6, y ersetzen diirfen. Der Zeitachse kann 
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hiernach eine vollig beliebige Richtung nach der oberen halben Welt ¢>0 
gegeben werden. Was hat nun die Forderung der Orthogonalitat im 
Raume mit dieser vélligen Freiheit der Zeitachse nach oben hin zu tun? 

Die Verbindung herzustellen, nehmen wir einen positiven Para- 
meter c und betrachten das Gebilde 


ee? — g— yF— g?= 1. 


Es besteht aus zwei durch t=O getrennten Schalen nach Analogie 
eines zweischaligen Hyperboloids. Wir betrachten die Schale im Ge- 
biete ¢>0 und wir fassen jetzt diejenigen homogenen linearen Trans- 
formationen von 4, y, 2,¢ in vier neue Variable 2’, y’, z’,¢’ auf, wobei der 
Ausdruck dieser Schale in den neuen Variablen entsprechend wird. Zu 
diesen Transformationen gehéren offenbar die Drehungen des Raumes um 
den Nullpunkt. Ein volles 
Verstiindnis der iibrigen 
jener Transformationen er- 
halten wir hernach bereits, 
wenn wir eine solche unter 
ihnen ins Auge fassen, bei 
der y und ¢ ungedindert Egan. 
bleiben. Wir zeichnen (Fig. 1) den Durchschnitt jener Schale mit der Ebene 
der x- und der ¢-Achse, den oberen Ast der Hyperbel ¢?#? —x? = 1, mit 
seinen Asymptoten. Ferner werde ein beliebiger Radiusvektor OA’ dieses 
Hyperbelastes vom Nullpunkte O aus eingetragen, die Tangente in A’ 
an die Hyperbel bis zum Schnitte B’ mit der Asymptote rechts ge- 
leet, OA'B’ zum Parallelogramm OA’B’C’ vervollstindigt, endlich 
fiir das spatere noch B’C’ bis zum Schnitt D’ mit der x-Achse durch- 
geftihrt. Nehmen wir nun OC’ und OA’ als Achsen fiir Parallel- 
koordinaten 2’, ¢’ mit den Mafstiiben OC’ = 1, OA'=1/c, so erlangt 
jener Hyperbelast wieder den Ausdruck ¢?t/?—«#’?=1, ¢>0, und 
der Ubergang von a, y, 2, ¢ zu 2’, y, 2, t ist eine der fraglichen Trans- 
formationen. Wir nehmen nun zu den charakterisierten Transformationen 
noch die beliebigen Verschiebungen des Raum- und Zeit-Nullpunktes 
hinzu und konstituieren damit eine offenbar noch von dem Parameter ¢ 
abhingige Gruppe von Transformationen, die ich mit G, bezeichne. 
Lassen wir jetzt c ins Unendliche wachsen, also 1/¢ nach Null 
konvergieren, so leuchtet an der beschriebenen Figur ein, daS der 
Hyperbelast sich immer mehr der x-Achse anschmiegt, der Asymptoten- 
winkel sich zu einem gestreckten verbreitert, jene spezielle Transfor- 
mation in der Grenze sich in eine solche verwandelt, wobei die ¢-Achse 
eine beliebige Richtung nach oben haben kann und 2 immer genauer 
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sich an xv annahert. Mit Riicksicht hierauf ist klar, daB aus der 
Gruppe G, in der Grenze fiir ¢c = oo, also als Gruppe G,,, eben jene zu 
der Newtonschen Mechanik gehérige volle Gruppe wird. Bei dieser 
Sachlage, und da G, mathematisch verstindlicher ist als G,,, hatte wohl 
ein Mathematiker in freier Phantasie auf den Gedanken verfallen kénnen, 
daB am Ende die Naturerscheinungen tatsachlich eine Invarianz nicht bei 
der Gruppe G,,, sondern vielmehr bei einer Gruppe G, mit bestimmtem 
endlichen, nur in den gewéhnlichen MaB8einheiten duferst groBen c be- 
sitzen. Eine solche Ahnung wire ein auferordentlicher Triumph der 
reinen Mathematik gewesen. Nun, da die Mathematik hier nur mehr 
Treppenwitz bekundet, bleibt ihr doch die Genugtuung, daB sie dank 
ihren gliicklichen Antezedenzien mit ihren in freier Fernsicht gescharften 
Sinnen die tiefgreifenden Konsequenzen einer solchen Ummodelung 
unserer Naturauffassung auf der Stelle zu erfassen vermag. 

Ich will sogleich bemerken, um welchen Wert fiir ¢ es sich schlieB- 
lich handeln wird. Fiir ¢ wird die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Lichtes im leeren Raume eintreten. Um weder vom Raum, noch von 
Leere zu sprechen, kénnen wir diese GréBe wieder als das Verhialtnis 
der elektromagnetischen und der elektrostatischen Hinheit der Hlektri- 
zititsmenge kennzeichnen. 

Das Bestehen der Invarianz der Naturgesetze fiir die beziigliche 
Gruppe G, wiirde nun so zu fassen sein: 

Man kann aus der Gesamtheit der Naturerscheinungen durch suk- 
zessiv gesteigerte Approximationen immer genauer ein Bezugsystem 
x, y,2 und ¢, Raum und Zeit, ableiten, mittels dessen diese Erschei- 
nungen sich dann nach bestimmten Gesetzen darstellen. Dieses Bezug- 
system ist dabei aber durch die Erscheinungen keineswegs eindeutig 
festgelegt. Man kann das Bezugsystem noch entsprechend den Trans- 
formationen der genannten Gruppe G, beliebig verdndern, ohne daB der 
Ausdruck der Naturgesetze sich dabei verdndert. 

Z. B, kann man der beschriebenen Figur entsprechend auch ¢’ Zeit 
benennen, mu dann aber im Zusammenhange damit notwendig den 
Raum durch die Mannigfaltigkeit der drei Parameter 2’, y, 2 definieren, 
wobei nun die physikalischen Gesetze mittels x’, y, z, t’ sich genau 
ebenso ausdriicken wiirden, wie mittels x, y, 2,¢  Hiernach wiirden 
wir dann in der Welt nicht mehr den Raum, sondern unendlich viele 
Raume haben, analog wie es im dreidimensionalen Raume unendlich 
viele Ebenen gibt. Die dreidimensionale Geometrie wird ein Kapitel 
der vierdimensionalen Physik. Sie erkennen, weshalb ich am Eingange 
sagte, Raum und Zeit sollen zu Schatten herabsinken und nur eine 
Welt an sich bestehen. 
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Nun ist die Frage, welche Umstinde zwingen uns die veranderte 
Auffassung von Raum und Zeit auf, widerspricht sie tatsichlich niemals 
den Erscheinungen, endlich gewihrt sie Vorteile fiir die Beschreibung 
der Erscheinungen? 

Bevor wir hierauf eingehen, sei eine wichtige Bemerkung voran- 
gestellt. Haben wir Raum und Zeit irgendwie individualisiert, so ent- 
spricht einem ruhenden substantiellen Punkte als Weltlinie eine zur 
t-Achse parallele Gerade, einem gleichformig bewegten substantiellen 
Punkte eine gegen die ¢-Achse geneigte Gerade, einem ungleichférmig 
bewegten substantiellen Punkte eine irgendwie gekriimmte Weltlinie. 
Fassen wir in einem beliebigen Weltpunkte x, y, z, ¢ die dort durch- 
laufende Weltlinie auf und finden wir sie dort parallel mit irgendeinem 
Radiusvektor OA’ der vorhin genannten hyperboloidischen Schale, so 
kénnen wir OA’ als neue Zeitachse einfiihren, und bei den damit ge- 
gebenen neuen Begriffen von Raum und Zeit erscheint die Substanz 
in dem betreffenden Weltpunkte als ruhend. Wir wollen nun dieses 
fundamentale Axiom einfiihren: 

Die m einem beliebigen Weltpunkte vorhandene Substanz kann stets 
bet geeigneter Festsetzung von Raum und Zeit als ruhend aufgefapt werden. 

Das Axiom bedeutet, daB in jedem Weltpunkte stets der Ausdruck 

edt? —dz?—dy—dz 

positiv ausfallt oder, was damit gleichbedeutend ist, daB jede Ge- 
schwindigkeit v stets kleiner als ¢ ausfallt. Es wtirde danach fiir alle 
substantiellen Gesehwindigkeiten c als obere Grenze bestehen und hierin 
eben die tiefere Bedeutung der GréBe ¢ liegen. In dieser anderen 
Fassung hat das Axiom beim ersten Hindruck etwas Miffalliges. Es 
ist aber zu bedenken, daB nun eine modifizierte Mechanik Platz greifen 
wird, in der die Quadratwurzel aus jener Differentialverbindung zweiten 
Grades eingeht, so daB Falle mit Uberlichtgeschwindigkeit nur mehr 
eine Rolle spielen werden, etwa wie in der Geometrie Figuren mit 
imaginéren Koordinaten. 

Der AnstoB und wahre Beweggrund fiir die Annahme der Gruppe G, 
nun kam daher, daB die Differentialgleichung fiir die Fortpflanzung von 
Lichtwellen im leeren Raume jene Gruppe G, besitzt*). Andererseits 
hat der Begriff starrer Kérper nur in einer Mechanik mit der Gruppe G,, 
einen Sinn. Hat man nun eine Optik mit G,, und gibe es andererseits 


*) Eine wesentliche Anwendung dieser Tatsache findet sich bereits bei 
W. Voigt, Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 


mathematisch-physikalische Klasse, 1887, S. 41. 
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starre Kérper, so ist leicht abzusehen, daB durch die zwei zu G, und zu 
G., gehdrigen hyperboloidischen Schalen eine ¢-Richtung ausgezeichnet 
sein wiirde, und das wiirde weiter die Konsequenz haben, da8 man an 
geeigneten starren optischen Instrumenten im Laboratorium einen 
Wechsel der Erscheinungen bei verschiedener Orientierung gegen die 
Fortschreitungsrichtung der Erde miifte wahrnehmen kénnen. Alle 
auf dieses Ziel gerichteten Bemiihungen, insbesondere ein bertihmter 
Interferenzversuch von Michelson, hatten jedoch ein negatives Ergeb- 
nis. Um eine Erklarung hierfiir zu gewinnen, bildete H. A. Lorentz 
eine Hypothese, deren Erfolg eben in der Invarianz der Optik fiir die 
Gruppe G, liegt. Nach Lorentz soll jeder Korper, der eine Bewegung 
besitzt, in Richtung der Bewegung eine Verkiirzung erfahren haben 
und zwar bei einer Geschwindigkeit v im Verhiltnisse 


ea i 
c 


Diese Hypothese klingt duBerst phantastisch. Denn die Kontraktion 
ist nicht etwa als Folge von Widerstiinden im Ather zu denken, son- 
dern rein als Geschenk von oben, als Begleitumstand des Umstandes 
der Bewegung. 

Ich will nun an unserer Figur zeigen, daB die Lorentzsche Hypo- 
these véllig aquivalent ist mit der neuen Auffassung von Raum und 
Zeit, wodurch sie viel verstindlicher wird. Abstrahieren wir der Hin- 
fachheit wegen von y und zg und denken uns eine raumlich eindimen- 
sionale Welt, so sind ein wie die ¢-Achse aufrechter und ein gegen die 
t-Achse geneigter Parallelstreifen (siehe Fig. 1) Bilder fiir den Ver- 
lauf eines ruhenden, bezitiglich eines gleichférmig bewegten Kérpers, 
der jedesmal eine konstante riumliche Ausdehnung behilt. Ist OA’ 
parallel dem zweiten Streifen, so kénnen wir ¢ als Zeit und 2’ als 
Raumkoordinate einfiihren, und es erscheint dann der zweite Kérper 
als ruhend, der erste als gleichférmig bewegt. Wir nehmen nun an, 
daB der erste K6rper als ruhend aufgefaBt die Lange J hat, d. h. der 
Querschnitt PP des ersten Streifens auf der z-Achse =1- OC ist, wo 
OC den HinheitsmaBstab auf der 2-Achse bedeutet, und daB anderer- 
seits der zweite Kérper als ruhend aufgefaBt die gleiche Linge 1 hat; 
letzteres heiBt dann, daB der parallel der x'-Achse gemessene Quer- 
schnitt des zweiten Streifens, Q’Q’ =1- OC’ ist. Wir haben nunmehr 
in diesen zwei Kérpern Bilder von zwei gleichen Lorentzschen Elek- 
tronen, einem ruhenden und einem gleichférmig bewegten. Halten wir 
aber an den urspriinglichen Koordinaten 2, ¢ fest, so ist als Ausdehnung 
des zweiten Hlektrons der Querschnitt QQ seines zugehérigen Streifens 
parallel der «-Achse anzugeben. Nun ist offenbar, da Q'Q’ =1- OC’ 
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ist, QQ =1- OD’. Eine leichte Rechnung ergibt, wenn daz/dt fiir den 
zweiten Streifen =v ist, OD’ = Osis yop = also auch PP: QQ 


=1: V 1 —<. Dies ist aber der Sinn der Lorentzschen Hypothese 


von der Kontraktion der Elektronen bei Bewegung. Fassen wir anderer- 
selts das zweite Elektron als ruhend auf, adoptieren also das Bezug- 
system 2’, v’, so ist als Linge des ersten der Querschnitt P’ P’ seines 
Streifens parallel OC’ zu bezeichnen, und wir wiirden in genau dem 
namlichen Verhiltnisse das erste Elektron gegen das zweite verkiirzt 
finden; denn es ist in der Figur 


PPG O01) 00 = 0D 00=007PP. 


Lorentz nannte die Verbindung ¢’ von x und ¢ Ortszeit des gleich- 
formig bewegten Hlektrons und verwandte eine physikalische Kon- 
struktion dieses Begriffs zum besseren Verstindnis der Kontraktions- 
hypothese. Jedoch scharf erkannt zu haben, daB die Zeit des einen 
Elektrons ebenso gut wie die des anderen ist, d.h. daB ¢ und ?¢’ gleich 
zu behandeln sind, ist erst das Verdienst von A. Hinstein*). Damit 
war nun zuniachst die Zeit als ein durch die Erscheinungen eindeutig 
festgelegter Begriff abgesetzt. An dem Begriffe des Raumes riittelten 
weder Hinstein noch Lorentz, vielleicht deshalb nicht, weil bei der 
genannten speziellen Transformation, wo die 2’, ¢'-Ebene sich mit der 
x, t-Hbene deckt, eine Deutung moglich ist, als sei die w-Achse des 
Raumes in ihrer Lage erhalten geblieben. Uber den Begriff des Raumes 
in entsprechender Weise hinwegzuschreiten, ist auch wohl nur als Ver- 
wegenheit mathematischer Kultur einzutaxieren. Nach diesem zum 
wahren Verstandnis der Gruppe G, jedoch unerlaBlichen weiteren Schritt 
aber scheint mir das Wort Relativitdtspostulat fiir die Forderung einer 
Invarianz bei der Gruppe G, sehr matt. Indem der Sinn des Postulats 
wird, daB durch die Erscheinungen nur die in Raum und Zeit vier- 
dimensionale Welt gegeben ist, aber die Projektion in Raum und in 
Zeit noch mit einer gewissen Freiheit vorgenommen werden kann, 
méchte ich dieser Behauptung eher den Namen Postulat der absoluten 
Welt (oder kurz Weltpostulat) geben. 


III. 


Durch das Weltpostulat wird eine gleichartige Behandlung der vier 
Bestimmungsstiicke 2, y, 2, ¢ méglich. Dadurch gewinnen, wie ich jetzt 

*) A. Einstein, Annalen der Physik, Bd. 17, 1905, S. 891; Jahrbuch der 
Radioaktivitét und Elektronik, Bd. 4, 1907, S. 411. 
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ausfiihren will, die Formen, unter denen die physikalischen Cesetze 
sich abspielen, an Verstandlichkeit. Vor allem erlangt der Begriff der 
Beschleunigung ein scharf hervortretendes Geprige. 

Ich werde mich einer geometrischen Ausdrucksweise bedienen, 
die sich sofort darbietet, indem man im Tripel z, y, 2 stillschwei- 

‘ gend von z abstra- 
3 Apes ye” hiert. Hinen belie- 
ig OG ss bigen Weltpunkt O 
j / denke ich zum Raum- 
7 TU Zeit - Nullpunkt ge- 
a macht. Der Kegel 


Fig. 2. | OPH a? y?— 22=0 


mit O als Spitze (Fig. 2) besteht aus zwei Teilen, einem mit Werten 
¢ <0, einem anderen mit Werten ¢ >0. Der erste, der Vorkegel von O, 
besteht, sagen wir, aus allen Weltpunkten, die ,,Licht nach O senden“, 
der zweite, der Nachkegel von O, aus allen Weltpunkten, die ,,Licht 
von O empfangen.“ Das vom Vorkegel allein begrenzte Gebiet mag 
diesseits von O, das vom Nachkegel allein begrenzte jenseits von O 
heiBen. Jenseits O fallt die schon betrachtete hyperboloidische Schale 


F=?P—o—y—2=1,t>0. 


Das Gebiet zwischen den Kegeln wird erfiillt von den einschaligen hy- 
perboloidischen Gebilden 
—F=r+y4+2-ef=F 

zu allen konstanten positiven Werten kh”. Wichtig sind fiir uns die 
Hyperbeln mit O als Mittelpunkt, die auf den letzteren Gebilden liegen. 
Die einzelnen Aste dieser Hyperbeln miégen kurz die Zwischenhyperbeln 
zum Zentrum O hei®en. Kin solcher Hyperbelast wiirde, als Weltlinie 
eines substantiellen Punktes gedacht, eine Bewegung reprisentieren, die 
fiir t= — oo und ¢ = + & asymptotisch auf die Lichtgeschwindigkeit 
c ansteigt. 

Nennen wir in Analogie zum Vektorbegriff im Raume jetzt eine 
gerichtete Strecke in der Mannigfaltigkeit der x, y,z,¢ einen Vektor, so 
haben wir zu unterscheiden zwischen den zeitartigen Vektoren mit Rich- 
tungen von O nach der Schale + F=1, ¢>0O und den rawmartigen 
Vektoren mit Richtungen von O nach — F=1. Die Zeitachse kann 
jedem Vektor der ersteren Art parallel laufen. Hin jeder Weltpunkt 
zwischen Vorkegel und Nachkegel von O kann durch das Bezugsystem 
als gleichzeitig mit O, aber ebensogut auch als frilher als O oder als 
spater als O eingerichtet werden. Jeder Weltpunkt diesseits O ist not- 
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wendig stets frither, jeder Weltpunkt jenseits O notwendig stets spater 
als O. Dem Grenziibergang zu c =o wiirde ein villiges Zusammen- 
kKlappen des keilférmigen Hinschnittes zwischen den Kegeln in die 
ebene Mannigfaltigkeit ¢ = 0 entsprechen. In den gezeichneten Figuren 
ist dieser Hinschnitt absichtlich mit verschiedener Breite angelegt. 

Hinen beliebigen Vektor, wie von O nach 2, y, 2, ¢, zerlegen wir 
in die vier Komponenten x, y,2,t. Sind die Richtungen zweier Vektoren 
beziehungsweise die eines Radiusvektors OR von O an eine der Flichen 
-+ F =1 und dazu einer Tangente RS im Punkte R der betreffenden 
Flache, so sollen die Vektoren normal zueinander heiBen. Danach ist 

ett, — xx, — yy, — 24,=0 
die Bedingung dafiir, daB die Vektoren mit den Komponenten 2, y, z, ¢ 
und %,,%, 2,,.¢, normal zueinander sind. 

Fiir die Betrdge von Vektoren der verschiedenen Richtungen sollen 
die Kimheitsmafstabe dadurch fixiert sein, daB einem raumartigen Vektor 
von O nach — F’'=1 stets der Betrag 1, einem zeitartigen Vektor von 
O nach + F=1, ¢>0 stets der Betrag 1/c zugeschrieben wird. 

Denken wir uns nun in einem Weltpunkte P(a, y, 2, ¢) die dort 
durchlaufende Weltlinie eines substantiellen Punktes, so entspricht da- 
nach dem zeitartigen Vektorelement dz, dy, dz, dt im Fortgang der Linie 
der Betrag 


dt = —Vede— da? — dy? — dz’. 


Das Integral J dt =t dieses Betrages auf der Weltlinie von irgend- 
einem fixierten Ausgangspunkte P, bis zu dem variablen Endpunkte 
P gefiihrt, nennen wir die Hzgenzeit des substantiellen Punktes in P. 
Auf der Weltlinie betrachten wir z, y,z,¢, d.s. die Komponenten des 
Vektors OP, als Funktionen der Higenzeit +, bezeichnen deren erste 
Differentialquotienten nach + mit ¢,¥%,2,¢, deren zweite Differential- 
quotienten nach r mit #, 7, 7, ¢ und nennen die zugehérigen Vektoren, 
die Ableitung des Vektors OP nach t den Bewegungsvektor in P und 
die Ableitung dieses Bewegungsvektors nach t den Beschleunigungsvektor 
in P. Dabei gilt ; 
ce fp =e, 
Crt—ad —yy— 42-0, 
d. h. der Bewegungsvektor ist der zeitartige Vektor in Richtung der 
Weltlinie in P vom Betrage 1 und der Beschleunigungsvektor in P ist 
normal zum Bewegungsvektor in P, also jedenfalls ein raumartiger Vektor. 
Nun gibt es, wie man leicht einsieht, einen bestimmten Hyperbel- 
ast, der mit der Weltlinie in P drei unendlich benachbarte Punkte 
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gemein hat und dessen Asymptoten Erzeugende eines Vorkegels und 
eines Nachkegels sind (siehe unten Fig. 3). Dieser Hyperbelast heiBe 
die Kriimmungshyperbel in P. Ist M das Zentrum dieser Hyperbel, so 
handelt es sich also hier um eine Zwischenhyperbel zum Zentrum UM. 
Es sei @ der Betrag des Vektors MP, so erkennen wir den Beschleu- 
nigungsvektor in P als den Vektor in Richtung MP vom Betrage c*/o. 

Sind %, 7,2, simtlich Null, so reduziert sich die Kriimmungs- 
hyperbel auf die in P die Weltlinie beriihrende Gerade, und es ist @ = co 
zu setzen. 

Ly: 

Um darzutun, daB die Annahme der Gruppe G, fiir die physi- 
kalischen Gesetze nirgends zu einem Widerspruche fiihrt, ist es un- 
umginglich, eine Revision der gesamten Physik auf Grund der Voraus- 
setzung dieser Gruppe vorzunehmen. Diese Revision ist bereits in 
einem gewissen Umfange erfolgreich geleistet fiir Fragen der Thermo- 
dynamik und Wiarmestrahlung*), fiir die elektromagnetischen Vorginge, 
endlich fiir die Mechanik unter Aufrechterhaltung des Massenbegriffes**). 

Fiir letzteres Gebiet ist vor allem die Frage aufzuwerfen: Wenn 
eine Kraft mit den Komponenten X, Y, Z nach den Raumachsen in 
einem Weltpunkte P(z, y, z, t) angreift, wo der Bewegungsvektor a, y, 2,t 
ist, als welche Kraft ist diese Kraft bei einer beliebigen Anderung des 
Bezugsystemes aufzufassen? Nun existieren gewisse erprobte Ansitze 
iiber die ponderomotorische Kraft im elektromagnetischen Felde in den 
Fallen, wo die Gruppe G, unzweifelhaft zuzulassen ist. Diese Ansitze 
fihren zu der einfachen Regel: Bei Anderung des Bezugsystemes ist die 
vorausgesetzte Kraft derart als Kraft in den neuen Raumkoordinaten an- 
zusetzen, dap dabei der zugehorige Vektor mit den Komponenten 

ENTE iZot De 
ie Ur anne a caeay 4 

CaN t t 
die durch c° dividierte Arbeitsleistung der Kraft im Weltpunkte ist, sich 
unverdndert erhdlt. Dieser Vektor ist stets normal zum Bewegungs- 


vektor in P. Ein solcher, zu einer Kraft in P gehérender Kraftvektor 
soll ein bewegender Kraftvektor in P heiBen. 


*) M. Planck, Zur Dynamik bewegter Systeme, Sitzungsberichte der k. preufi- 
schen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1907, S. 542 (auch Annalen der 
Physik, Bd. 26, 1908, S. 1). 

“*) H. Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vor- 
gange in bewegten Kérpern, Nachrichten der k. Gesellschaft der Wissenschaft zu 
Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse, 1908, S. 53 und Mathematische 
Annalen, Bd. 68, 1910, S. 527; diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, S. 352. 
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Nun werde die durch P laufende Weltlinie yon einem substantiellen 
Punkte mit konstanter mechanischer Masse m beschrieben. Das m-fache 
des Bewegungsvektors in P heiBe der Impulsvektor in P, das m-fache 
des Beschleunigungsvektors in P der Kraftvektor der Bewegung in P. 
Nach diesen Definitionen lautet das Gesetz dafiir, wie die Bewegung 
eines Massenpunktes bei gegebenem bewegenden Kraftvektor statthat*): 

Der Kraftvektor der Bewegung ist gleich dem bewegenden Kraftvektor. 

Diese Aussage faBt vier Gleichungen fiir die Komponenten nach 
den vier Achsen zusammen, wobei die vierte, weil von vornherein 
beide genannten Vektoren normal zum Bewegungsvektor sind, sich als 
eine Folge der drei ersten ansehen liBt. Nach der obigen Bedeutung 
von T stellt die vierte zweifellos den Energiesatz dar. Als kinetische 
Energie des Massenpunktes ist daher das c*-fache der Komponente des 
Impulsvektors nach der t-Achse zu definieren. Der Ausdruck hierfiir ist 

me = met i 

d. i. nach Abzug der additiven Konstante mc? der Ausdruck $mv® der 
Newtonschen Mechanik bis auf GréBen von der Ordnung I/c*. Sehr 
anschaulich erscheint hierbei die Abhdngigkett der Energie vom Bezug- 
systeme. Da nun aber die ¢-Achse in die Richtung jedes zeitartigen 
Vektors gelegt werden kann, so enthalt andererseits der Hnergiesatz, 
fiir jedes mégliche Bezugsystem gebildet, bereits das ganze System der 
Bewegungsgleichungen. Diese Tatsache behalt bei dem erérterten Grenz- 
iibergang zu ¢ = oo ihre Bedeutung auch fiir den axiomatischen Auf- 
bau der Newtonschen Mechanik und ist in solchem Sinne hier bereits 
von Herrn J. R. Schiitz**) wahrgenommen worden. 

Man kann von vornherein das Verhiltnis von Langeneinheit und 
Zeiteinheit derart festlegen, daB die natiirliche Geschwindigkeitsschranke 
¢=1 wird. Fihrt man dann noch Y—1-t=s an Stelle von ¢ ein, 
so wird der quadratische Differentialausdruck 

dt? = — dz? — dy’ — dz? — ds’, 
also vollig symmetrisch in w, y, 2,5, und diese Symmetrie tibertrigt sich 
auf ein jedes Gesetz, das dem Weltpostulate nicht widerspricht. Man 
kann danach das Wesen dieses Postulates mathematisch sehr prignant 
in die mystische Formel kleiden: 
3.105km = Y— 1 sek. 


*) H. Minkowski, diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, S. 400. — Vgl. auch 
M. Planck, Verhandlungen der Physikalischen Gesellschaft, Bd. 4, 1906, 8. 136. 

**) J.R. Schiitz, Das Prinzip der absoluten Erhaltung der Energie, Nachrichten 
der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, mathematisch-physikalische 
Klasse, 1897, S. 110. 
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Die durch das Weltpostulat geschaffenen Vorteile werden vielleicht 
durch nichts so schlagend belegt wie durch Angabe der von einer 
beliebig bewegten punktformigen Ladung 
nach der Maxwell-Lorentzschen 
Theorie ausgehenden Wirkungen. Den- 
ken wir uns die Weltlinie eines solchen 
punktformigen Elektrons mit der La- 
dung e und fiihren auf ihr die Higen- 
zeit t ein von irgendeinem Anfangs- 
punkte aus. Um das vom Elektron 
in einem beliebigen Weltpunkte P, 
veranlafte Feld zu haben, konstru- 
ieren wir den zu P, gehdrigen Vor- 
kegel (Fig. 4). Dieser trifft die un- 
begrenzte Weltlinie des Elektrons, weil 
deren Richtungen iiberall die von 
zeitartigen Vektoren sind, offenbar 

Fig. 3. Fig. 4. in einem einzigen Punkte P. Wir 
legen in P an die Weltlinie die Tangente und konstruieren durch P, 
die Normale P,Q auf diese Tangente. Der Betrag yon P,@ seir. Als 
der Betrag von PQ ist dann gemif der Definition eines Vorkegels r/c 
zu rechnen. Num stellt der Vektor in Richtung PQ vom Betrage e/r 
an seinen Komponenten nach den x-,y-,2-Achsen das mit ¢ multiplizierte 
Vektorpotential, in der Komponente nach der t-Achse das skalare Potential 
des von e erregten Feldes fiir den Weltpunkt P, vor. Hierin liegen die 
von A. Liénard und von E. Wiechert aufgestellten Hlementargesetze*). 

Bei der Beschreibung des yom Elektron hervorgerufenen Feldes 
selbst tritt sodann hervor, da die Scheidung des Feldes in elektrische 
und magnetische Kraft eine relative ist mit Riicksicht auf die zugrunde 
gelegte Zeitachse; am itibersichtlichsten sind beide Krafte zusammen zu 
beschreiben in einer gewissen, wenn auch nicht vélligen Analogie zu 
einer Kraftschraube der Mechanik. 

Ich will jetzt die von einer beliebig bewegten punktformigen Ladung 
auf eme andere beliebig bewegte punktfirmige Ladung ausgetibte pondero- 
motorische Wirkung beschreiben. Denken wir uns durch den Weltpunkt 


*) A. Liénard, Champ électrique et magnétique produit par une charge con- 
centrie en un point et animée d’un mouvement quelconque, L’Eclairage électrique, 
T. 16, 1898, pp. 5, 58, 106; E.Wiechert, Elektrodynamische Elementargesetze, 
Archives Néerlandaises des Sciences exactes et naturelles (2), T. 5, 1900, S. 549. 


Raum und Zeit. 443 


P, die Weltlinie eines zweiten punktformigen Elektrons von der Ladung 
€, fihrend. Wir bestimmen P, Q,r wie vorhin, konstruieren sodann 
(Fig. 4) den Mittelpunkt M der Krimmungshyperbel in P, endlich die 
Normale MN von M aus auf eine durch P parallel zu QP, gedachte 
Gerade. Wir legen nun, mit P als Anfangspunkt, ein Bezugsystem 
folgendermaBen fest, die ¢-Achse in die Richtung PQ, die x-Achse in 
die Richtung @ P,, die y-Achse in die Richtung MN, womit schlieBlich 
auch die Richtung der z-Achse als normal zu den ¢-, 2-, y-Achsen be- 
stimmt ist. Der Beschleunigungsvektor i in P seiz,y, Z, i ae Bewegungs- 
vektor in P, sei %,,%,,%,¢,. Jetzt lautet der von ian ersten beliebig 
bewegten Elektron e auf das zweite beliebig bewegte Elektron e, in P, 
ausgetibte bewegende Kraftvektor: 


— ee, (é, - =), 
wobei fiir die Komponenten &,, &,, R,, K, des Vektors & die drei Rela- 
tionen bestehen: 


c®,—8,=5, R%=-+, B=0 


und viertens dieser Vektor & normal zum Bewegungsvektor in P, ist und 
durch diesen Umstand allein in Abhdngigkeit von dem letateren Bewegungs- 
vektor steht. 

Vergleicht man mit dieser Aussage die bisherigen Formulierungen*) 
des namlichen Hlementargesetzes tiber die ponderomotorische Wirkung 
bewegter punktformiger Ladungen aufeinander, so wird man nicht um- 
hin kénnen zuzugeben, daB die hier in Betracht kommenden Verhilt- 
nisse ihr inneres Wesen voller Hinfachheit erst in vier Dimensionen 
enthiillen, auf einen von vornherein aufgezwungenen dreidimensionalen 
Raum aber nur eine sehr verwickelte Projektion werfen. 


In der dem Weltpostulate gemaB reformierten Mechanik fallen die 
Disharmonien, die zwischen der Newtonschen Mechanik und der 
modernen Elektrodynamik gestért haben, von selbst aus. Ich will noch 
die Stellung des Newtonschen Attraktionsgesetzes zu diesem Postu- 
late bertihren. Ich will annehmen, wenn zwei Massenpunkte m, m, 
ihre Weltlinien beschreiben, werde von m auf m, ein bewegender 
Kraftvektor ausgetibt genau von dem soeben im Falle von EHlektronen 
angegebenen Ausdruck, nur daB statt — ee, jetzt + mm, treten soll. 
Wir betrachten nun speziell den Fall, daB der Beschleunigungsvektor 


*) K. Schwarzschild, Nachrichten der k. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse, 1903, S. 132. — H. A. Lorentz, 
Enzyklopiidie der mathematischen Wissenschaften, V, Art. 14, 8. 199. 


444 Zur Physik. 


von m konstant Null ist, wobei wir dann ¢ so einfiihren mégen. dab 
m als ruhend aufzufassen ist, und es erfolge die Bewegung von m, 
allein mit jenem von m herriihrenden bewegenden Kraftvektor. Modi- 
fizieren wir nun diesen angegeben Vektor zunachst durch Hinzusetzen 


des Faktors | 1 a5 , der bis auf GréBen von der Ordnung 1/c? 


auf 1 hinauskommt, so zeigt sich*), daB fiir die Orte 2,, y,,2, von m, 
und ihren zeitlichen Verlauf genau wieder die Keplerschen Gesetze 
hervorgehen wiirden, nur da dabei an Stelle der Zeiten ¢, die Higen- 
zeiten t, von m, eintreten wiirden. Auf Grund dieser einfachen Be- 
merkung laft sich dann einsehen, daB das vorgeschlagene Anziehungs- 
gesetz verkniipft mit der neuen Mechanik nicht weniger gut geeignet 
ist die astronomischen Beobachtungen zu erklaren als das Newtonsche 
Anziehungsgesetz verkniipft mit der Newtonschen Mechanik. 

Auch die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorginge 
in ponderablen Kérpern fiigen sich durchaus dem Weltpostulate. Sogar 
die von Lorentz gelehrte Ableitung dieser Gleichungen auf Grund 
von Vorstellungen der Elektronentheorie braucht zu dem Ende keines- 
wegs verlassen zu werden, wie ich anderwiarts zeigen werde**). 

Die ausnahmslose Giiltigkeit des Weltpostulates ist, so méchte 
ich glauben, der wahre Kern eines elektromagnetischen Weltbildes, der 
von Lorentz getroffen, von Hinstein weiter herausgeschilt, nachgerade 
vollends am Tage liegt. Bei der Fortbildung der mathematischen Kon- 
sequenzen werden genug Hinweise auf experimentelle Verifikationen 
des Postulates sich einfinden, um auch diejenigen, denen ein Aufgeben 
altgewohnter Anschauungen unsympathisch oder schmerzlich ist, durch 
den Gedanken an eine pristabilierte Harmonie zwischen der reinen 
Mathematik und der Physik auszusdhnen. 


*) H. Minkowski, diese Ges. Abhandlungen, 8. 403. 

**) Dieser Gedanke ist ausgefiihrt in der Arbeit: Eine Ableitung der Grund- 
gleichungen fiir die elektromagnetischen Vorgiinge in bewegten Kérpern vom 
Standpunkte der Elektronentheorie. Aus dem Nachla8 yon Hermann Minkowski 
bearbeitet von Max Born in Gottingen. Mathematische Annalen, Bd. 68, 1910, 
S. 526; diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, 8. 405. 
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Peter Gustav Lejeune Dirichlet und seine Bedeutung 
fiir die heutige Mathematik. 


(Rede, gehalten in der Festsitzung der Giéttinger Mathematischen Gesellschaft 
am 13. Februar 1905.) 


(Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Band 14, S. 149—163.)*) 


Hochgeehrte Anwesende! 

Gedanken an Zeit und Raum sind des Mathematikers stindige Ge- 
fahrten, die er aber von sich weist, wenn er das Reich der reinen Zahl 
betritt. Heute werden wir an Herrlichkeiten tief im Innern des Zahlen- 
reiches herantreten, und die weihevolle Stimmung des Augenblicks, der 
EinfluB des Ortes gerade sind es, die unsere Schritte dorthin lenken. 

Wir begehen die hundertjihrige Wiederkehr des Geburtstages von 
Lejeune Dirichlet, und wir denken zuerst an die Umstinde, die uns 
das Recht geben, Dirichlet als zu Gottingen gehérig zu betrachten. 

Am 23. Februar 1855 war GauB gestorben. Der damalige Kurator 
von Warnstedt wandte sich an Wilhelm Weber als das zuniachst 
kompetente Mitglied der Honorenfakultét mit dem Ersuchen, ihm Bericht 
zu erstatten, wie die im Lehrkérper der Universitat entstandene Liicke 
so wiirdig als méglich ausgefiillt werden kénnte. Fiir die EntschlieBungen 
leitend, hieB es in dem Schreiben, werde vor allem die Riicksicht sein, 
welche bisher in &hnlichen Lagen der Universitit festgehalten sei. Hs 
ist das der Gesichtspunkt, daB die Universitat nicht bloB eine hohe Schule 
fiir den Unterricht der Studierenden, nicht blo® eine Bewahrerin bereits 
erworbener wissenschaftlicher Kenntnisse sein, sondern auch an dem Fort- 
bau der Wissenschaft als eines Gemeinguts der Menschheit arbeiten soll. 
Diesem als leitend festgehaltenen Gesichtspunkt verdankt Gottingen die 
ihm eigentiimliche Weltstellung. Im Gebiete der héheren Mathematik 
und der auf die Mathematik begriindeten naturwissenschaftlichen Unter- 


*) Der Rede war im Sonderabdruck ein Bildnis Lejeune Dirichlets als Titel- 
bild beigegeben. (Anm. d. Herausg.) 
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suchungen hat die Georgia Augusta vielleicht diesen Rang am glin- 
zendsten bewahrt. Universititen, welche eine wesentliche und bedeutsame 
Stellung in dem geistigen Leben der Nation einnehmen, sind Individuen 
mit einem geschichtlich festgestellten Charakter, in dessen Bewahrung die 
Gewihr ihrer Kraft und ihres Segens fiir das Ganze ruht. 

Weber sandte ein eingehendes Gutachten, er verbreitete sich aus- 
fiihrlich iiber das Verhiltnis der Mathematik zu den ihr verwandten Natur- 
wissenschaften, denn GauB hatte seine Wirksamkeit zugleich tiber alle von 
der Mathematik beherrschten Wissenschaften, iiber die Physik ebenso wie 
iiber die Astronomie, ausgedehnt. Weber kam zu dem Schlusse, daB 
als der wiirdigste Nachfolger von Gau8 wohl einstimmig, in und auBer 
Deutschland, Lejeune Dirichlet, damals in Berlin tatig, betrachtet 
werden michte. Es wurden auf der Stelle Verhandlungen mit Dirichlet 
eingeleitet. Dieser selbst legte auf Beschleunigung der Vokation Wert, 
weil sonst alle die Versuche, ihn in Berlin zu halten, ihm die Annahme 
des Rufes sehr erschweren wiirden. Schon nach kurzer Frist konnte 
Warnstedt an den Minister berichten: Dirichlet kommt gerne nach 
Géttingen, weil er es fiir den héchsten Ruhm hilt, GauB’ Nachfolger zu 
werden. Hs ist das eine wahrhaft glanzvolle Akquisition, die schénste, 
die Gdttingen in diesem Fache hatte machen kénnen. 

Der Universitit Gottingen, welche ein halbes Jahrhundert hindurch 
den Ruhm genossen hatte, den ersten aller lebenden Mathematiker zu be- 
sitzen, war es gelungen, sich diesen Ruhm auch ferner zu erhalten. 

Einige Daten aus dem Leben Dirichlets werden Ihr Interesse be- 
anspruchen diirfen; sie sind zumeist der ausgezeichneten Gedachtnisrede 
entnommen, die Kummer in der Berliner Akademie seinem um fiinf 
Jahre alteren Freunde gewidmet hat. 

Peter Gustav Lejeune Dirichlet wurde in Diiren bei Aachen ge- 
boren, heute vor hundert Jahren. Auf dem Gymnasium in Kéln hatte 
er zu seinem Lehrer in der Mathematik den nachmals in der Elektro- 
dynamik beriihmt gewordenen Georg Simon Ohm. Sechzehn Jahre alt, 
kehrte er mit dem Abgangszeugnis fiir die Universitat nach Hause zuriick 
und beredete die anfinglich widerstrebenden Eltern, seinem entschiedenen 
Wunsche nachzugeben, ihn Mathematik studieren zu lassen. 

Das mathematische Studium auf den preuBischen und auf den tibrigen 
deutschen Universitiiten lag damals arg darnieder. Die Vorlesungen er- 
hoben sich nur wenig tiber das Gebiet der Elementarmathematik. In 
Frankreich dagegen stand die Mathematik in voller Bltite. Laplace, 
Legendre, Fourier, Poisson, Cauchy wirkten zusammen, Paris zu 
einem glinzenden Sitze der mathematischen Wissenschaft zu machen. 

Dirichlet wandte sich nach Paris, er verblieb dort viereinhalb Jahre, 
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den gréBten Teil der Zeit als Lehrer im Hause des Generals Foy titig, 
der eine hervorragende Persénlichkeit war und als Politiker eine bedeu- 
tende Rolle gespielt hat. Mehr noch als das Héren der Vorlesungen 
wurde in dieser Zeit fiir Dirichlets spiitere wissenschaftliche Richtung 
bestimmend das Studium der GauBischen Disquisitiones Arithmeticae. 
Dirichlet hat dieses Werk nicht nur einmal oder mehrere Male durch- 
studiert, sein ganzes Leben hindurch hat er nicht aufgehért, die Fiille der 
tiefen Gedanken, die es enthilt, sich immer wieder zu vergegenwartigen. 
Sartorius von Waltershausen erzihlte einmal: So wie gewisse Ceist- 
liche mit ihrem Gebetbuch umherziehen, pflegt Dirichlet nur in Be- 
gleitung eines ganz verlesenen, aus dem Hinband gewichenen Exemplars 
der Disquisitiones Arithmeticae auf alle seine Reisen zu gehen. 

Durch eine Arbeit zum Fermatschen Satze erweckte Dirichlet die 
Aufmerksamkeit der Pariser Akademie. Infolge dieses glinzenden Debuts 
kam Dirichlet namentlich mit Fourier in nahere Verbindung. Fourier 
fand in ihm einen jungen Mann, dem er sein mathematisches Herz ganz 
eréffnen konnte und von dem er nicht bloB bewundert, sondern auch ver- 
standen wurde. Durch Fourier wurde Alexander von Humboldt auf 
Dirichlet aufmerksam gemacht. Humboldt glaubte, daB unter den da- 
maligen Verhiltnissen Frankreichs der Aufschwung der Wissenschaften 
gehemmt und auch fiir groBe Talente in Paris wenig Aussicht wire, und 
er brachte in Dirichlet den schon erwogenen EntschluB zur Riickkehr 
ins Vaterland zur Reife. Durch Verwendung Humboldts, dessen Be- 
miihungen auch Gau8 unterstiitzte, erhielt Dirichlet 1827 eine Anstel- 
lung in Breslau. Auf der Reise dorthin wahlte er den Weg iiber Gottingen, 
um GauB persdénlich kennen zu lernen. 

In Breslau blieb Dirichlet wenig iiber ein Jahr, dann wurde er 
nach Berlin gerufen, wo er zuerst einen Lehrauftrag an der Kriegsschule 
erhielt und bald fiir die dortige Universitat und die Akademie gewonnen 
wurde. Dirichlet wirkte an der Berliner Hochschule in ausgezeichneter 
Weise 27 Jahre hindurch, davon sieben Jahre im Verein mit seinem 
Freunde Jacobi. Hine Berufung nach Heidelberg im Jahre 1846 hat er 
abgelehnt. 

Im Berichte Webers findet sich noch eine Tatsache, die nicht be- 
kannt geworden ist. Schon im Jahre 1828 hegte Gau8 im Interesse der 
Universitat und in der Hoffnung des gemeinsamen wissenschaftlichen 
Zusammenwirkens den lebhaftesten Wunsch und sprach ihn gelegentlich 
gegen Humboldt aus, da8 Dirichlet nach Gottingen berufen werden 
miége. Nach Thibauts Tode 1832 wollte GauB selbst einen entsprechen- 
den Antrag bei dem Kuratorium stellen, er nahm davon nur Abstand, 
weil er sich sagen muBte, Dirichlet wiirde Berlin nicht verlassen haben 
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infolge der soeben erst durch seine Verheiratung eingegangenen Verbin- 
dung mit dem Mendelssohnschen Hause, welches damals in Berlin den 
ausgezeichnetsten Vereinigungspunkt fiir Kunst und Wissenschaft bildete. 
Dirichlet hatte sich im Jahre 1831 mit Rebecca Mendelssohn- 
Bartholdy, der jiingeren Schwester von Felix Mendelssohn und von 
Fanny Hensel, vermahlt. 

»lm Herbst 1855 siedelte Dirichlet nach Gottingen tiber. Lr richtete 
sich hier in einem eigenen, angenehm gelegenen Hause mit Garten (Miiblen- 
straBe 1) ganz nach seinem Gefallen ein, und die Ruhe der kleineren 
Stadt, welche er seit seiner Jugend nicht mehr genossen hatte, ersetzte 
ihm hinreichend die a4uBeren Annehmlichkeiten des grofstadtischen Lebens 
in Berlin.“ An der Universitat fand er zwar nicht einen so grofen Kreis 
von Zuhérern, als er in Berlin verlassen hatte, allein sein Ruf als Lehrer 
war nicht minder anerkannt als sein wissenschaftlicher Ruf und zog viele 
junge Mathematiker nach Gdéttingen. 

Es sollte ihm jedoch nur noch eine kurze Wirksamkeit gegénnt sein. 

Im Sommer des Jahres 1858, nach dem Schlusse seiner Vorlesungen, 
reiste er nach der Schweiz und hielt sich in Montreux auf, weniger zu 
seiner Erholung, als mit dem Vorhaben, daselbst eine in der Géttinger 
Sozietat zu haltende Gedachtnisrede auf GauB auszuarbeiten. Dort wurde 
er plétzlich von einer akuten Herzkrankheit ergriffen und kehrte todkrank 
nach Gottingen zuriick. Die augenblickliche Lebensgefahr konnte zwar 
abgewandt werden, da traf Dirichlet der plétzliche Verlust seiner Frau. 
Dieser Schlag wendete seine Krankheit wieder zum Schlimmeren und 
nach schweren Leiden erlag er derselben am 5. Mai 1859, nur 54 Jahre 
alt, in der besten Schaffenskraft, in frischem Besitze wunderbarer Ge- 
heimnisse, die er mit sich hiniibernahm. Er ruht auf dem alten Kirch- 
hofe, der an der Weender Chaussee liegt; das Grab, das ihn und seine 
Frau aufnahm, befindet sich wenige Schritte rechts hinter dem Biirger- 
denkmal und ist leicht kenntlich an einer hohen steinernen Umfriedung. 


Seit jener Zeit ist fast ein halbes Jahrhundert weiterer intensivster 
Entwicklung der mathematischen Wissenschaft voriibergezogen. In allen 
ihren Teilen sehen wir noch die Impulse des Dirichletschen Ceistes 
nachwirken. Suchen wir das Lebenswerk Dirichlets als Ganzes zu be- 
urteilen, so ist es ein ununterbrochenes Zeugnis fiir die Verbriiderung 
der mathematischen Disziplinen, fiir die Einheit unserer Wissenschaft. 
Unablassig war sein Sinnen darauf gerichtet, zwischen getrennt bestehen- 
den Gedankensphiaren die Briicke zu schlagen und unabhingig gezeitigte 
Erfolge zu fruchtbarer Wechselwirkung zu verschmelzen. 
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Das Feld, auf welchem unstreitig die bewundernswiirdigsten Offen- 
barungen Dirichlets liegen, ist die hdhere Arithmetik, die Lehre von 
den Kigenschaften der ganzen Zahlen. Es kann nur derjenige Dirichlet 
in richtigem Lichte erfassen, der die Eigenart dieses Zweiges der Mathe- 
matik zu schitzen versteht. 

Ich mu davon etwas ausfiihrlicher sprechen, wenn ich Ihr Interesse 
fiir Dirichlets gréBte Leistungen wachrufen will. Freilich, die Arith- 
metik von heute ist nicht ganz die Arithmetik aus den Zeiten der Disqui- 
sitiones. An die Stelle der erfindungsreichen schdpferischen Phantasie 
eines GauB und Dirichlet, die ein verheiBenes Land suchte, ist mehr 
der systematische Anbau eines sicher erworbenen Bodens getreten. Fiir 
GauB war die Arithmetik die Kénigin der Mathematik, sie ist es auch 
heute noch. Aber ihr Wesen ist selbst vielen Mathematikern unnahbar, 
man hort von der fortschreitenden Arithmetisierung aller mathematischen 
Wissenszweige sprechen, und manche halten deshalb die Arithmetik nur 
noch fiir eine zweckmibige Staatsverfassung, die sich das ausgedehnte 
Reich der Mathematik gibt. Ja, zuletzt werden einige in ihr nur noch 
die hohe Polizei sehen, welche befugt ist, auf alle verbotenen Vorginge 
im weitverzweigten Gemeinwesen der Gréfen und Funktionen zu achten. 
Die Arithmetik steht einzig da durch ,die Hinfachheit ihrer Grundlagen, 
die Genauigkeit ihrer Begriffe, die Reinheit ihrer Wahrheiten“, diese 
Ruhmestitel ihrer Unbestechlichkeit werden ihr von niemandem aberkannt. 

Erwecken wir fiir einen Moment die alte Arithmetik aus ihrem 
Dornréschenschlaf. 

Fast alle, die sich ernstlich um die Arithmetik bemiiht haben, gaben 
sich ihr bald mit eimer gewissen Leidenschaft hin. Mit einer leichten 
Variation des Ausspruchs, den Novalis auf die Mathematiker im allge- 
meinen gepraigt hat, darf fiiglich behauptet werden: Der echte Arith- 
metiker ist Enthusiast per se. Ohne Enthusiasmus keine Arithmetik. 

Allerdings sind unter den Mathematikern selbst manche anzutreffen, 
denen der Reiz fiir dieses Gebiet vollkommen abzugehen scheint. Viel- 
leicht liegt die Ursache davon in dem hohen Grade von Abstraktions- 
fahigkeit, welchen die arithmetischen Begriffe zu ihrer vélligen Beherr- 
schung erfordern. Vielleicht auch riihrt jene Abneigung von einer 
Ungeduld her, die der mathematischen Gedankenarbeit erst im Momente 
unmittelbarer praktischer Verwendbarkeit ihr Interesse zuwenden mag. 
In letzterer Hinsicht bin ich tibrigens fiir die Zahlentheorie Optimist und 
hege still die Hoffnung, da8 wir vielleicht gar nicht weit von dem Zeit- 
punkt entfernt sind, wo die unverfalschteste Arithmetik gleichfalls in 
Physik und Chemie Triumphe feiern wird, und sagen wir z. B., wo wesent- 
liche Eigenschaften der Materie als mit der Zerlegung der Primzahlen in 
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zwei Quadrate im Zusammenhang stehend erkannt werden. An jenem 
Tage werden den Arithmetikern von allen Seiten Huldigungen dargebracht 
werden. LEinstweilen aber wiirden in einen Briefsteller fiir Arithmetiker 
noch zweckmiBig alle die resignierten AuBerungen hineingehéren, die 
GauB und Dirichlet sich tiber die geringe Verbreitung zahlentheoreti- 
schen Sinnes schrieben. 

Schon jetzt nehmen wir in der Zahlentheorie mehrere, wenn auch 
vielleicht nur duferliche Analogien mit der Physik wahr. Durch die un- 
endliche Reihe der Zahlen bietet sich die weiteste Méglichkeit des Ex- 
perimentierens. Jede Zahl ist wie ein Individuum fiir sich, das in der 
mannigfaltigsten Weise die Higenschaften groBer Klassen in sich ver- 
einigt. Jede Zahl ist daher ein Objekt fiir Versuche zur HEntdeckung 
allgemeiner Gesetze. Dem Arithmetiker werden in seiner Beschaftigung 
die Ziffern das, was die Farben dem bildenden Kiinstler sind. Er mischt 
dieses Handwerkszeug, um wunderbare Geschehnisse, eindrucksvolle Cha- 
raktere festzuhalten, indes ein anderer Mathematiker héchstens mit rohen 
Strichen den Effekt yon Gro& und Klein hervorzurufen, die Distanz der 
Fixsterne neben dem Durchmesser eines Molekiils zu malen versteht. 

Auch, da8 auffallige Zusammenhinge oft friiher wahrgenommen wer- 
den, als die inneren Griinde dafiir offenbar legen, ist ganz ein Charakte- 
ristikum einer Hrfahrungswissenschaft. Manche derartige HErscheinungen 
in der Zahlentheorie mégen in den Folgen, wie sie den Weg zeigten, um 
in neue unbekannte Tiefen der Wissenschaft einzudringen, wohl mit der 
Feststellung von Weber und Kohlrausch zu vergleichen sein, daB der 
Quotient der elektromagnetischen und der elektrostatischen Einheit der 
Elektrizitatsmenge genau mit der GréBe der Lichtgeschwindigkeit tiber- 
einstimmt. ‘So bildete ein merkwiirdiges Endergebnis, auf das Dirichlet 
bei der Berechnung der Klassenanzahl der quadratischen Formen mit 
komplexen Koeffizienten gefiihrt wurde, fiir einen mathematischen Forscher 
der Gegenwart das Hinfallstor, durch welches er in das Reich der Zahlen- 
theorie eindrang, um dort neue bliihende Provinzen zu erschlieBen. 

Andererseits finden wir in der Geschichte der Arithmetik, daB oft 
bedeutende Fortschritte an ganz unscheinbare Phinomene ankniipfen. In 
der Theorie der Kreisteilung war GauB darauf gefiihrt worden, gewisse 
Ausdriicke zu betrachten, — jetzt nennt man sie kurzweg die GauBischen 
Summen, — sie definieren im wesentlichen in einem regularen Polygon 
von Seiten einen gewissen ausgezeichneten Punkt. Es ergab sich, dab 
der Punkt auf einer bestimmten Geraden durch den Mittelpunkt in be- 
stimmter HEntfernung von letzterem liegen miisse, es blieb aber zweifel- 
haft, ob rechts oder links. In jedem Versuchsfalle ergab sich die Lage 
rechts, aber der Beweis dieser so einfach klingenden Tatsache bot die 
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allergroBten Schwierigkeiten dar und fihrte GauB tief in das Formel- 
gebiet der elliptischen Funktionen hinein. Dirichlet hat spater auf 
einem sehr sinnreichen neuen Wege, durch Benutzung der Fourierschen 
Reihen und eines Integrals, das in der Fresnelschen Theorie der Beu- 
gung des Lichtes eine Rolle spielt, die GauBischen Summen mitsamt dem 
zweifelhaften Vorzeichen zu berechnen gelehrt. 


Ich habe etwas ausfiihrlicher von dem Wesen der Zahlentheorie ge- 
sprochen. Nun will ich auf einzelne Funde von Dirichlet eingehen, 
wie sie sich in den heutigen Stand der mathematischen Wissenschaft ein- 
ordnen. Der Brennpunkt der heutigen Zahlentheorie, von dem aus auch 
ihre funktionentheoretischen Beziehungen ausstrahlen, ist die Theorie der 
algebraischen Zahlkérper. Diese Theorie ruht auf drei Grundpfeilern, 
dem Satze von der eindeutigen Zerlegbarkeit in Primideale, dem Satze 
von der Hxistenz der Hinheiten und dem Satze von der transzendenten 
Bestimmung der Klassenanzahl.*) Von diesen Pfeilern hat die beiden 
letzten Dirichlet allein errichtet, den zuerst genannten hat Kummer 
entworfen und es haben ihn dann Dedekind und Kronecker, Schiiler 
Dirichlets, in unabhingiger Arbeit ausgebaut, und jener hat ihn sogleich 
jedermann sichtbar aufgefiihrt, dieser ihn lange hindurch verhiillt gehalten. 
Nun einiges Nahere zum Verstiindnis jener glinzendsten Entdeckungen 
Dirichlets. 

Selbst die in der Zahlenlehre wenig Bewanderten wissen von der 
GauBischen Abhandlung, in der die geometrische Deutung der komplexen 
GréBen gelehrt wurde. In jener Abhandlung hat GauB das Feld der 
Zahlentheorie auSerordentlich erweitert. Die konsequente Fortentwicklung 
des GauBischen Gedankens hat dazu gefiihrt, dem Begriffe der ganzen 
Zahl eine noch unendlich mannigfaltigere Ausbildung zu geben. Wahrend 
die frtiheren ganzen Zahlen, nun zur Unterscheidung ganze rationale ge- 
nannt, sich additiv und subtraktiv aus 1 zusammensetzen, haben die neuen 
ganzen Zahlen, die algebraischen ganzen Zahlen genannt, die charakteri- 
stische Higenschaft, daB irgendeine Potenz von ihnen sich additiv und 
subtraktiv aus fritheren Potenzen zusammensetzen laBt. Derartige Mengen 
von Zahlen, welche auseinander ausschlieBlich durch Anwendung der vier 
Spezies hervorgehen, werden zu den sogenannten Zahlkorpern zusammen- 
gefaBt. Auch in diesen erweiterten Zahlbereichen blieb der multiplikative 
Aufbau aller ganzen Zahlen aus méglichst einfachen Primelementen das 
grundlegende Problem. Vor allem erhebt sich da die Frage nach allen 


*) Vgl. Hilbert, Vorwort zu seinem Bericht tiber die Theorie der algebraischen 
Zahlkorper in Bd. 4 der Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 
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denjenigen ganzen Zahlen, welche auch in der Kins als Faktor enthalten 
sein kénnen, wie dieses von den rationalen ganzen Zahlen nur ausschlieB- 
lich die zwei Werte 1 und —1 tun. Diese Zahlen eines Zahlkérpers 
werden Hinheiten genannt, sie durchdringen die iibrigen Zahlen und be- 
einflussen deren innerste Natur, ich méchte sagen, wie der Lichtather die 
Erscheinungen der Materie. 

Vor Dirichlet war die Frage nach den Hinheiten nur fiir den ein- 
fachsten Fall der reellen Koérper, welche von einer quadratischen Glei- 
chung abhangen, erledigt. Aber indem hier der Nachweis der Existenz 
der Einheit gleichzeitig mit einem speziellen Verfahren zur Auffindung 
der Einheit Hand in Hand ging, konnte man versucht sein, die Wichtig- 
keit des besonderen Algorithmus zu iiberschitzen, und hatte alle Krafte 
vergeuden kénnen in dem Unternehmen, das angetroffene formale Hilfs- 
mittel auf allgemeinere Falle zu iibertragen. Hier hat nun Dirichlet 
mit der ganzen Schirfe vorurteilsfreier Auffassung eingesetzt, den tief- 
liegenden Kern des Problems herausgeschilt und den ganzen merkwiirdigen 
Organismus der Hinheiten in vollster Klarheit auseinandergelegt. Hr 
zeigte, daB in der Regel in einem Zahlkérper unendlich viele Hinheiten 
vorhanden sind, und daB sie sich alle aus einer endlichen Anzahl unter 
ihnen durch Multiplikation und Potenzierung ableiten lassen. Es ist 
wahrhaft bewundernswiirdig, in welche einfache Form Dirichlet zuletzt 
den Beweis seines gewaltigen Theorems zu giefen verstand. Fast sieht 
es aus, als ob als wesentlichstes Hilfsmittel nur ein ganz alltagliches 
Prinzip verbleibt: Tut man in eine Anzahl von Schubfachern eine gréfere 
Anzahl von Gegenstaénden, als man Schubfacher hat, so finden sich not- 
wendig in wenigstens einem Hache gleichzeitig zwei oder mehrere Gegen- 
stande vor. Allerdings werden die Dirichletschen Schubfacher GréBen- 
bereiche und die darin aufgehobenen Gegenstiinde natiirliche Logarithmen. 

Es wird erzihlt, daB nach langjahrigen vergeblichen Bemiihungen 
um das schwierige Problem Dirichlet die Lésung in Rom in der Sixti- 
nischen Kapelle wahrend des Anhérens der Ostermusik ergriindet hat. 
Inwieweit dieses Faktum fiir die von manchen behauptete Wahlverwandt- 
schaft zwischen Mathematik und Musik spricht, wage ich nicht zu er- 
ortern. 

Die zweite groBe zahlentheoretische Entdeckung Dirichlets, die 
Formel fiir die Klassenanzahl, lag in einem Gebiete, das vollkommen un- 
abhangig von der Theorie der algebraischen Zahlkérper aufwuchs, in der 
Theorie der quadratischen Formen. Es sind aber inzwischen die Zweige 
der Arithmetik so dicht zusammengewachsen, daB ich auch die Bedeutung 
dieser anderen Dirichletschen GroStat auseinandersetzen kann, wihrend 
wir in dem zuletzt beriihrten Ideenkreise verbleiben. 
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In den héheren Zahlkérpern hérte héchst merkwiirdigerweise die 
Kindeutigkeit der Zerfallung der ganzen Zahlen in unzerlegbare Primele- 
mente auf. Fast schien es, als wenn an dieser Schwierigkeit tiberhaupt 
die Weiterfiihrung der Theorie der Kérper in der einmal eingeschlagenen 
Richtung scheitern miiBte. Aus dem Labyrinthe, in das die Arithmetik 
hier verstrickt erschien, fand Kummer durch einen ginzlich neuen Ge- 
danken den rettenden Ausweg. Die nicht weiter zerlegbaren Zahlen durften 
eben noch nicht als die letzten Urelemente angesehen werden, auch sie 
waren das Produkt einer weiter reichenden Zusammensetzung, die wahren 
letzten Primelemente freilich lieBen sich nicht mehr als reine Zahlen ab- 
scheiden. Aber es ergab sich ein Hilfsmittel, das Vorhandensein eines 
bestimmten Primelementes unzweifelhaft nachzuweisen, und der fundamen- 
tale Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit in Faktoren blieb gerettet. 

Kummer nannte die neuen Bildungen, tiber deren Vorhandensein 
als Faktoren in jedem einzelnen Falle mit Sicherheit entschieden werden 
konnte, ohne daf eine tatsichliche Division ausfiihrbar war, ideale Zahlen. 
Dedekind gestaltete in der Folge diesen Begriff noch durchsichtiger. 
Eine bestimmte ideale Zahl ist véllig charakterisiert durch die Gesamtheit 
aller wirklichen Zahlen, in denen sie sich als Faktor zeigt, diese Gesamt- 
heit ist geradezu ihr Abbild, und bei dieser Auffassung ersetzte Dede- 
kind die Kummersche Bezeichnung ideale Zahl durch den kiirzeren 
Namen Ideal. So ist es gekommen, daB die Mathematiker auch solche 
Ideale besitzen, die ausschlieBlich durch die Vernunft geboten sind; es 
sind das nicht die einzigen Ideale des Mathematikers, aber auch sie sind 
derart, daB derjenige, der sie kennt, sich an ihnen begeistert. 

Nun vermégen sich zwei verschiedene Ideale in gewisser Weise aus- 
zutauschen, ein Vorgang, der durch die Analogie mit den chemischen Um- 
wandlungen sehr einleuchtend sein wird. Man fiigt zu den samtlichen 
Zahlen, die ein gegebenes Ideal enthalten, einen wirklichen Faktor hinzu; 
es 1aBt sich aus den zusammengesetzten Produkten ein anderer wirklicher 
Faktor abspalten, und nun bleiben genau die samtlichen Zahlen tibrig, 
die ein bestimmtes zweites Ideal enthalten. In solchem Falle heifen die 
betreffenden zwei Ideale einander dquivalent und sie werden zu einer Klasse 
gerechnet. In denjenigen besonderen Fallen, wo der ursprtingliche Be- 
griff der Primzahlen in Kraft bleibt, sind alle Ideale gegenseitig aus- 
tauschbar und gibt es daher nur eine einzige Idealklasse. In allen Fallen 
aber erweist sich fiir einen Zahlkérper die Anzahl] der samtlichen vor- 
handenen Idealklassen als eine endliche, und diese Anzahl der Idealklassen 
ist das bedeutungsvollste Attribut eines algebraischen Zahlkérpers. 
Dirichlet nun ist es zuerst gelungen, das groBe Ratsel der Klassen- 
anzahl durch ihre Bestimmung auf transzendentem Wege zu lésen. 
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Dirichlet behandelte nur die quadratischen Zahlkérper, aber seine Me- 
thode ist in der Folge fiir die Erledigung der allgemeinsten Falle zu- 
reichend geblieben. 

In dem Nachlasse von GauB8 fand sich ein Fragment einer Abhand- 
lung, die der Sozietit tberreicht werden sollte. Sie beginnt: Sechsund- 
dreiBig Jahre sind schon verflossen, seit ich die Prinzipien des wunder- 
baren Zusammenhangs, welchem die vorliegende Arbeit gewidmet ist, 
entdeckte. Aus diesem Fragmente geht unzweifelhaft hervor, daB GauB, 
wie er in so vielen Richtungen spatere Funde vorweggenommen hat, so 
auch den Ausdruck fiir die Klassenanzahl schon 1801 gekannt hat. Aber 
der Weg, den GauB bei dessen Herleitung einschlug, bricht in dem 
Fragment mit der Schwierigkeit eines Konvergenznachweises ab, dessen 
vermutliche Erledigung zu rekonstruieren nicht gelungen ist. Das 
GauBische Fragment handelt in seinem ausgefiihrten Teile von der Be- 
stimmung des Flacheninhalts einer Figur, speziell des Kreises. Sie er- 
sehen daraus, wie die héchsten Probleme, welche die Arithmetik darbietet, 
immer wieder zu neuer Durchforschung elementarer Begriffe, die man 
schon langst gesichert wihnen wiirde, die Veranlassung werden. 

DaB Dirichlet die fragliche Schwierigkeit iiberhaupt nicht antraf, 
liegt daran, daB er von einem ginzlich neuen Ausdruck fiir den Flachen- 
inhalt einer Figur ausgehen konnte. Die gewohnliche, ich méchte sagen, 
mikroskopische Bestimmung eines Flacheninhalts, welche auch Gau8 aus- 
einandersetzt, besteht darin, auf die zu untersuchende Figur Quadratnetze 
mit immer engeren und engeren Maschen zu legen und die in die Figur 
fallenden Maschen zu zahlen. Dirichlet denkt sich ein fiir allemal ein 
bestimmtes, unendliches Quadratnetz fest iiber die Ebene gebreitet. Die 
zu untersuchende Figur wird nun von einem festen Anfangspunkte aus 
kontinuierlich in allen Dimensionen gleichmifig vergréBert, und fiir jeden 
Kreuzungspunkt des Netzes wird angemerkt, bei welchem VergréBerungs- 
verhiltnis er gerade auf den Rand der Figur treten wiirde. Die Summe 
der reziproken Werte aller so bestimmten Vergréferungszahlen fiir alle 
vorhandenen Netzpunkte wiirde noch unendlich sein; man summiere nun 
aber bestimmte gleich hohe, etwa 2s‘ Potenzen aller dieser reziproken 
Werte, so kommt man auf eine durch die urspriingliche Figur véllig 
charakterisierte Funktion €(s); diese gestattet eine analytische Fortsetzung 
fiir alle komplexen s und weist dann insbesondere fiir s=1 einen ein- 
fachen Pol auf, dessen Cauchysches Residuum genau der Flacheninhalt 
der Figur wird. Ich méchte vorschlagen, zur leichteren Einbtirgerung 
dieser fundamentalen Uberlegung in der Analysis die eben beschriebene 


Formel den Dirichletschen makroskopischen Ausdruck eines Flachen- 
inhalts zu nennen. 
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Daf Dirichlet auf diesen merkwiirdigen Ausdruck iiberhaupt ver- 
fiel, hatte er dem gliicklichen Umstande zu verdanken, daB dergleichen 
Summen aus gleich hohen Potenzen positiver abnehmender Grifen, die 
man heutzutage allgemein als Dirichletsche Reihen bezeichnet, sich ihm 
bei einer friiheren Gelegenheit ganz von selbst dargeboten hatten. Es 
handelte sich damals darum, einen Beweis fiir den Satz zu finden, daB 
jede arithmetische Progression von Zahlen, bei welcher nicht alle Indi- 
viduen einen gemeinschaftlichen Faktor haben, stets auch unendlich viele 
Primzahlen enthilt. Legendre hatte richtig erkannt, daB dieser Satz 
durch seinen elementaren Charakter sich als ein Auferst einschneidendes 
Reagensmittel bei den mannigfachsten arithmetischen Uberlegungen dar- 
stellt. Aber der Versuch Legendres, einen Beweis des Satzes zu er- 
bringen, scheiterte kliglich, darf man mit gutem Grunde sagen. 

Es ist nun ein weiterer Ruhmestitel von Dirichlet, zuerst jenes 
fundamentale Theorem tiber die Primzahlen in arithmetischen Progressionen 
bewiesen zu haben. Die Idee des Beweises war ihm durch Reflexion tiber 
die Art erwachsen, wie Huler aus der Verwandlung der Summe der 
reziproken Werte der natiirlichen ganzen Zahlen in ein nur von der Reihe 
der Primzahlen abhaingendes Produkt geschlossen hatte, daB die Anzahl 
der Primzahlen notwendig eine unendliche ist. Die gréfte Schwierigkeit, 
welche Dirichlet an dieser Stelle entgegentrat, bestand in der Notwendig- 
keit, das Nichtverschwinden des Wertes einer gewissen Summe einzusehen; 
und gerade diese Schwierigkeit loste sich in héchst tiberraschender Weise 
und wurde der Anlaf zu der vorhin geschilderten Entdeckung. Niamlich 
jene Summe erwies sich als eine Klassenanzahl quadratischer Formen, 
und als Anzahl mufte sie notwendig mindestens 1, also von Null ver- 
schieden sein. Ich kann hier vielleicht hinzufiigen, daB vor wenigen 
Jahren Mertens in Wien das Nichtverschwinden der fraglichen Summe 
auf einem direkten Wege durch GréSenabschatzung in betreff der Glieder 
darzutun vermochte. Aber diese kiihne Methode von Mertens ist, als 
wenn man durch Gestriipp auf steilstem Wege zu einer Bergspitze empor- 
klimmt, anstatt durch eine Landschaft mit herrlichen Ausblicken sanft 
anzusteigen. 


Nur ein Teil der zahlentheoretischen Arbeiten von Dirichlet ist 
hier fliichtig bertihrt worden. Mit besonderer Hingabe war Dirichlet 
unablissig bemtiht, die schwer zuginglichen Ideen von GauB den Mathe- 
matikern niherzubringen, die starren Beweise desselben in fltissige und 
durchsichtige Methoden umzuwandeln. Von mancher der in diesem Sinne 
unternommenen Arbeiten, wie z. B. seiner geometrischen Theorie der ter- 
niren quadratischen Formen, gingen in der Folge starke Anregungen aus. 
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Kiirzer wollen wir der zweiten Hauptrichtung folgen, die uns in den 
publizierten Arbeiten von Dirichlet hervortritt, und auf seine Beitrage 
zur mathematischen Physik eingehen. Diese zwei Richtungen, die Zahlen- 
theorie und die mathematische Physik, so divergierend sie scheinen mégen, 
sind bei Dirichlet harmonisch vereinigt durch das Band der Integral- 
rechnung. Wie man oft einen Maler aus jedem seiner Werke auf den 
ersten Blick an eigentiimlichen Farbeneffekten oder haufiger wiederkehren- 
den Stimmungen erkennt, so ist es eine anziehende und stets erfolgreiche 
Handhabung der Integrale, welche vielen Werken Dirichlets ein charak- 
teristisches Gepriige verleiht. 

Zu den Entdeckungen Dirichlets, die, ich méchte sagen, am popu- 
larsten geworden sind, gehdren seine Methoden und Resultate im Gebiete 
der Fourierschen Reihen; sie sind bahnbrechend geworden fiir die mo- 
derne Behandlung der reellen Funktionen und in ihrem Werte geradezu 
unschatzbar wegen des AnstoBes, den sie zur Ausbildung der Mengenlehre 
gegeben haben. Die den Mathematikern sehr geliufige Geschichte der 
trigonometrischen Reihen ist ein fortwahrender Kampf um die Beseitigung 
von Vorurteilen. Nur unter lebhaftem Widerstreit der Meinungen hatte 
die Tatsache Anerkennung gefunden, da8 willkiirliche Funktionen sich in 
nach den Sinus und Kosinus der Vielfachen des Arguments fortschreitende 
Reihen entwickeln lassen. Aber ein strenger Beweis fiir die Konvergenz 
und damit die Zulassigkeit der Reihen war noch nicht erbracht worden. 
Cauchy zog Hilfsmittel heran, die im Falle analytischer Funktionen zu 
partiellen Erfolgen fiihrten, und vermochte von diesen Mitteln nicht ab- 
zugehen. Hs erging dem grofen Analytiker hier etwa wie den Briidern 
Montgolfier, die nach der ersten gegliickten Auffahrt ihrer Luftballons sich 
von dem dabei verwandten Heizmaterial nicht trennen konnten, weil sie auf 
Erzeugung elektrischen Rauches bedacht waren, wo es auf Verdiinnung 
der Luft ankam. Dirichlet aber erkannte die wahren Bedingungen fiir 
den erstrebten Aufstieg zur vollen Hohe der willktirlichen Funktionen. 

Dirichlets durch wunderbare Klarheit und Hinfachheit beriihmter 
Beweis, daB jedem Minimum potentieller Energie Stabilitit des Gleich- 
gewichts entspricht, ist eine zweite Tat solcher Art, daB er sich von ver- 
kehrten Hilfsmitteln freimachte, indem er statt der analytischen Regeln 
fiir die Bestimmung der Minima einer Funktion nur den urspriinglichen 
Begriff des Minimums heranzog. Immer wieder sind doch bedeutende 
Fortschritte in der Mathematik auf der Stelle errungen, sowie man nur 
wahrnimmt, daS Umstinde, die stets als zusammengehirig betrachtet 
wurden, nichts miteinander zu tun haben. Hierin mag auch ein wesent- 
licher Grund liegen, weshalb so oft Mathematiker schon in jungen Jahren 
ganz unerwartete Erfolge davontragen. Sie blicken in vielen Dingen 
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weniger voreingenommen. Es tragt jeder mathematische Soldat den 
Marschallstab im Tornister, wenn er nicht aus purer Disziplin auf alles 
Vorhandene schwort. 

Leicht und von Grund aus zerstérte Dirichlet die naive Auffassung, 
welche die fiir endliche Reihen giiltigen Rechnungsregeln sorglos auch 
auf die unendlichen Reihen iibertrug: er setzte unmittelbar in Evidenz, 
daB8 die nicht absolut konvergenten Reihen bei gehdriger Gliederumstel- 
lung jede beliebige Summe ergeben kénnen. 

Besonderen Stolz legte Dirichlet auf seine Methode des diskon- 
tinuierlichen Faktors zur Bestimmung vielfacher Integrale. Er pflegte 
zu sagen, es ist das ein sehr einfacher Gedanke, und schmunzelnd hinzu- 
zufiigen, aber man mu8 ihn haben. Die Methode gestattet bekanntlich, 
sich tiber die Grenzen eines Integrationsraumes hinwegzusetzen durch 
Verwendung eines zweckmiBig geformten Faktors, der im Innern des 
Raumes 1 und auferhalb 0 ist. Wenn der Gedanke, aus 0 und 1, dem 
Nichts und dem All, nach dem dyadischen System die ganze GrdBenwelt 
aufzubauen, Leibniz schon derart gefiel, da er sich dadurch eine Be- 
kehrung des damaligen ftir Wissenschaft interessierten Kaisers von China 
vom Heidentume versprach, welche Hoffnungen auf die Vervollkommnung 
der Welt hatte nicht Leibniz aus einer Kenntnis des Dirichletschen 
diskontinuierlichen Faktors geschépft. 


Dirichlets Verdienste um die mathematische Physik sind besonders 
hoch darum einzuschitzen, daB er durch seine Vorlesungen auferordent- 
lich fiir die Verbreitung dieser Lehren in Deutschland gewirkt hat. Ge- 
waltige Offenbarungen auf diesem Gebiete hiatten sich an seinen Namen 
gekniipft, wenn nicht sein Leben so jah abgebrochen ware. Er hatte 
einen mathematisch strengen Beweis fiir die Stabilitét unseres Planeten- 
systems gefunden, und er war in den Besitz einer ganz neuen, allgemeinen 
Methode der Behandlung und Auflésung der Differentialgleichungen der 
Mechanik gelangt. Aber es sind kaum Andeutungen dartiber verblieben, 
denn er entschloB8 sich immer nur schwer zu der Niederschrift des Er- 
forschten. 

Gerade seine Géttinger Zeit war besonders ausgefiillt durch Nach- 
denken tiber physikalische Fragen. Und gerade im Hinblick auf die an- 
gewandten Gebiete der Mathematik hatte auch Wilhelm Weber 
Dirichlets Berufung hierher so warm befiirwortet. Ich méchte cine 
allgemein gehaltene Stelle aus Webers Bericht wiedergeben, die hierzu 
als Hinleitung diente und die Ihr Interesse erwecken wird: 

Fiir die anregende Kraft, welche die Forschungen der einen Wissen- 
schaft auf die der anderen austibt, zeigt sich die enge Verwandtschaft 
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allein nicht entscheidend, es kommt vielmehr auf die Verschiedenartigkeit 
und gegenseitige Erginzung der von zwei Seiten dargebotenen Elemente 
an. Der Astronom, welcher sich mit einem Physiker, der Physiker, 
welcher sich mit einem Astronomen zu einer physikalischen oder astro- 
nomischen Forschung verbinden wollte, wiirde keine wesentlich neuen 
Elemente dazu mitbringen. Der Mathematiker kann dagegen alle Reich- 
tiimer seiner Wissenschaft und die Resultate seiner eigenen Forschungen 
bei einer schicklich gewihlten astronomischen oder physikalischen Unter- 
suchung, zu der er sich mit einem Astronomen oder Physiker verbindet, 
entfalten und gewinnt dadurch selbst wieder Antrieb und Anregung zur 
Erforschung neuer Gebiete mathematischer Probleme. GauB, so fahrt 
Weber fort, hat keine Opfer gescheut, um sich selbst aller Elemente 
der praktischen Astronomie vollkommen zu bemachtigen; er hatte dasselbe 
in Beziehung auf die Physik vermocht: nur die Vermeidung von Stérun- 
gen in seinen mathematischen Forschungen, wo der Verlust noch gréBer 
gewesen sein wiirde, sind der Grund seiner Verbindung mit mir zu physi- 
kalischen Untersuchungen gewesen, die unter seiner Leitung zu so grofen 
Resultaten gefiihrt haben. Nicht blo8 zum Fortbau der hdheren Mathe- 
matik also, sondern auch zu dem der Astronomie und Physik ist ein 
Mathematiker hervorragender Art das gréfte Bediirfnis. 


In seinen Vorlesungen behandelte Dirichlet mit Vorliebe diejenigen 
Gebiete, an deren Ausbau er selbst reichen Anteil hatte. Sein Vortrag 
war dadurch so eindringlich, weil es schien, als wenn er im Begriffe stiinde, 
eben erst den ganzen Bau zu schaffen; es war in hohem Grade fesselnd, 
ihm bei dieser Arbeit zu folgen. Er entwickelte den Stoff in vollster 
Natiirlichkeit. Kein Kunstgriff trat auf als deus ex machina, tragisch ge- 
schiirzte Knoten zu unerwartet giinstiger Lésung zu fiihren. 

So auBerordentlich anregend Dirichlet als Lehrer gewirkt hat, eine 
besondere mathematische Schule hat er nicht gegriindet. Aber viele, die 
sich hernach auf individuell sehr verschiedene Wege zerstreuten, verdankten 
ihm die stirksten Impulse ihres wissenschaftlichen Strebens. Seinen 
Enthusiasmus fiir die Anregungen Dirichlets meinte der junge Hisen- 
stein nicht warm genug schildern zu kénnen, auch wenn ihm ein ehernes 
Herz und eine tausendfiltige Zunge verliehen waren. Welcher Mathe- 
matiker hatte kein Verstindnis dafiir, daB die leuchtende Bahn Riemanns, 
dieses riesigen Meteors am mathematischen Himmel, vom Sternbilde 
Dirichlets ihren Ausgangspunkt nahm. Mag auch das von Riemann 
Dirichletsches Prinzip benannte scharfe Schwert zuerst von William 
Thomsons jungem Arm geschwungen sein, von dem anderen Dirichlet- 
schen Prinzipe, mit einem Minimum an blinder Rechnung, einem Maxi- 
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mum an sehenden Gedanken die Probleme zu zwingen, datiert die Neu- 
zeit in der Geschichte der Mathematik. Niemals vergaB Kronecker zu 
sagen, wieviel von seiner mathematischen Hxistenz er Dirichlet schulde, 
wenn auch Dirichlet selbst Kronecker nur in die wnteren Regionen 
emer der Wissenschaften eingefiihrt haben wollte, auf deren Héhen dieser 
als Meister einherschreite. Erst hier in Géttingen trat Dedekind in 
Beziehung zu Dirichlet; wir verehren in ihm den einzigen uns iibrig- 
gebliebenen Heros aus der gréBten Epoche in der Arithmetik. Ganz in 
den Ideenkreis von Dirichlet trat auch Lipschitz ein, der in seinen 
jingeren Jahren zu Helmholtz und spiter zu Hertz seine hohe Be- 
geisterung fiir Dirichlet kundgab. Alle diese Manner von unvergleich- 
lichen Verdiensten um die heutige Mathematik, den besten Teil ihrer 
mathematischen Kraft gewannen sie durch Dirichlet, und wir heute, 
wenn wir uns mehr als je bemiihen, die Wissenschaft in ihrer einfachen 
Wahrheit zu erkennen und darzustellen, stehen wir nicht in der Schule 
Dirichlets? 
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lungen quadratischer Formen I 97. 

zu &, yn, € gehdérende Substitution I 282. 

zu r gehérende Substitution I 303. 

zu einem Parallelepipedum gehdrige 
Koordinaten II 7. 

gemischter Flaicheninhalt II 194, 245. 

gemischtes Volumen dreier Kérper II 129, 
196, 241. 

Genus von quadratischen Formen I 7, 71, 
149, 158, 221. 

Geometrie der Zahlen I 264, II 43. 

Geschlecht = Genus. 

geschlossene Flache II 123. 

Gitter = Zahlengitter. 

gitterformige Anordnung II 3. 

Gitteroktaeder II 9. 

— erster Art und zweiter Art II 11. 

Gitterpunkt I 281, 294, 321, II 120. 

gleichgestellte quadratische Formen 1146, 
ST. : 

Gleichzeitigkeit IL 365. 

Grenze von Kérpern II 235. 

Grenzformen [ 155. © 

GréBe des Impulses eines Kérpers in einer 
Fliissigkeit II 288. 

Grundform einer Klasse quadratischer 
Formen fiir einen Modul I 34, 183, 230. 

Grundgleichungen fiir die elektromagne- 
tischen Vorginge in bewegten Kérpern 
II 367, 385. 

Grundparallelepiped eines Gitters II 5. 
Gruppen von Darstellungen einer quadra- 
tischen Form durch eine zweite I 90. 

— von Formen fiir einen Modul I 38. 
Gruppen linearer ganzzahliger Substitu- 
tionen I 208, 214. 


Halbraum um einen konvexen Bezirk 
II 163, 233. 

Hauptachse eines Kérpers II 290. 

Hauptformenrest = Hauptrest einer For- 
menklasse I 25, 171, 231. 

Hauptideal I 257. 
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Hauptreprasentant einer Formenklasse 125. 

eine Form ist héher als eine zweite 
1 146, II 57. 

homothetische Kérper II 149, 245. 

hydrodynamischer Druck II 309. 

hydrostatischer Auftrieb II 317. 

— Druck II 343. 


Ideal I 257, II 455. 

Impuls der Bewegung eines Kérpers in 
einer Flissigkeit II 285. 

Impulsvektor I 441, 

Index = Trigheitsindex. 

Inhalt einer Figur I 325, 339. 

Innenoberfliiche II 123. 

innerer Raum einer geschlossenen Flache 
Ih 123: 

inneres Produkt zweier Strecken I 250. 

— Volumen eines Kérpers I 272. 

Integral der mittleren Kriimmung II 241. 

Invarianten 0, 6 einer Ordnung von quadra- 
tischen Formen I 12. 

— eines Geschlechts von quadratischen 
Formen I 150, 160, 228. 

inwendige Bezirke einer Schar II 179. 


Kammern, aquivalente II 61. 

Kanten des reduzierten Raumes II 68. 

Kantenform II 69. 

Kantenpunkt eines konvexen Bezirks 11163. 

Kapillardruck I 310. 

kapillarer Auftrieb II 317. 

Kapillaritat II 299. 

Kappe II 171. 

Kappenkbtrper JI 175, 227, 259. 

Kette von extremen Zylindern I 47. 

— — Parallelepipeda I 284. 

— — Substitutionen I 303, 358. 

— zu Formen I 334. 

Kettenbriiche I 276, 278, 293, 320, II 44. 

kettenbruchihnliche Algorithmen I 243. 

Kettenglied I 334. 

kinetischer Druck II 309. 

kinetische Energie Il 441. 

Klasse von quadratischen Formen I 10, 
248, 254. 

Klassenanzahl quadratischer Formen LI 95. 

Kohasion I 299. 

Kohisionskraft II 332. 

Kohisionssprung II 309. 

Komponenten eines Raum-Zeit-Vektors I. 
Art II 877; 1. Art Li 378. 

Kongruenz zweier Formenklassen I 37, 
137, 149, 158. 

konvexe Flache II 123, 134. 


464 


konvexer Bezirk II 135, 154. 

— Kérper II 103, 128, 131, 232. 

— Restbereich II 120. 

— Zug Il 110. 

konvexes Gebilde II 269. 

— Polyeder II 104, 233. 

Koérper der Projektionen II 216. 

— — vierten Einheitswurzel II 49. 

— konstanter Breite II 277. 

— konstanten Umfanges II 278. 

Kraftvektor der Bewegung II 441. 

Kriterium fiir algebraische Zahlen I 302, 
II 50. 

Kriimmungsfunktion eines Kérpers II 263. 

Kriimmungshyperbel II 440. 


Lange des Umfangs eines vollkommenen 
Ovals II 245. 

— einer geraden Linie I 272, II 44. 

— einer Kurve II 122. 

Leitungsstrom II 367, 371, 421. 

Lichtpunkt II 402. 

Linienpunkt eines konvexen Bezirks II 164. 

lor II 383, 409. 

Lorentz -Transformation II 360, 362. 


Ma8& der Darstellung einer Zahl durch 
quadratische Formen I 116. 

— einer Klasse positiver quadratischer 
Formen I 116, 158. 

— eines Genus I 116, 134, 150. 

— einer Ordnung I 116. 

—- indefiniter Formen I 153. 

Massendichte II 395. 

Massenwirkung II 397. 

Matrix II 375. 

Minimum einer quadratischen Form 1 154, 
254, 270, 

mittlere Koeffizienten einer Form I 6. 

mittlere Dichtigkeit eines Punktsystems 
P2435 le 7b 

— Krimmung II 303. 

mittlerer Kriimmungsradius II 209. 

— Sttitzebenenabstand II 209. 

Mittelwert II 212. 


§-Nachbar usw. eines Parallelepipeds I 283. 

eine Form ist niedriger als eine zweite 
I 146, If 57, 

Niveauebene II 305. 

Norm eines Ideals I 257. 

Normalensektor II 169, 172. 

normale Raum-Zeit-Vektoren II 378. 

Normalquerschnitt eines Raum-Zeitfadens 
II 394. 


Sachregister. 


Obere Normale eines Querschnitts II 394. 

Oberfliche einer krummen Fliche II 122, 
256. 

— eines Polyeders II 206. 

Oberflachenenergie, molekulare II 350. 

Oberflachenentropie, molekulare II 350. 

Oberflachenintegral II 212. 

Oberflachenspannung II 299, 347. 

Okt (QB) Il 9. 

Ordnung der quadratischen Formen I 5, 
12, 162, 228. 

— einer Gruppe von linearen Substitu- 
tionen I 209. 

Ortszeit II 437. 

Oval II 154, 242. 

—, vollkommenes II 242. 

Ovaloid, vollkommenes II 233. 


Parallelkettenbruch I 344. 

Periode eines Kettenbruches I 347. 

periodische Kette von Substitutionen I 358. 

periodischer Diagonalkettenbruch I 346. 

polarer Kérper II 146. 

Polarisation, dielektrische II 423. 

Polyeder IJ 124, 136, 233. 

Polyederschar II 184. 

Polygon II 136. 

Postulat der absoluten Welt II 437. 

primare Darstellung einer quadratischen 
Form I 102. 

primitive quadratische Formen I 12, 162. 

— — — in bezug auf einen Modul | 12. 

— Grenzform I 155. 

Produkt von Idealen I 257. 

— von Matrizen II 375. 

Projektion eines Kérpers auf eine Ebene 
TI 215. 

Projektionsraum eines Kérpers II 161. 

Projektionssektor eines Kérpers II 161. 

Punktsystem, regelmaBiges I 248. 


Quadratisches System einer Form I 5. 
Querschnitt eines Raum-Zeitfadens II 394. 


Radius eines Kérpers II 287. 
Randbezirke einer Schar II 179. 
Randwinkel II 306. 

Raumvektor Magnetisierung II 425. 
— Polarisation II 423. 
Raum-Zeitfaden II 394. 

— — linien II 393. 

— — -Matrix II 383. 

— — punkt II 355. 

— — -Sichel II 395. 

— — -Vektor I. und II. Art II 363, 364. 
— — — Geschwindigkeit II 369. 


Sachregister. 


reduzierte quadratische Formen I 146, 
154, 217, 244, 269, II 59. 

— — —, binire II 23, 61. 

— — —, ternire II 23. 

— — —, quaternire I 146. 

— — —, quinire I 154. 

— — —, senire I 217. 

reduzierter Raum II 61. 

reduziertes Grundparallelepiped II 8. 

Reduktion des Zahlengitters in bezug auf 
ein Parallelepiped IL 8. 

regelmabiges Punktsystem I 248. 

Relativitatspriuzip , -postulat , 
II 353, 369. 

Relativoberfliche II 262. 

Reprasentant einer Formenklasse I 10. 

Rest einer Formenklasse I 13. 

Reste einer Form | 157. 

Restbereich II 120. 

reziproke Matrix II 376. 

Richtung II 133. 

ripples IL 328. 

Réntgen-Vektor II 423. 

Rub-Dichte der Elektrizitat II 362, 382, 
409. 

Ruh-Kraft, elektrische Il 380, 421. 

— —, magnetische II 381, 424. 

Ruh-Maenetisierung II 425. 

Ruh-Massendichte II 395. 

Ruh-Polarisation, dielektrische II 423. 

Ruhb-Strahl I 382. 

Ruh-Strom II 382. 

auf Ruhe transformieren (einen Raum- 
Zeitpunkt) Il 362, 393. 


-theorem 


Schar konvexer Bezirke II 179. 

— — Ko6rper IJ 180, 239. 

Schwerpunkt II 143. 

Seite (a, B, y) einer Ebene II 136. 

Seitenfliche eines Polyeders (v-te) II 107. 

seitliche Koeffizienten einer Form | 6. 

singulirer Raum-Zeit-Vektor II 364. 

Spannungswirkung II 399. 

Steighéhe II 315. 

stetig gekriimmter konvexer Kérper II 262. 

Strahldistanz I 272. 

Strahlgebilde eines 
II 402 

Stiitzebene II 106, 136, 232, 277. 

Stiitzebenenabstand, mittlerer II 209, 213. 

Stiitzebenenfunktion II 4, 145, 232 

Stiitzgerade II 154. 

Stiitzgeradenfunktion II 242. 


Raum - Zeitpunktes 
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Substitution einer Kette I 334. 
Summe der Kantenkriimmung II 209. 


Tangentialebene an einen konvexen Be- 
zirk II 166. 

Tangentialkérper II 224. 

tangentiale Parameter II 107, 267. 

Teiler der Darstellung einer quadratischen 
Form durch eine zweite I 102. 

Teilungsflache II 346, 

thermischer Druck II 343. 

transponierte Matrix II 375. 

Tragheitsindex I 5, 10, 160. 


Umfang eines Kérpers II 278. 

— — Ovals II 207. 

unabhangige konvexe Kérper II 129. 
— Richtungen II 6, 104. 

— Systeme ganzer Zahlen I 295, 302. 


Verallgemeinerte Oberflache II 124. 

— Aufgen- und Innenoberflache II 123. 

veralloemeinerter Flaicheninhalt Il 219. 

Verdampfungswarme II 340. 

Virial der Kohasionskraft I 337. 

virtuelle Verriickung in der Raum-Zeit- 
Sichel II 396. 

vollkommene periodische Kette | 351. 

vollkommenes Oval II 242. 

— Ovaloid II 233. 

volistiindige Aquivalenz von quadratischen 
Formen I 210. 

vollstiindiges Formensystem fiir ein Genus 
ieia'3s 

— Invariantensystem eines Genus 1150, 160. 

Volumen eines Kérpers I 272, II 122, 143, 
241. 

— des reduzierten Raumes II 80. 


Wechselseitige Strahldistanzen I 273. 
Welt II 432. 

Weltlinie II 432. 

Weltpostulat IL 437. 

Weltpunkt II 432. 

Winkeldistanz zweier Punkte II 209, 270. 
wirkliche Ecke I 251. 


Zahlen gp, eines Hauptreprasentanten I 33. 

Zahlengitter I 264, 271, 281, 294, 321, 
II 5, 43, 120. 

Zentrum der Hauptachsen eines Korpers 
II 286. 

zerfallende quadratische Formen I 223. 

Zerfallung einer Zahl in fiinf Quadrate! 119. 

Zwischenhyperbeln II 438. 
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CHELSEA SCIENTIFIC BOOKS 


DIFFERENTIAL EQUATIONS 
By H. BATEMAN 


CHAPTER HEADINGS: I. Differential Equations and 
their Solutions. II. Integrating Factors. III. Trans- 
formations, IV. Geometrical Applications. V. Diff. 
Egs. with Particular Solutions of a Specified Type. 
VI. Partial Diff. Eqs. VII. Total Diff. Eqs. VIII. 
Partial Diff. Eqs. of the Second Order. IX. Inte- 
gration in Series. X. The Solution of Linear Diff. 
Eqs. by Means of Definite Integrals. XI. The 
Mechanical Integration of Diff. Eqs. 


—1917-67. xi+306 pp. 53¢x8. [190] Prob. $4.95 


ERGODENTHEORIE, u.a. 
By H. BEHNKE, P. THULLEN, and E. HOPF 
TWO VOLUMES IN ONE. 
THEORIE DER FUNKTIONEN MEHRERER KOMPLEXER 
VERAENDERLICHEN, by H. Behnke and P. Thullen. 
ERGODENTHEORIE, by E. Hopf. 


—1934-67; 1937-67. 210 pp. 5x8. 
[68A] Two vols. in one. In prep. 


L’'APPROXIMATION 
By S. BERNSTEIN and CH. de LA VALLEE POUSSIN 


TWO VOLUMES IN ONE: 

Lecons sur les Propriétés Extrémales et la 
Meilleure Approximation des Fonctions Analy- 
tiques d’une Variable Réelle, by Bernstein. 

Lecons sur l’approximation des Fonctions d’une 
Variable Réelle, by Vallée Poussin. 


—1925-66; 1919-66. vii + 204+ 152 pp. 6x9. [198] 
Two vols. in one. in prep. 


CONFORMAL MAPPING 
By L. BIEBERBACH 


“The first book in English to give an elementary, 
readable account of the Riemann Mapping Theorem 
and the distortion theorems and uniformisation 
problem with which it is connected. ... Presented 
in very attractive and readable form.” 

—Math. Gazette. 


“Engineers will profitably use this book for its 
accurate exposition.”—Appl. Mechanics Reviews. 


—1952, vit-234 pp. 41x61). [90] Cloth $2.75 
Sem, CL [176] Paper $1.50 


BASIC GEOMETRY 
By G. D. BIRKHOFF and R. BEATLEY 


A highly recommended high-school text by two 
eminent scholars. 

“is in accord with the present approach to plane 
geometry. It offers a sound mathematical develop- 
ment... and at the same time enables the student 
to move rapidly into the heart of geometry.”—The 
Mathematics Teacher. 


“should be required reading for every teacher of 
Geometry.”—Mathematical Gazette. 


—Third edition. 1959. 294 pp. 5x8. [120] $3.95 
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VORLESUNGEN UEBER 
DIFFERENTIALGEOMETRIE, Vols. I, Il 
By W. BLASCHKE 


TWO VOLUMES IN ONE. 

Partial Contents: Vou. I. 1. Theory of Curves. 
2. Extremal Curves. 3. Strips. 4. Theory of Sur- 
faces. 5. Invariant Derivatives on a Surface. 6. 
Geometry on a Surface. 7. On the Theory of Sur- 
faces in the Large. 8. Extremal Surfaces. 9. Line 
Geometry. 

VoL. II. Affine Differential Geometry. 1. Plane 
Curves in the Small. 2. Plane Curves in the Large. 
8. Space Curves. 5. Theory of Surfaces. 6. Ex- 
tremal Surfaces. 7. Special Surfaces. 

—1930; 1923-67. x+311+ix+259 pp. 6x9. 
[202] Two vols. inone. Prob. $9.50 


KREIS UND KUGEL 
By W. BLASCHKE 
Isoperimetric properties of the circle and sphere, 
the (Brunn-Minkowski) theory of convex bodies, 


and differential-geometric properties (in the 
large) of convex bodies. A standard work. 


—x + 169 pp. 512x8\. [59] $3.50 


INTEGRALGEOMETRIE 
By W. BLASCHKE and E. KAHLER 
THREE VOLUMES IN ONE. 


VORLESUNGEN UEBER INTEGRALGEOMETRIE, Vols. 
I and II, by W. Blaschke. 


EINFUEHRUNG IN DIE THEORIE DER SYSTEME VON 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, by E. Kdhler. 


—222 pp. 5\2x8l. [64] Three Vols. in One $4.95 


VORLESUNGEN UEBER FOURIERSCHE 
INTEGRALE 

By S. BOCHNER 

“A readable account of those parts of the subject 


useful for applications to problems of mathe- 
matical physics or pure analysis.” 


—Bulletin of the A. M.S. 
—1932. 237 pp. 52x82. Orig. pub. at $6.40. [42] $3.50 


ALMOST PERIODIC FUNCTIONS 
By H. BOHR 


Translated by H. CoHN. From the famous series 
Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzge- 
biete, a beautiful exposition of the theory of Al- 
most Periodic Functions written by the creator of 
that theory. 

—1951-66. 120 pp. Lithotyped. [27] $2.75 
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WISSENSCHAFTLICHE ABHANDLUNGEN 
By L. BOLTZMANN 


—1909. Repr. of Ist ed. 614x914. Three vol. set. In prep. 


LECTURES ON THE 
CALCULUS OF VARIATIONS 
By O. BOLZA 


A standard text by a major contributor to the 
theory. Suitable for individual study by anyone 
with a good background in the Calculus and the 
elements of Real Variables. The present, second 
edition differs from the first primarily by the in- 
clusion within the text itself of various addenda 
to the first edition, as well as some notational im- 
provements. 


—2nd (corr.) ed. 1961. 280 pp. 53@x8. [145] Cloth $3.25 
[152] Paper $1.19 


VORLESUNGEN UEBER 
VARIATIONSRECHNUNG 
By O. BOLZA 


A standard text and reference work, by one of the 
major contributors to the theory. 


—1909-63. C. repr. of Ist ed. ix+715 pp. 534x8. [160] $8.00 


THEORIE DER KONVEXEN KOERPER 
By T. BONNESEN and W. FENCHEL 
“Remarkable monograph.” 


—J.D. Tamarkin, Bulletin of the A. M.S. 
—-1934. 171 pp. 52x82. Orig. publ. at $7.50 [54] $3.95 


THE CALCULUS OF FINITE DIFFERENCES 


By G. BOOLE 
A standard work on the subject of finite differ- 
ences and difference equations by one of the semi- 


nal minds in the field of finite mathematics. 
Numerous exercises with answers. 


—Fourth edition. 1958. xii + 336 pp. 5x8. [121] Cloth $3.95 
[148] Paper $1.39 


A TREATISE ON 
DIFFERENTIAL EQUATIONS 
By G. BOOLE 


Including the Supplementary Volume. 
—Fifth edition. 1959. xxiv + 735 pp. 5%4x8. [128] $6.00 
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CAJORI, “History of Slide Rule,” see Ball 


INTRODUCTORY TREATISE ON 
LIES THEORY OF FINITE CONTINUOUS 
TRANSFORMATION GROUPS 


By J. E. CAMPBELL 


Partial Contents: CHap. I. Definitions and Simple 
Examples of Groups. II. Elementary Illustrations 
of Principle of Extended Point Transformations. 
III. Generation of Group from Its Infinitesimal 
Transformations. V. Structure Constants. VI. 
Complete Systems of Differential Equations. VII. 
Diff. Eqs. Admitting Known Transf. Groups. 
VIII. Invariant Theory of Groups. IX. Primitive 
and Stationary Groups. XI. Isomorphism. XIII. 
Construction of Groups from Their Structure 
Constants... XIV. Pfaff’s Equation... XV. Com- 
plete Systems of Homogeneous Functions. XVI. 
Contact Transformations. XVII. Geometry of 
C. T.’s. XVIII. Infinitesimal C. T’s. XX. Differen- 
tial Invariants, XXI.-XXIV. Groups of Line, of 
Plane, of Space. XXV. Certain Linear Groups. 


—1903-66. xx + 416 pp. 534x8. [183] $6.50 


THEORY OF FUNCTIONS 


By C. CARATHEODORY 


Translated by F. STEINHARDT. The recent, and 
already famous textbook, Funktionentheorie. 


Partial Contents: Part One. Chap. I. Algebra of 
Complex Numbers. II. Geometry of Complex Num- 
bers. III. Euclidean, Spherical, and Non-Euclid- 
ean Geometry. Part Two. Theorems from Point Set 
Theory and Topology. Chap. I. Sequences and Con- 
tinuous Complex Functions. II. Curves and 
Regions. III. Line Integrals. Part Three. Analytic 
Functions. Chap. I. Foundations. II. The Maxi- 
mum-modulus principle. III. Poisson Integral and 
Harmonic Functions. IV. Meromorphic Functions. 
Part Four. Generation of Analytic Functions by 
Limiting Processes. Chap. I. Uniform Convergence. 
II. Normal Families of Meromorphic Functions. 
III. Power Series. IV. Partial Fraction Decompo- 
sition and the Calculus of Residues. Part Five. 
Special Functions. Chap. I. The Exponential Func- 
tion and the Trigonometric Functions. II. Logarith- 
mic Function. III. Bernoulli Numbers and the 
Gamma Function. 


Vol. II.: Part Six. Foundations of Geometric 
Function Theory. Chap. I. Bounded Functions. II. 
Conformal Mapping. III. The Mapping of the 
Boundary. Part Seven. The Triangle Function and 
Picard’s Theorem. Chap. I. Functions of Several 
Complex Variables. Il. Conformal Mapping of 
Circular-Are Triangles. III. The Schwarz Triangle 
Functions and the Modular Function. IV. Essential 
Singularities and Picard’s Theorems. 


“A book by a master... Carathéodory himself 


regarded [it] as his finest achievement... written 
from a catholic point of view.” —Bulletin of A.M.S. 
—Vol. |. Second edition. 1958. 310 pp. 6x9. [97] $4.95 


—Vol. I. Second edition. 1960. 220 pp. 6x9. [106] $4.95 
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ALGEBRAIC THEORY OF 
MEASURE AND INTEGRATION 


By C. CARATHEODORY 


Translated from the German by Frep E. J. 
LINTON. By generalizing the concept of point func- 
tion to that of a function over a Boolean ring 
(“soma” function), Prof, Carathéodory gives an 
algebraic treatment of measure and integration. 


CONTENTS: CuHap. I. Somas (Axiomatic 
method, somas as elements of a Boolean ring,... ). 
II. Set of Somas. III. Place Functions (Function- 
oids). IV. Computation with Place Functions. V. 
Measure Functions. VI. The Integral. VII. Appli- 
cation of Integration to Limit Processes. VIII. 
Computation of Measure Functions. IX. Regular 
Measure Functions. X. Isotypic Regular Measure 
Functions. XI. Content Functions. APPENDIX: 
Somas as Elements of Partially Ordered Sets. 


—1963. 378 pp. 6x9. [161] $7.50 


VORLESUNGEN UBER REELLE FUNKTIONEN 
By C. CARATHEODORY 


This great classic is at once a book for the begin- 
ner, a reference work for the advanced scholar and 
a source of inspiration for the research worker. 


—In prep. 2nd ed. 534x8. 728 pp. [38] Prob. $9.50 


CARSLAW, “‘Non-Euclidean Plane Geometry,” see Ball 


ELECTRIC CIRCUIT THEORY and the 
OPERATIONAL CALCULUS 
By J. R. CARSON 


“A rigorous and logical exposition and treatment 
of the Heaviside operational calculus and its ap- 
plications to electrical problems . . . will be enjoyed 
and studied by mathematicians, engineers, and 
scientists.”—Electrical World. 


—2nd ed. 206 pp. 534x8. [92] $3.95 


COLLECTED PAPERS (OEUVRES) 
By P. L. CHEBYSHEV 


One of Russia’s greatest mathematicians, Cheby- 
shev (Tchebycheff) did work of the highest im- 
portance in the Theory of Probability, Number 
Theory, and other subjects. The present work con- 
tains his post-doctoral papers (sixty in number) 
and miscellaneous writings. The language is 
French, in which most of his work was originally 
published; those papers originally published in 
Russian are here presented in French translation. 


—1962. Repr. of Ist ed. 1,480 pp. 536x814. 
[157] Two Vol. set. $27.50 
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THEORIE GENERALE DES SURFACES 
By G. DARBOUX 


One of the great works of the mathematical litera- 
ture. 

An unabridged reprint of the latest edition of 
Lecons sur la Théorie générale des surfaces et les 
applications géométriques du Calcul infinitésimal. 
—Vol. | (2nd ed.) xii+630 pp. Vol. 11 (2nd ed.) xvii+584 pp. 
Vol. II! (1st ed.) xvi+518 pp. Vol. IV. (1st ed.) xvi+537 pp. 

[216] In prep. 


ALGEBREN 
By M. DEURING and W. KRULL 
TWO VOLUMES IN ONE. 


ALGEBREN, by Deuring. 
IDEALTHEORIE, by Krull. 
—1935-68. v+143+152 pp. 5Y2x8. [50A]_ In prep. 


COLLECTED PAPERS 
By L. E. DICKSON 
—1968. 4 vols. Approx. 3,400 pp. 614x914. In prep. 


HISTORY OF THE THEORY OF NUMBERS 
By L. E. DICKSON 


“A monumental work ... Dickson always has in 
mind the needs of the investigator ... The author 
has [often] expressed in a nut-shell the main re- 
sults of a long and involved paper in a much 
clearer way than the writer of the article did him- 
self. The ability to reduce complicated mathemati- 
cal arguments to simple and elementary terms is 
highly developed in Dickson.”—Bulletin of A. M.S. 
—Vol. | (Divisibility and Primality) xii+486 pp. Vol. II 


(Diophantine Analysis) xxv + 803 pp. Vol. Ill (Quadratic and 
Higher Forms) v + 313 pp. [86] Three vol. set $19.95 


STUDIES IN THE THEORY OF NUMBERS 
By L. E. DICKSON 


A systematic exposition, starting from first prin- 
ciples, of the arithmetic of quadratic forms, chiefly 
(but not entirely) ternary forms, including numer- 
ous original investigations and correct proofs of a 
number of classical results that have been stated 
or proved erroneously in the literature. 


—1930-62 viii+230 pp. 53@x8. [151] $3.95 


ALGEBRAIC NUMBERS 
By L. E. DICKSON, ef al. 
TWO VOLUMES IN ONE, 


Both volumes of the Report of the Committee on 
Algebraic Numbers are here included, the authors 
being L. E. Dickson, R. Fueter, H. H. Mitchell, 
H. S. Vandiver, and G. E. Wahlen. 

Partial Contents: CHap. I. Algebraic Numbers. 
II. Cyclotomy. III. Hensel’s p-adic Numbers. IV. 
Fields of Functions. I’. The Class Number in the 
Algebraic Number Field. II’. Irregular Cyclotomic 
Fields and Fermat’s Last Theorem. 


—1923-67, 1928-67. 96+111 pp. 6x9. In prep. 


CHELSEA SCIENTIFIC BOOKS 


THE INTEGRAL CALCULUS 
By J. W. EDWARDS 


A leisurely, immensely detailed, textbook of over 
1,900 pages, rich in illustrative examples and ma- 
nipulative techniques and containing much inter- 
esting material that must of necessity be omitted 
from less comprehensive works. 

There are forty large chapters in all. The earlier 
cover a leisurely and a more-than-usually-detailed 
treatment of all the elementary standard topics. 
Later chapters include: Jacobian Elliptic Func- 
tions, Weierstrassian Elliptic Functions, Evalu- 
ation of Definite Integrals, Harmonic Analysis, 
Calculus of Variations, etc. Every chapter contains 
many exercises (with solutions). 


—2 vols. 1,922 pp. 5x8. [102], [105] Each volume $8.50 


TRANSFORMATIONS OF SURFACES 
By L. P. EISENHART 


Many of the advances in the differential geometry 
of surfaces in the present century have had to do 
with transformations of surfaces of a given type 
into surfaces of the same type. The present book 
studies two types of transformation to which many, 
if not all, such transformations can be reduced. 


—2nd (Corr.) ed. ix+379 pp. 534x8. [167] $4.95 


MATHEMATISCHE ABHANDLUNGEN 
By G. EISENSTEIN 
—Repr. of edition of 1847. iv+336 pp. 614x9V%4. In prep. 


INTRODUCTION TO 
THE ALGEBRA OF QUANTICS 
By E. B. ELLIOTT 
—Repr. of 2nd ed. 1913-64 xvi+416 pp. 534x8 [184] $6.00 


ASYMPTOTIC SERIES 
By W. B. FORD 


TWO VOLUMES IN ONE: Studies on Divergent Series 
and Summability and The Asymptotic Develop- 
ments of Functions Defined by MacLaurin Series. 


PARTIAL CONTENTS: I. MacLaurin Sum-Formula; 
Introduction to Study of Asymptotic Series. II. 
Determination of Asymptotic Development of a 
Given Function. III. Asymptotic Solutions of 
Linear Differential Equations. ... V. Summability, 
etc. I. First General Theorem... . JJ7. MacLaurin 
Series whose General Coefficient is Algebraic. .. . 
VII. Functions of Bessel Type. VIII. Asymptotic 
Behavior of Solution of Differential Equations of 
Fuchsian Type. Bibliography. 


—1916; 1936-60. x + 341 pp. 6x9. [143] Two vols. ing 00 


AUTOMORPHIC FUNCTIONS 
By L. R. FORD 


“Comprehensive . . . remarkably clear and ex- 
plicit.”—-Bulletin of the A. M.S. 
—2nd ed. (Cor. repr.) x + 333 pp. 534x8. [85] $6.00 


CHELSEA SCIENTIFIC BOOKS 


GYROSCOPIC THEORY 
By G. GREENHILL 


This work is intended to serve as a collection in one 
place of the various methods of the theoretical 
explanation of the motion of a spinning body, and 
as a reference for mathematical formulas required 
in practical work, iM. 

Originally published as a report to the British 
Advisory Committee for Aeronautics. 

CHAPTER HEADINGS: I. Steady Gyroscopic Mo- 
tion. II. Gyroscopic Applications. III. General Un- 
steady Motion of a Top or Gyroscope. IV. Geomet- 
rical Representation of the Motion of a Top. V. 
Algebraical Cases of Top Motion, VI. Numerical 
Illustrations and Diagrams. VII. The Spherical 
Pendulum. VIII. Motion referred to Moving Origin 
and Axes. IX. Dynamical Problems of Steady 
Motion and Small Oscillation. Fold-out plates. 


—1914-67, vi+ 277 + Plates. 612x1034. [205] $9.50 


COMMUTATIVE NORMED RINGS 
By I.M. GELFAND, D. A. RAIKOV, and G.E. SHILOV 


Translated from the Russian. In the second Eng- 
lish edition—to appear in 1967—Chapter II has 
been revised in accordance with a manuscript espe- 
cially prepared for this edition by Professor Shilov, 


Partial Contents: CHAPS. I AND II. General 
Theory of Commutative Normed Rings. III. Ring 
of Absolutely Integrable Functions and their Dis- 
crete Analogues. IV. Harmonic Analysis on Com- 
mutative Locally Compact Groups. V. Ring of 
Functions of Bounded Variation on a Line. VI. 
Regular Rings. VII. Rings with Uniform Con- 
vergence. VIII. Normed Rings with an Involution 
and their Representations. IX. Decomposition of 
Normed Ring into Direct Sum of Ideals. HISs- 
TORICO-BIBLIOGRAPHICAL NOTES. BIBLIOGRAPHY. 


—2nd ed. 1967. 306 pp. 6x9. [170] $6.50 


LES INTEGRALES DE STIELTJES et leurs 
Applications aux Problémes de la Physique 
Mathématique 

By N. GUNTHER 

The present work is a reprint of Vol. I of the 


publications of the V. A. Steklov Institute of 
Mathematics, in Moscow. The text is in French. 


—1932-49, 498 pp. 534x8. [63] $6.50 


ONDES: Lecons sur la Propagation des Ondes 
et les Equations de I'Hydrodynamique 
By J. HADAMARD 


“[Hadamard’s] unusual analytic proficiency en- 
ables him to connect in a wonderful manner the 
physical problem of propagation of waves and the 
mathematical problem of Cauchy concerning the 
characteristics of partial differential equations of 
the second order.”—Bulletin of the A. M. S. 


—viii + 375 pp. 5'2x8Y. [58] $4.95 


CHELSEA SCIENTIFIC BOOKS 


GRUNDZUEGE DER MENGENLEHRE 
By F. HAUSDORFF 


Some of the topics in the Grundziige omitted from 

later editions: 
Symmetric Sets—Principle of Duality—most of 
the “Algebra” of Sets—most of the “Ordered 
Sets”—Partially Ordered Sets—Arbitrary Sets 
of Complexes—Normal Types—TInitial and 
Final Ordering—Complexes of Real Numbers— 
General Topological Spaces—Euclidean Spaces 
—the Special Methods Applicable in the Euclid- 
ean plane—Jordan’s separation Theorem—The 
Theory of Content and Measure—The Theory 
of the Lebesgue Integral. 


—Repr. of original (1914) edition, 484 pp. 514x8. £61] $6.00 


SET THEORY 
By F. HAUSDORFF 


Hausdorff’s classic text-book is an inspiration and 
a delight. The translation is from the Third 
(latest) German edition. 

“We wish to state without qualification that this 
is an indispensable book for all those interested in 
the theory of sets and the allied branches of real 
variable theory.”—Bulletin of A. M.S. 


—2nd ed. 1962. 352 pp. 6x9. (119] $6.50 


VORLESUNGEN UEBER DIE THEORIE DER 
ALGEBRAISCHEN ZAHLEN 
By E. HECKE 


“An elegant and comprehensive account of the 
modern theory of algebraic numbers.” 
—Bulletin of the A. M.S. 


—1923. 264 pp. 512x8V2. [46] $4.95 


INTEGRALGLEICHUNGEN UND 
GLEICHUNGEN MIT UNENDLICHVIELEN 


UNBEKANNTEN 
By E. HELLINGER and O. TOEPLITZ 


“Indispensable to anybody who desires to pene- 
trate deeply into this subject.”—Bulletin of A.M.S. 


—wWith a preface by E. Hilb. 1928. 286 pp. 51/4x8. [89] $4.50 


THEORIE DER ALGEBRAISCHE 
FUNKTIONEN EINER VARIABELN 
By K. HENSEL and G. LANDSBERG 


Partial Contents: PART ONE (Chaps. 1-8): Alge- 
braic Functions on a Riemann Surface. PART TWO 
(Chaps. 9-18): The Field of Algebraic Functions. 
PART THREE (Chaps. 14-22): Algebraic Divisors 
and the Riemann-Roch Theorem. PART FOUR 
(Chaps. 28-27): Algebraic Curves. PART FIVE 
(Chaps. 28-31): The Classes of Algebraic Curves. 
ParT six (Chaps. 32-37): Algebraic Relations 
among Abelian Integrals. APPENDIX: Historical 
Development. Geometrical Methods. Arithmetical 
Methods. 


—1902-55. xvi + 707 pp. 6x9. [179] $9.50 


CHELSEA SCIENTIFIC BOOKS 


Grundziige Einer Allgemeinen Theorie der 


LINEAREN INTEGRALGLEICHUNGEN 


By D. HILBERT 
—306 pp. 514x8Y%. [91] $4.50 


GEOMETRY AND THE IMAGINATION 
By D. HILBERT and S. COHN-VOSSEN 
Translated from the German by P. NEMENYI. 


“A fascinating tour of the 20th century mathe- 
matical zoo.... Anyone who would like to see proof 
of the fact that a sphere with a hole can always be 
bent (no matter how small the hole), learn the 
theorems about Klein’s bottle—a bottle with no 
edges, no inside, and no outside—and meet other 
strange creatures of modern geometry will be de- 
lighted with Hilbert and Cohn-Vossen’s book.” 

—Scientific American. 


“Should provided stimulus and inspiration to every 
student and teacher of geometry.”—WNature. 


“A mathematical classic. ... The purpose is to 
make the reader see and feel the proofs... . readers 
can penetrate into higher mathematics with 
pleasure instead of the usual laborious study.” 

—American Scientist. 


“Students, particularly, would benefit very 
much by reading this book ... they will experience 
the sensation of being taken into the friendly con- 
fidence of a great mathematician and being shown 
the real significance of things.”—Science Progress. 


“A person with a minimum of formal] training 
can follow the reasoning. ...an important [book].” 
—The Mathematics Teacher. 


“A remarkable book. ... A veritable geometric 
anthology. ... Over 330 diagrams and every [one] 
tells a story.”—The Mathematical Gazette. 


—1952. 358 pp. 6x9. [87] $6.00 


COLLECTED PAPERS 
(Gesammelte Abhandlungen) 
By D. HILBERT 


The present work contains all of David Hilbert’s 
papers on Mathematics, Physics, and the Founda- 
tions of Mathematics. An exception is his work on 
Integral Equations, which is available in a sepa- 
rate volume [Integralgleichungen, in German] and 
those of his papers on the Foundations of Mathe- 
matics that appear as an appendix in his book on 
the Foundations of Geometry [Grundlagen der 
See in German; English translation in 
prep. ]. 

Volume I (Number Theory) contains Hilbert’s 
papers on Number Theory, including his long paper 
on Algebraic Numbers. Volume II (Algebra, In- 
variant Theory, Geometry) covers not only the 
topics indicated in the sub-title but also papers on 
Diophantine Equations. Volume III carries the 
sub-title: Analysis, Foundation of Mathematics, 
Physics, and Miscellaneous Papers. 


—1966. Repr. of Ist ed. 1,457 pp. 6x9. [195] Each vol. $9.50 
Three vol. set. $25.00 
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